MAT 225 - Funcgoes Analiticas - IMEUSP - Semestre 1 de 2015
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Lista 8 de Exercicios

Faca os exercicios abaixo com uma redacao clara e nao sobrecarregada em simbologia.

1. Seja f: C - C, com campo associado de classe C'*. Escrevamos z = x+iy e f = u+iv.

(a) Mostre que f é derivavel no ponto 2y se e somente se

of B
% 20) = —Z—(ZO)

Mostre que nestes casos temos
f'(20) = (20)

Roteiro (introdugdo ao operador 0). Para o que segue, acrescentamos as notagoes

Z+Z z2—-Z
2 )

£2) = uay) +in(a,y) =u

(1.1) =x-=

Z+7Z z—E) . (z+§ Z—E)
, — | + v , — .
2 21 2 21

(a) Utilize “ingenuamente” as notagoes em (1.1) e a regra da cadeia e encontre

O (10w, Loy y(1on Lov) 1] o)
0z \20x 20y 20x 210y

Jor Oy
g_(l@_l@) (187} 161})_1(8}” f)
0z \20x 20y 2\ 0z 8y
(b) Defina os operadores [vide comentarios em Ahlfors, 3rd edition, p. 27]

ﬁ_l(ﬁ_lﬁ) o ﬁ_l(ﬁﬂﬁ)
9z 2\ox Oy 9z 2\ozx Oy

20x 2i0y

Mostre que f é derivavel no ponto zy se e somente se
of
Z 0.
5 (20) -
Mostre que se f é derivavel em zy, entao

f'(z0) = (Zo)



Notagoes para os exercicios 2, 3, 4 e 5.

- Seja Q2 um aberto conexo. Seja v uma curva em (2, continua e fechada, e Q-
homotdpica a um ponto [logo, Ind, =0 em Cx\QJ e tal que Ind,, = 1 em seu interior ().

- Seja f uma fungdo holomorfa/analitica em € e ndo se anulando em Imagem(7y).
Indicamos o nimero de zeros de f em I(y), com suas multiplicidades, por Z(f;7).

2* Principio do Argumento para holomorfas. Se « é de classe C'! por partes, entao
1 1’
— | =dz = Z(f;7).
Sugestao. Teorema 7.21 e Teorema 10.10 nas notas de aula.

3* (a) Prove que a associagao

!
F— 5,
F
com F' derivavel, transforma produtos em somas.
(b) Se P(z) =(z-ay1)--(z-a,), com ay,...,a, as raizes de P(z), o que é
.
P

(c) Seja o uma curva fechada e C!' por partes que nao passa por nenhuma das
raizes do polinémio P(z) no item anterior. Mostre que

1 P'(2)

211 Jo P(Z)

dz =Ind(c;a1) + -+ Ind(o; ay,).

(d) Derivada Logaritmica. Seja f holomorfa em € e com um nimero finito de
zeros de ordens my, ..., m, respectivamente. Consideremos a fatoracao

f(z) = (z=2)" (2 - 20) " g(2)
com ¢ holomorfa e nao se anulando em 2. Prove:

PE_ e )
f(z) z-2x 2=z, ¢g(z)

4* (Segundo) Principio do Argumento para quociente de analiticas. Se
f =g, com p e g analiticas em ,

entao
Z(p37) = Z(f:7) = Z(g:7)-

Sugestao. Teorema 7.21.

5* Principio do Argumento p/ quociente de holomorfas. Se v é C* por partes e
f =g, com @ e g analiticas em .

Prove que
1
2mi

fW% =Z(f;7) - Z(g9;7)-

Fim das notacgoes especificas adotadas para os exercicios 2,3,4 e 5.



6* Prove os resultados abaixo (sem a teoria de séries).

7.

10.

(a) (Desigualdades de Cauchy). Usando a férmula integral para as derivadas
sucessivas de uma f : {2 - C holomorfa, dé uma limitacao para as derivadas

f™(a), fixados a€QeneN.

(b) (Teorema de Liouville). Utilizando a férmula integral de Cauchy, prove que
se f:C — C é holomorfa e limitada entao f é constante.

Seja F': O - C continua com O um aberto em C. Seja «:[0,1] - O uma curva de
classe C'' por partes. Seja w um ponto arbitrario no aberto W = O \ Imagem(7y).

Mostre que a fungao
F
d(w) = / (2) dz
vy Z—W

¢ holomorfa no aberto W e

@’(w)zﬁ%dz.

(a) Sejam f =wu + v holomorfa em B(a; R). Mostre que

wu+ v

Wdz=0, onde y(#) = a+re?, com0<r<Re0<0<2m.
vy (2 —«

(b) Calcule f(1), onde f é holomorfa em C e satisfaz

w2e?

f(z) = dw, para todo z € B(0;1).

|lw=1 W — 2

Mostre que a integral abaixo independe do valor real a:

/+oo 6_(x+m)2d$.

Seja Q={zeC:Im(z) >0} e

1 it
f(z) = / dt, para cada z €.
0

t—2z

Mostre que f é analitica em €2 e determine a série de poténcias que representa f,
em uma vizinhanca de um ponto arbitrario a € 2.



11*

12%*

13*

14*

15.

Seja €2 aberto em C e (f,) uma sequéncia de fungoes holomorfas em 2 que con-
verge uniformemente para f em cada subconjunto compacto de 2. Mostre que f é
holomorfa em €2 e que

lim fék)(z) = f®)(2), para quaisquer z € Q e ke N.

Seja f holomorfa em B(a;R), onde R > 0, com desenvolvimento em série de
poténcias ¥ ¢,(z —a)*. Dado r tal que 0 < r < R, mostre que

1 2m )
(Identidade de Gutzmer-Parseval) —— f |f(a+re®)[?dl = |en[*r?.
0

2

Resolva este exercicio de forma distinta e independente do préximo exercicio (a
respeito do teorema de Riemann sobre remog¢do de singularidades). Considere um
aberto €, um ponto a € 2 e uma funcao f € H(Q2 ~ {a}). Prove as afirmacoes.

(a) Se f é limitada em B(a;r) \ {a}, onde r > 0, entao temos

Jia?=0

para todo triangulo fechado e convexo contido em (2.

(b) Se f é continua no ponto «, entao f é holomorfa em (.

Teorema de Riemann sobre Remocgao de Singularidades. Seja f € H(2\{a})
e com f limitada em B(a;r) \ {a}, para algum r > 0. Mostre que podemos definir
f no ponto a de forma que a extensao f : €2 - C é holomorfa em 2.

Sejam ) um aberto no plano complexo e [a,b] um intervalo compacto na reta. Seja
f:Qx[a,b] = C uma funcao continua. Suponha f holomorfa na primeira variavel,
para cada t fixado em [a,b]. Considere a fungao

b
F(z)= / f(z,t)dt, onde z €.
Mostre que

(a) F é continua.
(b) F é holomorfa.

(c) Vale a férmula,

b
F'(z) = /a %(z,t)dt, para todo z € Q.



16. Uma férmula substituindo o método dos coeficientes indeterminados e o método do
anulador. Considere o operador diferencial linear de ordem n > 1 e com coeficientes
reais, na variavel real ¢t e dado por

d dm dr-1 d
P(%)zan%*—an_ldtn—_l +...+ala+a0] [an?&O],

onde I é o operador identidade sobre o espago C*(R;C).

Considere o polinomio caracteristico
p(A) = ap A" + -+ a3\ + ag, onde X € C.

Sejam @ = Q(t) uma funcao em C*(R;C) e um niumero complexo arbitrario 7.
Mostre que

d w1 1P A ') e ) 2D A
P(g)ew: ]=[TQ”+“'+TQ AT Tl (o

17. Utilizando a férmula no exercicio 16, encontre uma solugao particular de
(a) 2" -32" +42" - 22 = t?e’ sint.

(b) 2" 42" + 62" — 4z =t* €' cost.



