MAT 225 - Fungoes Analiticas - IMEUSP - Semestre 1 de 2015
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Lista 6 de Exercicios

Os exercicios se referem a fun¢des analiticas ou inteiras, ambas no sentido de Weierstrass.
Prove suas afirmagoes, com uma redagao clara e nao sobrecarregada em simbologia.

1* Verifique as féormulas, para z e w arbitrarios no plano complexo,

sen?z + cos?z =1,
sen (z +w) = sen z cosw + Cosz sen w,
cos(z + w) = COSZCOSW — Sen Z Sen w.

2. Regra de Leibnitz para derivadas. Sejam f e g duas funcoes de R em R e
ambas de classe C'™°. Mostre que

(fg)™ =3 (;‘) FO) gnd),

J=0

3. Seja P(z) = a,z"+---+a1z+ay um polindmio com coeficientes complexos. Seja j tal
que 0 < j <n. Escreva a j-ésima derivada P) no formato

PO (2) = Z[] [isto é, “preencha os pontinhos”].
4. Seja r > 0. Seja y(t) = re', onde t € [0,27]. Mostre que
1 selal<r,
Ind(y; ) = { 0, sela|>r.
5. Sejam r >0, p e N* e m € N*. Sejam ainda
v(t) =re™, onde 0 <t <2mp, e f(z) =2

Considere a curva
['=fon.
Compute Ind(I';0). [Se p =1, entdo m é o nlimero de zeros de f no interior de 7.]

6. Consideremos o quadrado () centrado na origem e de vértices
20=z4=1+1, z1==1+414, 290=—(1+1), e z3=1-1.
Consideremos as curvas (esboce os segmentos lineares)
Ye(t) =z + (t = k)(2zks1 — 21), onde t € [k, k+ 1], para k=0,1,2,3.
Seja v :[0,4] - C dada pela justaposigao
Y=YV VY2V 3.
Isto é, y(t) = vk(t) se t € [k, k + 1] e v é a fronteira do quadrado Q). Mostre que
Ind(7;0) = Ind(7;0) + Ind(71;0) + Ind(72; 0) + Ind(~3;0).
Mostre que
Ind(~;0) = i para k=0,1,2,3.

Mostre entao que Ind(~v;0) = 1.



7. Seja R>1 e 7 o semi-circulo orientado no sentido anti-horario (esboce) dado por

(1) = Re', se0<t<m
= t—(m+R), sem<t<m+2R.

Mostre que Ind(y;4) = 1.

8. Seja «y a figura oito (esboce a curva) dada por

1-eit, se t € [0,27],
(1) = { -l+e®  sete|[2m4dn].

Mostre que Ind(7y;1) =1, Ind(y;-1) = -1 e Ind(~;4) = 0.

Y

9% Sejam a #0 e z1,..., 2, tais que |z;| # 1 para j =1,...,m. Consideremos
p(z)=a(z-z1) (2= zm).
Seja y(t) = e, para t € [0,27]. Mostre que

Ind(po~;0) é o ntmero de zj, no interior de 7.

10. Seja A um nimero complexo. Considere a funcao

f(t) =€, ondeteR.

Compute

, onde h é real.

£(t) = lim

h—0

fE+h) - f()
h

11. Encontre um polinémio z(t) que resolva a equagao dada.

Loy odr | 5y =
() +x'(t) + x(t) =it

)

)

c) %—2%+2y=t2
) y"(t) —4y'(t) +dy(t) = 1+t +t2
)

d’x

W—6§—f+9$:1+i.

Sugestao. Identifique o grau do polinomio z(t) [supondo que a solucao existe.
E trivial (acredite). Substitua a expressdo polinomial na edo dada. Determine os
coeficientes de forma suave, montando um sistema linear triangular inferior.

12. Entre os exercicios da prova P1, resolva aqueles que vocé ainda nao resolveu.



