MAT 225 - Funcgoes Analiticas - IMEUSP - Semestre 1 de 2015
Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

LISTA 1 DE EXERCICIOS

p=n
. Mostre que dados z,w € C entao (z+w)" = Y, (;L) 2Pw™ P, paran=0,1,2,....
p=0

. Escreva na forma bindémica (z = z + iy, com x,y € R) os nimeros complexos:

(a) (4=i)+i—(6+30)i ) 43;;, (©) (32_2) |

. Se z=x+1iy (x,y € R), determine as partes real e imaginaria de:

z-1
z+1

(a) (b) () %

. (Raizes Quadradas) Determine elementarmente (i.e., ndo utilize Férmula de Moivre
ou Férmula de Euler) as solugoes z € C da equagao

22=a+ib, ondea,beR.
Dica: Determine as partes real e imaginéaria de z e uma férmula para z.

. Dados z,w € C mostre que:
(a) |z £ w|? = |22 + |w|? £ 2Re(2w)

(b) |z +w]? + |z —w|? = 2(|]z]> + |w|]?) (lei do paralelogramo; interprete tal lei)

. Sejam zy, ..., z, arbitrarios em C. Mostre que
|21+ + 2| > |z1| = |22 = = |2l
. Seja p(z) = ap+az+ - +a,z”, n e N, n >0, ea €C, para j =0,...,n, com

grau(p) = n (i.e., a, #0). Seja 2y fixo em C. Considere a fungao P(z) = p(z + 20).

(A) Mostre que P é um polindmio.
(B) Mostre que P e p tem mesmo grau e mesmo coeficiente dominante: a,,.

(C) Mostre que o termo independente de P é p(zp).
=\3 NG
. Mostre que (#) =1 e (%‘/3) =_1.

. Mostre que se m € N* e g e r sao o quociente e o resto da divisao inteira de m por
4 (isto é, m=4q+r, 0<r<3), entdo i™ =4". Compute:

(a) (b) @' (c) @*7 (d) 1+i+d% 440200
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Seja My (R) o anel das matrizes quadradas de ordem 2 com coeficientes reais, munido
das operagoes usuais de adicao e multiplicacao.

a

Considere M = { ( b

_CIZ ) € My(R) com a,beR}. Mostre que a funcao

<I>:a+z'b=ze(Cr—>(Z _S)EM

¢ isomorfismo de corpos e de espacos vetoriais reais. Isto é, ® é bijetora e satisfaz

P(z+w)=P(2)+P(w), P(zw)=2(2)P(w) e P(A2) =AP(2),

para quaisquer z € C,w e Ce A e R.
Identificando Ml com um subespaco vetorial normado de R*, temos

|®(2)| = V/2|2| para todo z € C.

Comentario. O nimero z = 1 ¢ identificado com a matriz identidade (associada
a tranformacao linear identidade no plano) I. O numero z =i é identificado com
a matriz associada a rotagao (R) de 90 graus (7/2 rad) no sentido anti-horario.
Notemos que
R(e1)=(0,1)=e3 e R(ez)=(-1,0) = —e;.

Dadas as sequéncias (zx)1<k<n © (Wk)1<k<n, de niimeros complexos, prove:

n 2 n n

(Desigualdade de Cauchy) ‘ > zkw_k’ < ( > |al? )( > Jwl? )

k=1 k=1 k=1

Dica: Inicie com o caso n = 2.

Desenhe a regiao do plano determinada por

(a)

Zj <1 (b) Re(z+1):0 () |z+1]=2 .

z-1

Dados 21,20 € C, z1 # 25 e a€R¥*, desenhe o conjunto:

{z:]z = z1| + |2 = 22| = 2a}, com a condicao 2a > |z — z3|.

Seja z=a+1ibeC, com a e b em R. Definamos a fungao |.|; : C — R por,
|2[1 = lal + (0] -
Mostre que tal fungao é uma norma (sobre C). Isto é,
e |z|; >0, para todo z em C, e |z]; = 0 se e somente se z = 0.
e |\z]; = |A||z]1, para quaisquer z € C e A € R.
e |z +w|; <|z|; +|wl|i, para quaisquer z em C e w em C.
Seja a, b, ¢ e d quatro nimeros reais arbitrarios. Mostre que
(4) (lal + (el +]d)* < 4[lac—bd| + |ad +be| ]*
(B) lac—bd| + |ad+bc| < (|a]+1b])(|c|+]d]) .
Sejam z =a +1b e w = ¢+ id. Mostre que

|Z|1|w|1

(O) |E|1 = |Z|1 5

<lzwh < |z wls.
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Sejap(z) =ap+a1z+-+a,z", comneN,n>0,ea;eC, para j=0,...,n. Seja 2
fixo em C. Mostre que existem coeficientes by, ---, b, em C tais que

p(2) =bg+b1(z—29) +-+b,(2— 2)", para todo z € C.
Dica: p(z) =p(z — 20 + 20)-
A derivada (formal) de um polinémio p(X) = a, X"+ +a; X +ag é
P(X) =na, X"+ (n-1)a, 1 X" 2+ +ay.
Seja a em C. Utilizando somente derivadas formais, mostre que

(A) « é raiz simples de p(X) se e s6 se p(a) =0 ¢ p'(a) #0.
(B) « é raiz dupla de p(X) se e s6 se p(a) =p'(a) =0 e p”(a) # 0.
(C) « é raiz de multiplicidade k (k <n) de p(X) se e s6 se

pla) = p(a) == p*D(a) =0 e pP(a) #0.

(D) (Férmula de Taylor) p(X) = p(a) + p'(a) (X = @) + -+ + Eo@ (X — q)n.

Sejam X e Y dois subconjuntos de R, nao vazios e arbitrarios (limitados ou nao).
Definamos X +Y ={z+y:xe X eyeY} e -X ={-z:2¢e X} Verifique:

(a)
(b)
(c) supX +supY =sup(X +Y'), onde sup X = +o0 se X ilimitado superiormente.
(d) inf(-X)=-sup X e sup(-X) = —inf X.

Se X cY, entao inf ¥V <inf X <sup X <sup Y.
Admita z <y, para arbitrarios x € X e y € Y. Prove sup X <infY.

Seja (z,) uma sequéncia real (limitada ou nao). Verifique as afirmagoes abaixo.

(a) liminf(-z,) = —limsupx, e limsup(-x,) = —liminf z,,.

(b) Suponha (z,) limitada. Entao, dado € > 0, existe N € N para o qual temos
liminfx, - € <z, <limsupz, + ¢, para todo n > N.

(c) limsupz, é valor de aderéncia de (z,) , e ¢ o maior valor de aderéncia.

(d) limx, = L € [-00,+00] se e somente se liminf x,, = limsupz, = L.
Dicas. Para (b), prove uma das desigualdades e use (a). Para (c) e (d), use (b).
Sejam (x,) e (y,) sequéncias limitadas em R. Mostre que

liminf x,, + liminf y, < liminf(z, +y,) <limsup(x, + y,) < limsup z,, + lim sup y,,.
As desigualdades afirmadas podem ser estritas. Dé exemplos.

Sejam (x,,) e (y,) sequéncias em R, com limz,, = x € R. Entao, valem as identidades
limsup(z, + y,) = x + limsupy, e iminf(z, +y,) = x + liminf y,,.
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Seja (x,) uma sequéncia real limitada. Verifique.

(a) infx, < inf x, <. < sup z, <supx,, para todos ieNe jeN.
n>i n>i+1 n>j+1 n>j

(b) —oo < lim infz, < lim supz, < +oo.
i—+00 N> j—+o00 nxj

(c) Defina m = lim infxz, e M = lim supz,. Seja L um valor de aderéncia da
i—>+00 N> j—o+oo n>j

sequéncia (z,). Entao, é valida a desigualdade m < L < M. Sugestdo: considere
uma subsequéncia (z,, )xeny convergindo a L.

(d) Os numeros m e M sao valores de aderéncia de (zy,).

Dica: m; = infz,,i € N, é crescente e converge a m, e m = sup{m; :i € N}.
n2u

(e) Conclua que lim infz, =limz, e lim supz, =limz,.
e

(Weierstrass) Seja K um conjunto compacto em R e f : K - R uma funcao
continua. Mostre que f assume maximo e minimo sobre K.

Seja f : R? - [0,+00) continua e tal que f(X) — +oo se |X| - +o0. Mostre que f
assume um valor minimo absoluto em algum ponto X, no plano R2.

Todo conjunto aberto em R é reuniao enumeravel disjunta de intervalos abertos.

Defina continuidade uniforme para uma funcao f: X — R, com X contido em R ou
R2. Mostre que se X é compacto e f é continua, entao f é uniformemente continua.

Seja f:[a,b] x[0,1] > R, com f(z,y) e %(x,y) continuas. Mostre que a funcao

p@)= [ fwy)dy, onde x e [ab),

é derivavel, com derivada continua (i.e., ¢ é de classe C1), e

1
(Regra de Leibnitz) o'(x) = f ?(m,y)dy, para todo x € [a, ]
0o Oz

Dica 1. As integrais citadas existem e

ox+h)-p(x) rtflx+hy)-flzy)
h _/0 h dy.

Pelo TVM existe  entre x e x + h tal que

90(x+h})L—90(56) _folfx(x,y)dy=fol[fm(fay)‘fz(x7y)]dy'

A funcao continua f, é uniformemente continua e dado € > 0 existe § > 0 tal que
| fo(z2,y0)— fu(x1,11)| < €se |(22,92)—(x1,91)| < 0. Logo, supondo que o incremento h
satisfaz |h| < 0, temos |f.(Z,y) - f.(x,y)| < € e entao |M - fol fx(x,y)dy| <e.
Deduza entao a férmula na regra de Leibnitz. Por fim, utilizando que a funcao
fz(x,y) é uniformemente continua, conclua que a fungao x fol fz(x,y)dy é continua.

Dica 2. Vide Spivak, Calculo em Variedades, Editora Ciéncia Moderna, p. 71.



