APOIO - 1# Lista de Exercicios, 28 (a) - ELIPSE - MAT 221 - CALCULO IV - IMEUSP
2° SEMESTRE de 2011

Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira
1. Ser={(z,y), r1 = {(x1,y1), r2 = (Z2,ya), descreva o conjunto dos pontos r tais que,
Ir —ri| + [r —ra| =R, B > |r —raf .

Solugao Antes de tudo, atentemos para a geometria para entao simplificar a equacao.

% o ponto médio entre ry e 7o.

Chamemos s a reta por 71 e 79 (desenhe) e C' =
Trace por C a reta t, perpend. a s e mediatriz de 7172 (pontos equidistam de r1 e 72).
S6 hé 2 pontos em ¢ com soma das distancias a r1 e ry igual a R (distam % de r1 ou r9).
Eles sao simétricos em relacao a reta s, por ry e rs.

Desenhando é facil ver, por semelhanga de triangulos, que se r é um ponto da figura
(|Ir = 71| + |r = 2] = R), ', o seu simétrico em relagdo a s, satisfaz a mesma equagao.

Logo, a figura a determinar ¢é simétrica em relagao a s.

Para o mesmo 7, o ponto r”, simétrico de r em relacao a t (perpend. a 7173), também

tem a propriedade: a soma de suas distancias a r; e 7o é R.

A figura tem eixos de simetria perpendiculares (¢ e s) e, um centro (C' = %) e para

desenhé-la basta faze-lo em um quadrante e entao refletir em relagdo a t e s.
Seja x a reta t, y a reta s e adotemos C' = % como origem do sist. de coordenadas.
Nesse sistema: 1 = (£¢,0), ro = (Fe¢,0). Suponhamos ¢ > 0, r; = (¢,0) e 12 = (—¢, 0).

Assim, a equacao adquire a formas:

Vie—c2+y2+/(z+e)2+y2=R .

Agora, confio que vocés conseguem chegar ao formato padrao (vide préxima pégina):
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Vide préxima pagina para uma solugao em C.



2. Consideremos o problema anterior na variavel z € C:
(2.1)  |z— 21|+ |z — 22| =2a, 2a > |z — 22|,
com z1 e zp fixos, e distintos, em C e a um real, a > 0. Temos,
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522, pela translagao z — w = z — % mudamos a equacdo (2.1) para

Se v =
(22) |Jw—9l+|lw+y=2a.

Como ﬁ tem moédulo 1, a aplicacao { — w = ﬁg‘ é uma rotacao e mudamos (2.2) para

‘%C—v(ﬂ%@w(:?a’

e pondo ﬁ em evidéncia, notando que |\%\| =1, e simplificando,
[¢=M] + [¢+=2a
Pondo ¢ = |y| > 0 temos (notemos que ¢ = || = @ < a),
[¢—c’=[2a — [¢+e| ],
e expressando ¢ na forma ¢ = u + v, u,v € R (distinguindo de z = x + iy para z),
(u—c)* +v? =4a® —da/(u+c)2 +v2 + (u+c)* + 07,

—2cu = 4a® — 4ar/(u + ¢)? +v2 + 2cu,
dar/(u+ c)2 + 02 = 4a® + dcu

e entao, cancelando o 4 e elevando ao quadrado,
a?u? + 2a%cu + a?c® + a*0? = o* + 2d%cu + Au?

(a® — A u? 4+ a®v? = a — a’? = d*(a®* = &) .

Assim, dividindo por a?(a® — ¢?),

u? v?
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a a? — c2

=1.

Finalmente, como a® —c? > 0, pois 0 < ¢ < a, existe b > 0 tal que a® —c? = b? e portanto,

Tarefa: represente geometricamente as transformacoes realizadas.



