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Escolha 5 entre as 6 primeiras questoes
E necessario justificar todas as passagens.
Boa Sorte!

1. (2.0) Mostre que
sen’z + cos’z = 1,VzeC.

Sugestoes: As duas alternativas abaixo sao eficientes.

(A) Utilize as expressoes em séries para cosz e sin z.
(B) Enuncie, verifique, e utilize as Férmulas de Euler para cosz e sin z.
12 Resolugao. A funcio f(z) = sin? z + cos?z, z € C, é definida por uma série

de poténcias convergente em todo o plano complexo pois sinz, z € C, e cosz,
z € C, o sao e o produto e a soma de séries de poténcias é uma série de poténcias.

Entretanto, sabemos que (pois ja demonstramos)
f(z) —1=sen’r +cos’r —1=0, Vo € R,

e portanto a série de poténcias para f(z) — 1 é igual a série de poténcias para
a funcao nula em um conjunto com ponto de acumulagao, a reta real. Logo,
pelo Principio de Identidade para Séries de Poténcias, a série de poténcias para
a fungao f(z) — 1,z € C, é a nula e assim concluimos que f(z) =1,Vz € C.

Vide Segunda resolugao na proxima pagina.



22 Resolucgao. Verifiquemos antes as Formulas de Euler:
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Donde seguem as identidades de Euler:
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Utilizando tais identidades obtemos:
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2. (2.0) Mostre que
lcosz|> +[senz> = 1 & z€R.

Sugestoes: As duas alternativas abaixo sao eficientes.

(A) Utilize as expressoes em séries para cosz e sin z.

(B) Enuncie, verifique e utilize, as Férmulas de Euler para cosz e sin z.

Particularmente, indico as expressoes em séries.

1# Resolucao:

Pelas expressoes em séries é 6bvio que (1) z +— cosz é par, isto é, cos(—z) = cosz,
e (2) z — sinz é {mpar, isto é, sin(—z) = —sinz e, devido a continuidade da
fungdo conjugagao z — Z, temos (3) €05z = cosZ e (4) sinz =sinz

Ainda, fixado zg € R temos cos(zg + y) — (coszgcosy — sinzgsiny) = 0, Vy € R.
Logo, a funcao inteira

C 3 w > cos(zg + w) — (coszocosw — sin xg sinw)

se anula em R e, pelo Principio dos Zeros Isolados, é a funcao nula sobre C,
qualquer que seja xg € R. Portanto, fixado wy € C, a funcao inteira

C 3 2+ cos(z + wp) — (coszcoswy — sin z sin wy)

se anula em R e, pelo Principio dos Zeros Isolados, é a funcao nula sobre C,
qualquer que seja wy € C. Provamos entao,

(%) cos(z + w) = coszcosw — sin zsinw ,Vz,Yw € C .

Utilizando a identidade (*) temos que

|cosz|® + |sinz|? = coszTOSZ + sin 2 sin 2 = coszcosZ + sin zsin z

= coszcos(—Z) — sin zsin(—2z) = cos(z — Z) .

Sez=a+bi,a,beR, temos z—Z=2bi e

|cosz|? + | sinz[* = cos(2bi) = Z(_1)"(2bi) .n _ Z(_l)n(@') (’;(;b!) "

n=0

Mas, i*" = (—1)" e portanto,

+oo m +oo 2n
s R (@2p) (20)
|cosz|” + |sinz|* = Z o)l 1+ Z on)l

n=0 n=1

Consequentemente, |cosz|? + |sinz|*? =1<=b=0.

22 Resolugao (de Gerson C. P. A. Pessotto) na préxima pagina



Pelas Férmulas de Euler temos,

eiz + e—iz eiz _ e—iz
cosz = ——— senz = ————
2 21 ’
donde seguem,
e~i% 4 ¢iZ o—i% _ %
oSz = ——— senz = ———
2 —2
Logo,
|cosz|? + [senz|? = coszC0sZ + senzsenz =
B eiz + e—iz e—iE + eiE N eiz _ e—iz e—iE _ eiE B
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= 1 1 =
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1 .
Escrevendo z = a + bi, com a,b € R, obtemos zZ =a — bt e
—2b | ,2b
e e
|cosz|® + |senz|® = T+

Para todo x € R temos e* > 0. Ainda, se x € R temos e¢* > 1 se e 86 se x > 0.
Portanto, segue que

€—2b + €2b

5 =1l«<—=b=0 <= z2cRN



3. (2.0) Verifique se sao continuas ou nao as fungoes

+00 3 +00
cos(nx 1
@ f@=3 ") ser @) f@)=) gl
n=1 n=1
Resolugao.
(a) Temos,
3
1
cosna’] Ly eR,vneN.
n n
Ainda mais,

1
Zﬁ<0®.

Logo, pelo Teste-M de Weierstrass a série de fungoes

<X cos(na?)
D> i
n=1

converge uniformemente sobre R. Ainda mais, como a série é de funcoes
continuas e a convergéncia é uniforme, segue que a soma da série é uma
funcao continua em R.

Temos,

Vo € [l,400),Vn € N.

Ainda mais,
1
— < .
Z on o0
Logo, pelo Teste-M de Weierstrass a série de fungoes

+001

D g

n=1

converge uniformente sobre [1,+00). Como a série ¢ de fungdes continuas
(pois, 2% = ¢ 2182 § yma fungao continua, Vn € N) e a convergéncia é

uniforme, segue que a soma da série é uma fungao continua em [1, +00) B



—+o00

4. (2.0) Seja f(x) = Z

n=1

T

x2 4+ n?’

1 1 +oo 1
/0 f(x)dsz ; log(l—kﬁ) ,

Resolucgdo. E claro que f,(z) =
continuas.

Demonstre que

w7 2> 1, ¢ uma sequencia de funcoes

E também claro que
+oo

=

n=

+00

1
SZE’V'TE [0,1]

n=1

X

2 + n?

Entao, como a série # é convergente, pelo Teste-M de Weierstrass, a série

dada (de fungoes continuas) converge uniformemente a fungdo continua f(z),
z € [0,1]

Ainda, pelo Teorema da Integracao termo a termo segue,
+oo

1 +too a1 2 2 +00
T In(z* +n?) |1 1 1
/0 flx)dr = ngl/o —$2+n2d:p = § — ‘O - E 51n (1+—n2> |

n=1 n=1



5. Seja p € N*.
(a) (0,5) Determine o disco de convergéncia D(0; p) da série

B(z) = f ( 1T/Lp>z” :

n=0
(b) (1,5) Mostre que é valida a identidade

B(z)? =1+ 2z, paratodo z € D(0;p) .

Resolucao.
(o — 1
(a) Pondoa=1/pea, = (%) — (a 'n+ ) temos,
n!
_ Qi1 . a...(a—n) n! a—n
lim = lim = lim =
n—+oo | ay, n—too| (n+ 1) a..(a—n+1) n—+oo [n + 1

Portanto, o raio de convergéncia da série de poténcias dada é p = 1.

(b) Pelo Teorema Binomial temos que,

+o0
1
bz) = (1+2)r = Z( /L”)x", Ve (—1,1) .
=0
Pelo Teorema para o Produto de Séries de Poténcias, a fungao B(z)? é uma
série de poténcias convergente em D(0;1). Ainda mais,
B(z)? = b(x)! = 1+, Vee(-1,1).
Portanto, pelo Principio de Identidade para Séries de Poténcias segue:

B(z) =142, Vze D(0;1) &



6. (2.0) Mostre que a Desigualdade de Gutzmer-Parseval para Polinomios implica
o Principio do Médulo Maximo para Polinomios.

Resolugao. Seja P(z) um polinémio tal que existe zp um ponto de maximo
local de |P(2)|. Isto é, existe R > 0 tal que
|P(2)] < |P(20)|, Vz € D(20;R) .
Mostremos que P(z) = P(z),Vz € C.
Analizando P(z) = P(z + 2z9) vemos que podemos supor, sem perda de genera-
lidade, zg = 0. Assim sendo, suponhamos que
|P(2)] = |ag + ... + an2"| < |ag|, Vz € D(O; R) .
Logo, pela Desigualdade de Gutzmer-Parseval,
lao)? + a1 |>r? + ... + |an>r®" < |ao|*, Vr € [0,R] .

Donde evidentemente segue a1 = ... = a, =0e P(2) =aqp,V2€C R



extra. (2.0) Seja P(z) = ap + a1z + ...a,2™ um polindomio complexo de grau n > 1.

(a) Enuncie o Teorema da Aplicagdo Aberta (TAA) para Polinomios.

(b) Verifique que | |lim |P(2)] = 400 e que |P(z)| tem um minimo absoluto.
z|—+00

(¢) Mostre que o TAA p/ polindémios implica o Principio do Médulo Minimo
p/ polinémios.

(d) Prove o TFA utilizando o TAA para polinomios.

Atencgao: Nao é necessario provar o TAA para polinomios.

Resolucao.
(a) Seja P(z) um polinémio nao constante e € aberto em C. Entao,
P(Q) é aberto em C .

(b) Seja P(z) = a,2" + ...a1z + ap um polinémio, grau(P) = n > 1. Verifique:

‘nfl

lim |P(z)] > Um |a,||z]" — |ag| — ... — |an—1]|2|"" = +0o0 .
|z| =400

|z| =>+o0

Donde, existe R > 0 tal que |P(2)| > |P(0)| + 1 se |z| > R.

Como a fungao | P| é continua, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe
um ponto 2o no disco compacto D(0; R) tal que

[P(20)] = min |P(z)] <[P(0)] .
D(0;R)

Ainda mais, como em C\ D(0; R) temos |P(z)| > |P(0)| + 1, segue que
P()] < |P()], VzeC.

(c) Seja P(z) = ap + a1 + ... + a,2™, grau(P) = n > 1, um polindémio néo cte.
Seja zp € C e R > 0 satisfazendo (zg é um ponto de minimo local)

|P(z0)| <|P(2)|, Vz € D(20;R) .
Pelo TAA p/ polinémios, P( D(zp; R)) é aberto. Logo, existe r > 0 tal que
D(P(z0);r) € P(D(z0;R) ) -
Entao, se P(zp) # 0, podemos escolher (esboce)
(UNS D(P(zo);r)> tal que |w| < |P(z0)].
Assim, como também temos w € P(C), segue que
w = P(wp), paraalgum wy, e |P(2)| < |P(wo)| = |w| 4

Assim, mostramos que P(zg) = 0 e concluimos a prova desejada.
(d) FINALIZE ®



