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Férmula de Taylor com Resto Integral

1. Seja :[0,1] = R, com (™1 integrével. Entdo, integrando sucessivamente por partes,
P(1)=p(0) = fy &/ (t)dt
= fol 1.¢'(t)dt  (substituamos v’ =1 e v=¢")
=t (1)), — Jo t” ()t
=¢'(1) - Jo t" (£)at
=¢'(0)+¢'(1) = ¢'(0) - [y 1" ()dt
=@ (0)+ fy " ()t = [y 1" (t)dt
=¢'(0) + fol(l -t)"(t)dt  (pomos u' =1-tewv=¢")
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= (0) + £ 4 1D onyar (pomos u' = U5 ey = ")
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= 0(0) + £50 - RO [ 0 (1t -

@) 3) 1 (1-1)3
:(p(l)(o)+ ® 2I(0) L8 3!(0) " fo (13!t) <,0(4)(t)dt:

@ ® o) (n+1)
:w(l)(0)+#+% +oo+ 2Ot nl, O (1 - t)dt .
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2. Seja f: (a,b) - R, f(**1) integravel, z € (a,b) e @(t) = f(zo+t(z-20)), t € [0,1]. Entao,

©(0) = f(20)

e(1) = f(2)

@' (t) = f' (o + t(x - 20) ) (x - o)
"(t) = f"(xo +t(x - $0))(5€ - 20)?

e® () = f®) (2o +t(z —20))(x —20)*, 1<k<n+1,
go(k)(o):f(k)(xo)(x_mo)k7 1<k<n+1 ’

e ainda,

fl (p(n+_1l)(t)(1—t)ndt = fl FU (o + t(x — wo) ) (@ — w0)"™*!
0 n: 0

' (1-t)"dt =
n:

Y=%o
=T

[com a mudanca linear de varidvel y = xg + t(z — x¢), dy = (x —z¢)dt e t =

_ f”” f(ml)(y)(f/—%o)"ﬂ(l Y- )" dy
Zo n! r—xo’ T-xo

z f(n+l)
o n:

Provamos o resultado abaixo.

Teorema (Taylor) Suponhamos f : (a,b) - R tal que f(**1) é integravel. Entio, dados

Zo, € (a,b) existe £ entre xg e x, com & # xg e £ # x, tal que

") (5 o pln+1)
&) = £y £ (o) =o)L (g o S C00) D omsoys [T oy,

Chamamos P4, (z) = Z 1t )(3:”) (z - 0)" de polinédmio de Taylor de ordem n de f,
no ponto zg, ¢ Rz, (m) f(x) P,.;,(2) de resto.

(n+1)
A expressao Ry, = [ I (t)(

- —t)™dt é a forma integral do resto.
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Formula de Taylor com Resto de Lagrange

O resultado procurado é uma generalizagao do Teorema do Valor Médio.

. Sejam f:I=(xzg-r,20+7) >R, r>0, tal que existe f), i <n+1, nfixo, e z € I, z # 0.
Pelo Teorema do Valor Médio 3&; entre x e xg, & # %o, {1 # T, com M = f'(&) e,

f(@) = f(@o) + f(&1)(x - w0) -
Seja 1 € R determinado pela equacdo f(z) - f(zo) - f'(z0)(x — z0) = n(x - 29)%. Entdo,
p(t) = f(x) = f(t) = f'(t)(z = t) =z~ 1)? satisfaz p(z0) =0 = p(x) .
Logo, existe & entre xg e @, & # 0 e & # x, tal que 0 = ¢’ (&). Porém,

¢'(t) ==f'() - [ () (@~ 1)+ f(8) +2n(z 1) = [2n - (1) | (x ~ 1),
f"(&2)

e avaliando tal identidade em &5 obtemos 29— f"(£&)=0en = e

f”(§2)

f(x) = f(zo) + f'(x0) + (z - )

De forma anéloga, determinando A pela equagao

(n)
£) = (o) ~ @)= 20) —. = T gy g
definimos a funcao derivavel ¥,
(@)
o @

—t)2..- )" =Ma—t)"""; p(wo) =0 =9 (x),

cuja derivada é a soma abaixo, em que cada segundo termo entre colchetes cancela com

0(t) = F)-F (0 (1) (1)~ IS

o primeiro termo entre os dois colchetes imediatamente anteriores,

Wty =[-r®]s [~ @@=t 7]+ [~ L52@ =02+ ()@ )]t
bt [ Oty s E2O @ty 1] A 1) (@) =
= O () A+ 1) (- )"

Uma vez mais, existe £ entre zg e x, £ # x¢ e € # x, tal que ¥'(£) = 0 e portanto,

S0 A
n!

AMn+1)(z-&" = ——2~ i)

(z-O)" =

Provamos o resultado abaixo.

Teorema Suponhamos f : (a,b) - R tal que existe f(**), n um natural fixo. Entao,

dados xg, z € (a,b) existe £ entre xg e z, com £ ¢ e £ # x, satisfazendo

T (n+1)
( )( 20)" AR

oy @)™ €=

f(x) = f(zo)+ f'(zo)(z—20)+ ...

5

)] ¢é a forma de Lagrange do resto.

A expressao Rz, =



Em geral utilizaremos a férmula de Taylor com resto de Lagrange, por praticidade. Seu

inconveniente provém de desconhecermos o ponto “£”7. A forma integral do resto é

T f(n+1)(t) (

“melhor” pois mais precisa e define uma funcao x — f — x9)™ dt continua se

F*D ¢ integravel e cuja classe de diferenciabilidade é Cerl se f("*D) & de classe CP.

A férmula de Taylor com resto de Lagrange é deduzivel da férmula de Taylor com resto

integral se admitimos f (n+1) continua. Para tal necessitamos do simples resultado abaixo.

Segundo Teorema do Valor Medio para Integrais: Sejam ¢, : [a,b] - R, tais que
@ é continua e 1 > 0 é integravel e [abz/J(t)dt > 0. Entao, existe £ € [a,b] tal que

[ swawa=r© [ owar

Prova: Sejam m e M o minimo e o méximo de f em [a,b]. Entéo,

ma(t) < (091 < Mo(t) ¢ m [ gyir< [ f@g(ars s [ gy

Logo,
f F®)g()dt
IO

e pelo Teorema do Valor Intrmedidrio, existe £ € [a,b] tal que

b
[, f)g(t)dt .

f(g) = ]ab g(t)dt

Aplicando tal teorema & forma integral do resto, supondo f(™*1) continua, obtemos, ja

que [zo,z] 3t~ (x—t)" é positiva e com integral >0 (o caso = < g é andlogo),

In f("“)(t)(m iy = 1) /w(x_t)ndt:f<”“>(5)[_(x—t)”“w _ @

T n! n! xo n! n+1 T (7’7,+ 1)'

estabelecendo o que acima afirmamos.
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