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JUSTIFIQUE TODAS AS PASSAGENS

BOA SORTE

1. Para cada n > 1, seja f,(x) = —%5=, x € R. Consideremos f(z) = lim f,(z).

nr2+17 n—-too

(a) Determine o dominio de convergéncia da sequéncia (f,,).
(b)
(c¢) A convergéncia ¢ uniforme sobre [0, 1] 7
)

(d) Mostre que fol[ lirJqu fo(z)] de # lirf fol fo(z) d.

Esboce os graficos das fungoes f,, n € N, e de f.

Resolugao:

(a) Temos, lirf fa(z) = f(z), com f(z) =0sexz=0ce f(z) =1 sex#0.
Logo, o dominio de convergéncia é R.

(c) As fungbes sao continuas e o limite ndo é uma fungao continua. Logo, a
convergéncia nao e uniforme.



2. Utilizando o logaritmo principal Log:
a) compute i’ e (14 1)
b) mostre a regra:
(aﬂ)v — P

se a € Dom(Log) e o = efLoga ¢ Dom(Log), com Log (z) o logaritmo principal.

Resolugao:

(a) Temos, por definigao,

it = ell080 o Log(s) =Inli| + iArg(i) = O+ig - zg .

Donde,

1'=¢e"

Ainda, (1 +4)'* = c(+Log+i) o

(VB

Log(1+ ) =1In |1 + 4| + iArg(1 + i) = In V2 +zg ,

(L+i)Log(1+1) = (L+)(InV2 +i) = (V2= D) +i(lnvZ+T)

e portanto,
(14+0)F = /235 pilnva+s)

(b) Temos, af = ¢#108 donde,
Log(a”) = Log(eﬂLOga> = (Log o exp) (fLoga) = BLoga .

Consequentemente, como o pertence ao dominio de Log,

(0 = oLoa(s?) _ golors _ 100



3. Compute / f(2)d(z) onde:
o

1 it
f(z)223_8 e y(t)=2+¢€", 0<t<2m.

Resolucgao:

Temos,
1 1 1

B -8 24+2:+4z-2°
e os zeros de 2® — 8 que nao 2 estao no 2° e 3° quadrantes e nao no interior da
regiao limitada por .

Logo, pela férmula integral de Cauchy,

dz 1 1 271 v
= dz=———=—11
L 23 —=8 v 22 +22+42-2 224444 6




4. a) Se f é uma fungao inteira e existem M >0, R >0, e n > 1 tais que
[f(2)] < M2|" se |2 2 R,

entao f é um polinomio de grau menor ou igual a n.

b) (Liouville) Se f ¢é inteira e limitada entdo f é constante.

Resolucao:

(a) Vide Dicas-Lista 7, exercicio 17.

(b) A demonstracao em (a) é também valida no caso n = 0 e um polindémio de
grau zero ¢ uma funcao constante W



5. a) Seja f holomorfa num dominio € contendo a regidao fechada e limitada de-
terminada por uma curva de Jordan suave por partes v e z um ponto interior a
esta regiao. Se K é o maximo de |f| ao longo de v, 0 é a distancia minima de z
ay e L(y) é o comprimento de vy entdo,

< s (KDY

b) Utilizando a), enuncie e dé uma prova do Principio do Médulo Maximo.

Resolugao comentada :
(a) Para uma n-ésima poténcia arbitraria de f, n > 1, temos

(| (@) < K™, vt € Dom ()

0<d<|y(t)—=z/, Vte Dom(y)

< £ Vt € Dom (7) .

Assim, pela Férmula Integral de Cauchy aplicada a fungao f”,
1 n
):—,/f(w)dw, e
2w ) w—z
Y

FEI=17"(2) /—\d = L)

=
S
-
VAN
=
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=
2
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3=

,Vn > 1.

Com isto provamos o item(a).
Comentario Extra:

3=

Fazendo n tender ao infinito temos (%) — 1 e obtemos
|f(2)] < K =max]|f| = max{|f(y(t)) : t € Dom(v)},Vzno interior de~,
Y

ou seja, provamos que a restricao, que chamarei ¢, de f a qualquer regiao,
que chamarei O, limitada por uma curva de Jordan em {2 é uma funcgao
holomorfa cujo maximo ocorre na fronteira de O, que é a curva de Jordan.

Assim o maximo, se existir, é assumido na fronteira e ainda mais forte,
e nao existem maximos locais estritos.

Por favor, esboce um desenho ilustrativo e veja a proxima pagina.



(b) (Principio do Médulo Maximo) Seja 2 um aberto conexo e f € H((Q).
Entao, | f(z)| ndo pode assumir maximo em €2 a nao ser que f seja constante.

Primeira Prova: Seja zp € 2 tal que M = |f(z)| > |f(2)|, Vz € Q.

Pelas equagoes C-R: f’ = 0 nos pontos de maximo local de |f| (verifique).

Donde f'(z9) = 0 e: ou f’ é identicamente nula ou 2y é o tinico zero de f’ em
algum D(zp;7),r > 0, (por que?) e, neste caso, ndo ha outros pontos de

méximo em D,.(29) e zg é ponto de maximo local estrito, o que é impossivel.

Portanto, temos f' =0 e f é constante em 2 W
22 prova: Temos [’ = 0 em todo ponto de méximo local de | f]| (verifique).

Se 2 E_E = Dr(z) C Q é ponto de maximo de |f|, nos circulos de centro
20, em D, | f| assume |f(zp)|. Donde, {w € D : |f(w)| = |f(20)|} ¢ infinito
e f' =0 nos pontos deste conjunto. Logo, f' =0 (por que?) e f = cte B



5

z
Extra 1. Determine a expansao de Laurent da fungao f(z) = 274)2 em torno de cada
Z —_—

uma de suas duas singularidades, especificando a coroa circular (ou anel) em que
cada uma das expansoes é valida e explicite a parte principal de cada expansao.

Resolucgao:

Temos,

e derivando,

Z+2

Logo, para |z — 2| < 4

1 & ()M (1) (2 —2)n
(2 —2)%(z+2)?2 2

1/4 "(n+3) n
=Gt Z 4n+3 (2—2) Clz—2] <4,
n=0

Por fim, devemos multiplicar a série acima por

2> =32+80(z —2) +80(2 — 22)* +40(z — 2)° + 10(z — 2)* + (z —2)° A



Extra 2. a) Determine para as fungoes abaixo a ordem do polo de f em zp:

i)f(z):%, 2o =10
2z
n)f(z):ﬁ, =1

b) Sabendo que o residuo no ponto z; de uma série de Laurent em torno de z,
M) =3 = S a2,
m>1 (Z o Zo)m n>0

indicado por Res(f;z) é o coeficiente by, determine nas fungoes dadas em a) e
em seus respectivos dados pontos, seus respectivos residuos : Res(f; zp).

Resolugao:
(a) (i) Para f(z) = 23?8521 , a =0, como cos0 = 1 e a funcao z — 1 nao se anula
ema=202¢ natura% que 0 seja polo de ordem 3. De fato,
lim 2%~ _ lim coszl =—-1#0

o que mostra que 0 é um polo de ordem 3.
Para computar o residuo temos

"
Res(f;()):g;'o), onde
3 _ cosz __sinz  cosz

") = cosz + sin z n sin z N cosz

! B z—1 (2_1)2 (2—1)2 (2_1)3
e ¢"(0) = —1 e portanto, Res (f;0) = —1.

(b) 1 ¢ polo de ordem 1 e Res(f;1) = —e? pois,

2z 2z
© = lim(z — 1)76 =—c> N

R,eS(f; 1) = EEH(Z - 1)24 _ 25 z—1 24(1 — Z)



