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JUSTIFIQUE TODAS AS PASSAGENS

BOA SORTE

1. Determine os valores maximo e minimo de

|z — ] .

a —, com |z| =3 : b) |z+1i|, com |z —2|=1.
@ [y com e () |z+il, com |2 —2]
Resolucgao:

Utilizemos o isomorfismo entre C e R?, C = R?, como espacos vetoriais reais.

(a) Seja C' a circunferéncia de centro na origem e raio 3.

O ponto (0, —3) = —3i é o ponto em C mais distante de i = (0, 1) e também

o mais préximo de —i = (0, —1). Logo, o valor méximo pedido é
|—3i—i| 4
| —3i+i 2

O ponto (0,3) = 3i é o ponto em C' mais préximo de i = (0, 1) e também

o mais distante de —i = (0, —1). Logo, o valor minimo pedido é,
3i—i] 2 1

130 +4] 4 2

(b) Os pontos da circunferéncia C, centrada em z, = 2 e de raio 1, que sdo o
mais proximo e o mais distante do ponto —i sao os pertencentes a intersecgao
da reta determinada pelos pontos (0,—1) e (2,0) com a circunferéncia C"

Qiz_—(_z)zgiw

2 = (=9)] Voo

A distancia minima e maxima sao, respectivamente,

K2—2+i>—p4):\M—av% , ((z+i%ﬁ—w—)::v6+2¢5l

V5
Atencao Uma outra resolugao para (a) ¢ obtida analizando méaximo/minimo de
4+ (y—1?% 10-2y 55—y
22+ (y+1)2 10+2y 5+y’

|z —if?
|%szﬂaw=

para 22 + y* = 9. Isto é, 0 mdximo e o minimo de g(y) = gﬁ ,y € [-3,3].




2. Seja z, € C um ponto arbitrario.

(a) Seja p € C|z] e suponha que p(z) = agz+ay, com ag # 0. Mostre que existe
um tnico par (by, b;) € C? tal que p(z) = by(z — 29) + by, Vz € C.

(b) Seja p € C[z] e suponha que p(2) = agz?+a,z+az, com ag # 0. Mostre que
existe uma s6 terna (b;)o<;j<2 € C* tal que p(z) = bo(z—20)?+b1(2—2) +ba.

Resolugao:
(a) Existéncia: Procuremos determinar by, b; € C tais que
apz +a; = bQ(Z — Zo) + bl = boZ + (-boZ() + bl) ,VZ eC.

para tal é suficiente que resolvamos o sistema linear

b(] = Qo
—bozo +b1 =a; ,

o qual ¢é ja escalonado e com solugao tnica

bo = Qo
b1 = agzp + ay .

Unicidade: Se apz + a1 = by(z — z0) + by, Vz € C, computando em 2z
temos by = apzg + a1 e, calculando tal identidade em algum w # zy,

QW +a; = bg(w — Zo) + b = bg(w — Zo) + apzp + a1
= QoW = bo(w — Zo) + apzo
= ap(w — zp) = bo(w — 2p)
= b(] =dag -

(b) Existéncia: Com a translacdo z — z — 2y obtemos a expressao para p:
p(z) =p(20+ (2 —2)) = aolz0+ (2 — 20)° + an[z0 + (2 — 20)] + a2 =

=ap(z — 20)? + (2a020 + a1)(z — 20) + (@22 + a120 + az) .

Unicidade:

Seja q(2) = bo(z — 20)% 4+ b1 (2 — 20) + by, com by, b; e by € C, arbitrérios .
E facil ver que q(z9) = ba, ¢'(20) = b1 e ¢"(20) = 2bo.

Entao, se p(z) = q(z),Vz € C, temos as férmulas para os coeficientes de g,



3. Determine se sao convergentes ou divergentes as séries dadas.

+0o "
(a) > n*(1—cos—3).
n=1
2.4.6....(2n)
(b) 2=
+o0 1
(C) Z nlog nllog(logn)]®’ 0<a<l
n=2
Resolucgao:
+o0 1
(a) A série ¢ de termos positivos e comparando no limite com } -5 temos,
n=1
. n?*(1 —cos—3) . 1—cos%
lim —————*~ = lim ———",
n—-+00 =5 n—-+oo ==
n n
e entao, mudando para a variavel continua \/LE,
. 1 —coszx . sinz 1. sinz 1
lim ———— = lim = — lim =—.
-0t X2 z—0 2x 220

Pelo Critério da comparacao no Limite, a séria dada converge.

(b) Pelo Critério da Razao a série dada converge pois,

. 24.6....(2n)(2n+2) n _ : 12
nglfoo (n+1)n+1 2A4.67.l...(2n) o ZnEIJPOO <1+l>n T e <1l.
(c¢) A funcao f(z) = m, x > 10, é continua e decrescente. Aplique-
mos entao o Critério da Integral. Temos,
- ! d ! li log(1 1o
/10 x log z[log(log x)]*’ R QP Ve {[ og(log ) 10} -

pois 1 — a > 0. Assim, a série dada diverge W



T /4
4. Mostre que <n> 2", x € R, com a € R\ N, satisfaz,

n=0

(a) Se a > 0, converge (absolutamente) se somente se x € [—1, 1].

(b) Se av < —1, converge (absolutamente) se e somente se x € (—1,1).

oa(a—l)(a—Q')...(oa—n—‘rl) '

Resolucgao: Lembrete: a,, = (%) =

Pela féormula de Hadamard o raio de convergéncia p da série dada é tal que,

p~l= lim

n—-+4o0o

a—n| __

n+1

a(a—1)(a=2)...(a—n+1)(a—n) n! IRT
(nr D a(a—l)(a—2>....<a—n+1>‘ = lm

Y

e a série converge absolutamente em (—1,41) e diverge se |z| > 1, Va € R\ N.

(a) Se a > 0 temos |n —al =n —a se n >> e, pelo Critério de Raabe,

lim n<1—|w\> = lim n<1— %\) = lim n(l—" ‘i‘)
n—+4o00 an n—+4o00 n+ n—-+o0 n+

:ngrfoonaﬂ =a+1>1,

e a série dada converge absolutamente em x = 1 e em todo z € [—1, +1].

+
(b) Se aw < —1, o termo geral das séries binomiais nos extremos x = +1, <?Ci>
n=0

+oo o
e Y (-1 (n> nao tendem a zero pois,
-0

‘(nil>‘:
(%)

e entao, a série binomial, neste caso, diverge nos extremos r = +1 W

Ap+1

‘O[—TL‘ n—uo

a, n+1 n+1



5. Considere a funcao f dada por

(a) Qual o dominio de f7
(b) Mostre que f é continua em seu dominio.

(c) Justifique a igualdade

1 +oo 5
_lf(il?)d:v:712%—(27%’_1)4 :

(d) Prove que para todo = no dominio de f,
+oo _
, (n—1)z" 2
fla) =) ~———.

Resolucao:

(a) e (b): O raio de convergéncia p da série de poténcias é dado pela férmula

de Hadamard: p~! = limsup ’\L/% = nEI—Poo W = 1. Logo, p = 1.

+00
Ainda, como % < 00, 0 dominio de convergéncia é [—1, +1] e, pelo teste
M de Weierstrass, a série dada converge uniformemente e absolutamente
em seu dominio de convergéncia. Como se trata de uma série de funcoes
continuas, a soma da série é uma funcao continua em [—1, +1].

(c) Pelos itens (a) e (b) podemos integra a série de fungoes termo a termo e

obtemos,
1 X 1 o
Joif@)de =30 2, e de
n=1
+oo +1 +o0
n —1)"
B Z:1%71_ 231<#_("4) )
n= n—=
+00 1
- nZ::o (2n+1)3
(d) A série das derivadas das fungoes f,(x) = w’;;l, fi(z) = %7 n >
2, é também pelo teste M de Weierstrass uniformemente e absolutamente
convergente em [—1,+1] pois ‘("_ln)—fnd‘ < 4, sen >2e|z| < 1.Entao

também podemos derivar a série termo a termo e obtemos,

—+00

fa = "



6. Mostre que sin? z + cos’z = 1, para todo z € C.
Resolugao:

A funcao f(z) = sin®z + cos?z, z € C, é definida por uma série de poténcias
convergente em todo o plano complexo pois sinz, z € C, e cosz, z € C, o0 sao e
o produto e a soma de séries de poténcias é uma série de poténcias.

Entretanto temos f(z) — 1 = 0, Vx € R, e portanto a série de poténcias para
f(z) — 1 é igual a série de poténcias para a fungdo nula em um conjunto com
ponto de acumulacao, a reta real. Logo, pelo Principio de Identidade para Séries
de Poténcias, a série de poténcias para a fungao f(z) — 1,z € C, é a nula e
f(z)=1,vzeC N



7. Considerando o isomorfismo canonico entre R? e C, dado Q aberto em C seja
) C R? o0 aberto identificado a €2 por tal isomorfismo. Ainda, dada f : Q — C

seja f : ) — R? definida por:

flzy) = (u(z,y)),v(z,y)) € R
f(z)  =ul(z,y) +iv(z,y)
u(x,y) = Ref(z)

v(z,y) =Imf(z)

r+1y ==z, comx,y€cR

Suponha que existem as derivadas complexas f ®) Vk e N, e que f é de classe
C*(Q), nas variaveis cartesianas (z,y) € 2.

e Compute a matriz jacobiana J(f)(x,y) [de f no ponto (z,7) € Q] e mostre

que seu determinante [0 jacobiano de f] é | f/(2)|?, com z = & + dy.

Solucao:

Utilizemos a notagao: Az =2 — 2z, = Ax +iAy, Az =2 —x, e Ay =y — .

Como existe f'(z,) = lim {Et8=1) A, ¢ C. Entdo, se Ay = 0 temos

Az—0 Az
o) = i LCetAn-f(o)
F'(z) Ano Az
— lim [w(To+AZ,Yo0) — u(To,Y0)] + i[v(To+ AT ,y0) —v(To,Yo)]
Az—0 Az
u - Qv _ af
= %(l‘oa yo) + 1 %(J;oa yo) = 8—£(5E0, yo) .

Analogamente, se Ax = 0 temos Az = iAy e,

f(zotiAy) = f(z0)

Ay—0 By
1 lim [w(zo,Yo+AY) —u(T0,Yo) | + i [V(To,Yo+AY)—V(0,Yo) |
T A
Y Ay—0 Y
__ 1| 0u - Qv _ Ov - O0u
9 a_y(xm yo) + Za—y(l’o, yo) - a_y(xov yO) - Za_y<*r0? yO) )

e consequentemente: if’(z,) = g—i(xo, Yo) € ainda, % = g—; e g—z = —g—;‘ . Logo, a

matriz jacobiana de f é

Ou  Ov Ou v
- ox ox ox ox
J(f) = =
ou v v o |
dy Oy dr Oz

cujo determinante (o jacobiano) é:

. ou v of )
det J(f)(wo, yo) = Ia—]’,\2+|%|2 = !%2 = |f'(z) W



