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LISTAT - DICAS:
LISTA DE EXERCICIOS 7 - Integracio

Revisao do Teorema de Green

Leia a demonstragao da versao simplificada do Teorema de Green nas péaginas 27 a 31 do

livro texto ’Célculo em Uma Varidvel Complexa’, Marcio G. Soares.

Para cada um dos conjunto abaixo, sua fronteira é descrita por uma curva suave por
partes. Esboce o conjunto, sua fronteira e dé uma aplicacao que a descreva.
_ . 1
(a) V={2eC:|z]<1,Re(2) 2 5.
(b) V={z€eC:

2 <|2/<1, Re(z) > Im(z) >0}.
(c) V={zeC:%<|z/<1, Re(z) > Im(z)>0}.

Calcule fav f, com V cada um dos conjuntos do exer. 2 (V e 9V positiva/e orientados) e

flz,y) = (—_y L) . fzy) :(L —_y) )

22+ 92" 22 + 12 22 + 42" 22 + 32

Seja V' como no enunciado do Teorema de Green. Mostre que a drea de V' é dada por

dy .
Jov

Use (4) para calcular a drea de

2 2
V:{(x,y):z—2+3;—2£1} e Vz{(x,y):leQ—y2£9, 1<ay< 4}.

Calcule (V e OV positiva/e orientados)
f (2% —y?)dx + 2xydy e f 2xydz + (y* - 2*)dy ,
ov ov
onde V' é

(i) O retangulo delimitado pelas retas y =z, y=-z+4, y=x+2e y=—-x.

(ii) V={(z,y):1<a® -y <9, 1<ay<4}.



Holomorfia

Se f: Q- C, QcC é derivdvel em zy e se f = (u(sc,y) ,v(x,y)) é a identificagao usual
com f através do isomorfismo natural entre C e R? mostramos

,](f) _ S—Z(:co,yo) g—Z(fﬂoyyo) _ g—z(ﬂﬁo,yo) —%(Io,yo)
%(%»yo) g—Z(wo,yo) %(fﬂoayo) %(‘r07y0)

a -b
a forma matricial das equagoes C-R . EM L1, Exerc. 4, vimos z =a + bi = l b ] .
a

(7) Dada f:Q - C, Q aberto em C, seja f(z,y) = (u(m,y),v(m,y)) com a notagao acima e

£ s 2 : du Odu v v
suponhamos f diferencidvel [logo, existem 2=, By e 3—y].

(a) Escrevendo,

z2+7Z zZ—-Z
1’: b) = .
2 ST
. z2+7zZ z2-2 L 2+Z z-Z
= + = + -
f U(l‘,y) Z’U(.’L‘,y) U( 2 ’ % ) “}( 9 ’ 2% )7

desenvolva, utilizando a regra da cadeia, as férmulas (memorize-as) para

of o

e =L
0z 0z’
em termos das derivadas parciais de u e v, em relacao as varidveis x e y.
of _ 55 5 . Ou _Ov , Ou _ v
(b) Mostre que 5z =0 se e s6 se valem as equagoes de C-R: 32t = Zv e 5o = — 52
(c) Mostre que valem as equagoes de C-R se e somente se % =0.

(d) Interprete o resultado em (c).
(8) Verifique se se cumprem as condi¢oes C' — R para as seguinte fungoes

(i) f(2)=2a"-3zy* +i(32°y - y°)

(i) f(z)=e"(cosy —isiny)

)

(ii)) f(z)=e"Y(coszx +isinx).

)

(iv) f(z)=eY(cosz +isinz).

(9) Seja f(z) uma funcdo inteira (holomorfa em todo o plano complexo). Mostre que a
funcao g(z) = f(Z) também é inteira. Mostre, ainda, que a funcao h(z) = f(z) é derivavel
em 2o = 0 se e somente se f'(0) =0.

Sugestao:

Para a segunda parte verifique

h(z) -n(0) _ f(2) - f(0)

z z

(1)

z
D)
z

(2) existe h'(0) <> existe lirr(l)[ w f] e (3) nao existe lir%g (verifique).

I&TO _ ) m

SN}

Assim, por (3), existe lim

z—

[ M ] se e somente se (verifique) lir%
zZ—>



(10) Mostre que

(a) cosz=3(e*+e®) |, sinz=g(eF-e).

(b) COSZ =cosZ e sinz =sinZz.

(c) |cosz? +|sinz> =1 se e s6 se z é real
Sugestao-Resolugao: Nao sei se a melhor.

(¢) Verifiquem antes as relagoes (é necesséario): cos(-z) = cosz, sin(-z) = —sinz e,
principalmente, cos(z +w) = coszcosw —sinzsinw , Vz,w € C.

Temos,

|cos 2|2 +|sinz|> =coszCosZz +sinzsinz = coszcosZ +sin zsinz

=coszcos(-z) —sinzsin(-z) = cos(z - Z) .
Sez=a+bi,a,beR, temos

+00 2bi 2n
|cosz> + |sinz|* = cos(2bi) = > (=" ((;:L))'

n=0

Mas, 72" = (-1)" e portanto .....

(11) Compute as derivadas e expresse na forma u + iv 0 seno e o co-seno hiperbdlicos:
1 z -z : 1 z -z
coshz=§(e +e?) smhz=§(e -e 7).

(12) Identifique o erro no Paradoxo de Bernoulli:

(-2)% = 2% = 2log(~2) = 2log z = log(~2) = log z .

(13) Usando o ramo principal de 2* calcule 2v2 (5i)!*" e 17 e 170
Resolucao
Computarei dois dos pedidos.

(i) Se Logz é o logaritmo principal e Argz é o argumento principal temos
2V2 = ¢V2hos2 1609 = In2+iArg2=1n2+i0=1In2 ,

logo, 2v2 = e\/im, onde In2 é o usual logatimo natural em R.
(i) (5i)*" = e(1+DLos(D  Log(5i) = In|5i| + iArg(5i) = In5+4i% e

i

(5i)1+i _ €(1+i)(ln5+i5) _ e(lnE)—%)-H'(ln54—%) _ eln5—% [COS(1H5+ g) +isin(ln5 i g)]’

complete o célculo.



(14) Determine o ramo principal da fungéo vz — 1.

(15) Compute jv f(2)dz onde f e~ sao dados.

(
(d f(z):ﬁe'y(t):2+e”,0£t£27r.
e) f(2)= = ey(t) =2¢", 0<t <2

22-2

h f(z):ﬁe’y(t):zo+reit,0§ts27r,r>07n22.
(i) f(2) =% er(t)=e", 0<t<2m

f(z) =282 e y(t) =€, 0<t <2

(k f(z):l‘;#e'y(t):1+ie“,OSt§27r.

(1) f(z)==Zery(t)=€, 0<t<2m, n>1.

Zmn

)
)
)
)
)
)
g)f(z):z_lz0 evy(t)=zp+ret, 0<t<2m, r>0.
)
)
)
)
)
)

(m) f(2) === ey(t) =2e", 0<t<2m.

z2+1
Respostas e Sugestoes:

Respostas:

7Zero

V2

zero

Z€ero

-2

_2mi

3r
Zero

2[1+(-1)" " !r .
(-1 ¢

Zero

)
)
)
)
)
) e
g) 2mi
)
)
)
)
)
)



(16)

(17)

Sugestoes:

(d) Definindo f(z) =

a regiao limitada por ~ (o ”interior”* da curva ) e que V2 2 pertence a esta regiao.

temos que f é holomorfa em um aberto contendo a curva v e

Logo, pela férmula integral de Cauchy [vide Teorema 2.6, no livro texto, pagina 114],

F(V2) = QM[Zf_(ji ~ fZQ - - f(_‘gld —27rf(\/_)z—2772\1/§'

Mostre que ['y % dz = 2mi, onde k é uma constante real e v(t) = e, 0 <t < 27. Use esse

resultado para mostrar que
Tk
f et cos(ksint) dt =
0

Sugestao:

Pela Formula Integral de Cauchy temos,

Logo, se Im(a + bi) = b é a parte imagindria de um ntmero complexo z = a + bi,

ekz
Im{f dz}=27r
'yZ—O

Substituindo (t) = e = cost +sint,t € [0, 27], compute entdo,

kz
Im{fe—dz} [ |
vy Z

Se f é uma funcao inteira e existem M >0, R >0 e n > 1 tais que |f(z)| < M|z|" para

|z| > R, mostre que f é um polinémio de grau menor ou igual a n.
Sugestao:

Considere v a parametrizagao da curva centrada na origem e de raio R’ > R e utilize as

Estimativas de Cauchy, Corolario 6.31, para mostrar que, para m >n + 1,

£ (0)] <

R,m n

Por fim, como f ¢ inteira utilize

G)(
OEE S

V2
2

Iy



(18) Seja f : Q — C uma fungéo holomorfa, Q um dominio. Suponha que exista a € Q tal que

If ()] <|f(2)|, Yz € Q. Mostre que ou f(a) =0 ou f é uma fungio constante.

(19) Seja f holomorfa num dominio Q2 contendo a regido fechada e limitada determinada por
uma curva de Jordan suave por partes 7 e z um ponto interior a esta regiao. Se K ¢é o

méximo de |f| ao longo de «y e § é a distancia minima de z a + entéo,

L o
|f(z)|sK(%) ,Vn>1; L(v) o comprimento de ~ .

Aplique tal desigualdade para dar uma outra prova do Principio do Mdédulo Maximo.

Resolucao comentada:

(a) Para uma n-ésima poténcia arbitraria de f, n > 1, temos

|f”(7(t))| <K™, Vt e Dom ()
0<d<|y(t) -2, vt e Dom(7)

(vv)
v(t)-=

S%, Vt e Dom (v) .

Assim, pela Férmula Integral de Cauchy aplicada a funcao f",

ney o LM (w)
f (Z) = %:Y/\mdw, e

1 (K" 1 K"

= [ = lduw] = L

%f 5 ldwl )
J

IN

lf()" =1f"(2) 5

e, extraindo a raiz n ésima,

1£(2)] < K(%)% V>,

Com isto provamos o item(a).

Comentario Extra:

3=

Fazendo n tender ao infinito temos (%) — 1 e obtemos

|f(2)| < K = max|f| = max{|f(7(t)):te Dom(y)},Vz no interior de = ,
¥
ou seja, provamos que a restricao, que chamarei ¢, de f a qualquer regiao, que

chamarei O, limitada por uma curva de Jordan em ) é uma funcao holomorfa cujo

maximo ocorre na fronteira de O, que é a curva de Jordan.

Este comentario ja demonstra que o maximo ocorre na fronteira.

Faca um desenho e veja a proxima péagina.



(b) (Principio do Médulo Méximo) Seja 2 um aberto conexo e f € H(Q2). Entao,

|f(2)] ndo pode assumir mdximo em 2 a ndo ser que f seja constante.
Detalhe a demonstracao abaixo.
Prova: Seja zg € Q tal que M = |f(20)| 2 |f(2)|, VzeQ.

Pelo comentério zp ndo é ponto de méximo estrito de |f| em nenhum disco fechado
D,(2) c Q e nestes discos ha um outro ponto de méximo de |f|. Logo, em todo

D, (%) ha infinitos pontos em que |f| assume o maximo.

Pelas equagoes C-R temos f’ = 0 em qualquer ponto de méximo local. Donde, em

D,(20), f' é identicamente nula e f é constante.

Consequentemente, f é constante em () =

+00 _
(20) Igualdade de Parsevall: Se f(z) = Z—:o an(z—20)", Yze D,(29), e se r < p, entdo

1
2w

27 i
f |f (20 + rez9|2d9 = Z \an|2r2" )
0

Aplique tal identidade para dar uma outra prova do Principio do Mdédulo Maximo.

Sugestao: Vide nas notas do curso o Corolario 4.25, pg. 67, ao Teorema 4.22, pg. 66. e

os diagramas na péagina 68.
Observemos que
=00
f(zo+re?) = > anre™?
n=0
e que
=00 . + 00 +o00
> lanr™e™| < Y lanlr"] < Y Jan|p™ <o, por hipétese.
n=0 n=0 n=0

Portanto, pelo Teste-M de Weieirstrass a série de fungoes
+o00 .
> anr™e™ . (r,0) €[0,p] x [0,27]
n=0

é uniformemente e absolutamente convergente em [0, p] x [0,27]. Use o Coroldrio 4.25.



(21) Principio da Identidade para Fungées Holomorfas Sejam f e g holomorfas num

dominio Q. Se X ={z€Q: f(2) = g(2)} tem ponto de acumulagio em €, entdo f = g.

(22) Determine a expansao de Laurent da fungdo dada em torno de cada uma de suas singu-

laridades, especificando o anel no qual ela é valida.

0 1) = oty
(i) f(2) = zoEm
(iii) f(z) = 23e*

(iv) f(2)= cos%

W) 1) = i

Resolugoes: Atencgao: é necessario checar as contas.

(i) As singularidades séo 0 e —i.
A série de Laurent em torno de O:

Temos, devido a condigao para a convergéncia de uma série geométrica,

1 1/i 1/i 1= . . 2R ol om
= = = - E ¥ =—i+2z+ E 7 z se |z|<1.
z+i 142 iz i (i2) = ’ d

Donde, a série de Laurent convergente na coroa {z:0 < |z| < 1} centrada na origem,
1

f(2) L _i+ +§"”‘1 m=2 _+1+§'"+1” 0<lz]<1
)= ————=—+ - T M s — = iz em z
22(z+1) 22 22z = ’ ’

e portanto o residuo de f no ponto 0 é 1.

O residuo de uma série de Laurent
b by

— ...

(2= 20)™ z— 20

+ag+ar(z-20)+ .. +an(z—20)" +

no ponto zy, Res(f;z), é o coeficiente b;:

Res (f;20) = b1

A série de Laurent em torno de —i:

Utilizando séries geométricas obtemos, na bola {z: |z + 14| < 1} centrada em —i,
1 1 = i

-=— == — ~ = . Z( " (z4i)™ :—fo(—z‘)m“(m)m

z o =i+ (z+d) 1-2 1+i(z+d) 1- [z(z+z)

Derivando a férmula acima na bola aberta {z: |z +i| < 1} obtemos

—é =- iol m(=i)"* (zwi)™ !t = - i)(n-rl)(—i)"”(zﬂ)" = 1—§(n+1)(—i)"+2(z+i)”

e a série de Laurent convergente na coroa {z:0< |z +i| <1} centrada em —i

22(2:’I-+Z) 241 +nZ:1(n+1)( Z)n+2(z+z)” 1 = Z_—ji+ §(n+2)(_i)n+3(2+i)n,

e Res(f;-i)=-1. m=m



(23) Uma fung@o holomorfa num disco em torno de um polo é a soma de duas fungdes, uma

racional e outra holomorfa.
(24) Dé uma fungdo com um polo de ordem 1 em z =2 e um polo de ordem 7 em z = V2i.
(25) Seja f:C — C holomorfa e tal que existe lim f(z). Entdo, f é constante.

(26) Classifique a singularidade 0 de cada uma das fungoes:

(i) f(2) :sin(é) (i) f(z) = <251 (iii) f(2) = S“‘ z
(iv) f(z) =exp(z+3) V) f(2) = 5 (vi) (z)_COSZ,

(27) Determine a ordem do polo de f em a e calcule res(f;a).

(i) f(z) =282, a=0.
(i) f(2)= Sor, a=0.
(i) f(2) = &5, a=0.
) f(2)=cts,a=1.
(v) f(z) =200 g -1,
(vi) f(z)= =2, a=0.
(vii) f(2) =15, a=0.
)

2z

f(2)=4—=,a=1

Resolugoes: Atencao: é necessario conferir as contas.

(i) Temos,
3,5 H2n+1
Sinz=z- —+ =+ et (D) ————+ ...,
3! 5l (2n+ 1)
sinz 1 -4 ot 2n-3

e N Gy

Assim, 0 é um polo de ordem 3 e Res(f;0) = —%.



(iii) Para f(z) = %, a =0, como cos0 =1 e a fungdo z — 1 ndo se anula em a =0 é

natural que 0 seja polo de ordem 3. De fato,

o que mostra que 0 é um polo de ordem 3 (vide Proposi¢ao).

Para computar o residuo notemos que para uma série de Laurent com um polo de

ordem k > 1 em zg temos
by

bl +00 n
flz) = ...+ o) +....+Z_Zo+nz=%an(z—zo) ,

9(2) = (2= 20)°f(2) =bp +bp_1 (2= 20) + .. + b1 (2= 20)F T + ...

e portanto, pela férmula para os coeficientes de uma série de poténcias

by = 9" (20)

;=227

(k-1)!
No caso em questao temos,

12
0
Res (f:0) =2 2(, ),
_ .3 _cosz :_sinz __cosz
9(2)=2f(2) = — ' () = - Go1e

"(2) cosz sin z N sin z L9 082
z)=-—
g z-1 (2-1)2 (2-1)2 (2-1)3

e ¢"'(0) = -1 e portanto, Res (f;0) = —% [ ]

(28) Seja f holomorfa em 250 e ainda: f(0) =0 e 0 é o tinico zero de f em Q. Seja g também

holomorfa em Q. Entédo, f divide g [i.e., g = hf, com h holomorfa] se e somente se:

res (k% 0) =0 para toda fungdo holomorfa k em € .

(29) Ache o nimero de zeros satisfazendo |z| < 1 dos seguintes polindmios:

(1) 22-22%+22-82-2 ; (i) 2'-5z+1

(30) Se |a| > e, a equacdo e* = az™ tem n raizes no disco |z| < 1.
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