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1. Dados a,bi,b, €' ¢ m € IN*, prove que as raizes da equacao em z € ("
(%) (z=b)"+a(z—0b)" =0

estao sobre uma circunferéncia ou uma reta e resolver a equagao.

Resolugao: Supondo z # b, tal que:
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(Z b2) b2|
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? e sez=x+1y, by =c; +id;, s, diseRer#1,

temos |z — by |2 = 72|z — by iS5 a;
(x — 01)2 + (y — d1)2 = 7“2(x — 02)2 + T2(y — d2)2 ou
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que define uma circunferéncia se by # by e 7 # 1; €, se 7 # 1 e by = by um ponto.
Ser =1, |z — bi| = |z — by| define a mediatriz de b1bg, se by # by. Se by = by
obtemos de (*), (14 a)(z —b1)™ = 0 que tem soluc@o tnica se a # —1.

Seja {/—a uma das m raizes m-ésimas de —a e z € C, z # by, 0 correspondente
complexo tal que {/—a = (z —b)(z — by)~!. E claro que:

T/—_azz_bl—Z_b2+b2_b1:]_—|—b2_b1

Z—bg_ Z—bg Z—bg.

Donde, se by # by e —a # 1 as m solugoes do problema original sao:

No caso a = —1 e by # by temos (2=2)" =1 ¢ 2= = /1 # 1 (1 ndo é raiz

z—bo z—bo
aceitavel pois % # 1) e achamos, procedendo como acima, m — 1 solugoes B



2. Determine a e b reais de modo que o polindmio

p(z) =2° — 72" +222° 4 az® + 452 +b

admita a; = 1 + iyv/2 como raiz de multiplicidade 2 e, para os valores achados
de a e b, determine todas as raizes de p.

Resolucao: Como p tem coeficientes reais temos que @; = 1 — iv/2 é também
raiz de multiplicidade 2 e existe ainda uma raiz simples § € R. Temos,

2P =T 422284 a2 + 452+ b = [(z— ) (z—an) (2 —B) = (22 —22+3)* (2 —3) =

= (' =42 4+1022 - 1224+ 9)(z — B) =
=2°— (B+4)2" + (48 +10)2° + (=108 — 12)2* + (128 + 9)z — 93 .

Assim, resolvendo o sistema

O0+4 =7

43 + 10 =22

—-106—-12 =a

126+9 =45

-943 =0,
encontramos 3 =3, a = —42 e b = —27. Portanto, temos

p(z) = 2% — 72" +222° — 422% 4+ 452 — 27,

com raizes duplas 1 +iv/2 e 1 — iv/2, e raiz simples 5 =3 W



3. Calcule a soma das séries.

) X 2%k 41
VL B2kt 1)
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b) Z (4k 4+ 1)(4k + 3)

k=0

Resolugao:

(a) Claramente temos

X2k 41 _+§<1_ 1 >_
Rk + 1?2 Nk (k1))

+<1 1
N?2 (N +1)?

1 1(_1 1
(b) Notemos que @3 — 2 (m - m)-

Se (sp) é a n-ésima soma parcial da série dada temos,

8":%[(1_%>+(%_%>+<é_%>+”"+<4n1+1_4n1+3>]’

metade da 2n-ésima soma parcial £y, da série de Leibnitz (Ex. 3.15, p. 42):

7r_1 1+1 1+1 1+ +(—1)"+
4 7 3 5 7 9 11 77 2m+41 T
Logo, lim s, = lim %tzn = lim %tn = %% =z

n—-+o00 n—-+00 n—-+o0o



4. Determine se sao convergentes ou divergentes as séries abaixo.

ZW

k> +3k+1
b) kz:; (log K)o

Resolucgao:

+o0
(a) Como ) % = +00 e pelo critério da comparacao no limite,

k2-3

i T _ o RO
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k—+oc0 - k—+o00 1 1
k k3 Vit +

a série dada diverge.

(b) Mudando da varidvel discreta k para a varidvel continua x e de z para a
variavel t = log z e s6 entao aplicando a regra de L’Hospital sucessivamente
é facil ver que o limite do termo geral da série dada é:

1 k2 +3k+1 22+ 3r+1 i e? +3et + 1 N
m ————= lm —«+—= lm — = +00.
k—+oo (log k)10 z—+oo  (log )10 t—+o0 10

Logo, a série diverge W



5. Determine se sao convergentes ou divergentes as séries abaixo.

+00 1
a
) kz:; kVk
+00 1
b sen | ———
) kz:; (k\S/ k? + k>
Resolucgao:

. k ;. N
(a) Como lim ¥k = 1, comparando com a série harménica obtemos,

;
k\/Ezl’

1
k

lim

logo, pelo critério da comparagao no limite a série dada diverge.

(b) Pelo 1° Limite Fundamental, hII(l) Sz — 1, ¢ aplicando o critério da com-

+o0
~ .. , . 1
aragao no limite para comparar com a série »  —-—— obtemos
parag p p k Vk2+k )

1
. Sen(k?/kuk)
lim ————==1.
kVk2+k

—+o0
Logo, a série dada converge se e sO se a série —L__ converge.
2o, g > T g

. , 1 1 1
Finalmente, é claro que PR < e e pelo Exemplo 3.12 p. 41,

+o0o
> . converge. Portanto, a série apresentada converge M
k3



6. Determine (prove) se a série abaixo é convergente ou nao:

f ala—D)(a=2)--(a—n+1)

n!

, —1l <a <0,

n=1

Solugao: Vide Lista 4 exercicio 7(c).

Os n fatores no numerador do termo geral da série (alternada) sdo negativos e,
ala—1)(a—2)..(a—n+1)
n!

Procurando aplicar o critério de Raabe encontramos,
a(a—1)(a—2)...(a—n+1)(a—n)

a, = (=1)"a,| ; a, =

|a'n+1| o (n+1)! . |a—n| _ n—a«
a, - a(a—l)(a—Q?...(a—n—i—l) n+1 o n+1"’
lim n(l - 2%y = (@+1) = a+1.

11m
n—+o0 n+1 n—+oo N+ 1

+00
Pelo Critério de Raabe, sendo o+ 1 < 1, Y |a,| é divergente. Por outro lado,
temos o + 1 > 0 e pelo resultado abaixo provado [exerc. 6, L 4; vide th. segao

Dividas dos Alunos na pagina eletronica] temos lim |a,| = 0.
n—-+00

Sendo || = 222 < 1, pois —a < 1, a sequéncia (|a,|) é também decrescente.
an n+1 ) )
+o0o

+oo
Finalmente, pelo critério de Leibnitz, Y (—1)|a,| = > a, é convergente MW

Resultado (exercicio 6 Lista 4):

+oo
Se 3 |an|, an # 0,Yn, é tal que lim n(1 — 22=2l)y = [ > 0 entdo existe k € N

n—-+o0o ‘llnl

+oo
tal que >_ |a,|* é convergente e, portanto, lim |a,|= 0.
n—+00

n=1
Prova:
De lirf %n <1—|%\>:0L:Otemos lirf “tl] = 1. Assim, fixado p € N,
. a p . a a a p—1
lim ”[1— o ]: lim n<1—|2—“|> [1+|Z—“|+ ..... + | et }
n—-+o0o n n—-+oo n n n
com
p—1
1imn(1—|“2—“|):L e lim [1+|“g—+1|+ ..... | }_p,
n—-+00 n n—-+oo n n
Logo,
. An+1 P
11111 n|l-— =Lp.

Sendo L > 0 podemos escolher p € N tal que Lp > 1. Para tal valor de p temos,

+o00
dntl } > 1. Logo, pelo critério de Raabe, a série > |a, |’ converge

n=0

lim n [1 -
n—-+o0o

e consequentemente, |a,[’ — 0. Donde, finalmente, a, — 0 W

+00
Vide préxima pagina uma solugao direta da convergéncia de ) a,



Como ja vimos, (|a,|) é decrescente e portanto existe lirf lan| = L € [0, +00).
n—-—r+0oo

Afirmacao: L = 0. Verifiquemos: Sejam p,n € N ambos arbitrarios.

Escrevendo f=1+a,de -1 <a<0temos0<fg<1le

’am_l’_n—oz_n—i-l—(l—i-a)_l g

a, = n+1 n+1 n n4+1’
Qp+ Up4p Aptp—1 Ant1 ﬁ 6 B
== | == (1~ )(1 - —)...(1 - ),
an, Untp—1 Anip—2  Qn n+p n+p—1 n+1

b 2o Lp o Lyrrg o By

Qan n+p n—+p n-+mp
Como liril (1—2)* = e, tomando o limite em (*) para p — 400 (n fixo) temos,
L
— <e P vn.
an

Donde, 0 < ¢’L < lim a, = L, o que implica L = 0 pois e’ > 1.

n—-+o0o

+00 +o00
Finalmente, pelo critério de Leibnitz, Y (—1)"|a,| = > a, é convergente M



