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O resultado abaixo é local. Simplificamos a notagao enunciando-o em R2.
Teorema. Sejam F : R? - R diferencidvel, com %—g(az,y) # 0 em todo ponto, e
um ponto (a,b) tal que F(a,b) = 0. Entao, existe um retangulo aberto I x J,

centrado no ponto (a,b), satisfazendo o que segue.
e Para cada x em I, existe um tnico y = f(x) em J tal que F(x,y) = 0.
e Temos f(a)=b. A funcao f: 1 — J é diferenciavel e

R f@))
Fy($7 f(il?))

, para todo x em 1.

f'(x) =

Prova. Dividamos a prova em trés partes.

o Existéncia e Unicidade. A derivada da fungao ¢(y) = F(a,y) nao se anula.
Pela Propriedade de Darboux podemos supor ¢’ >0 em todo ponto. Assim,
© ¢ estritamente crescente e pela continuidade de F' existe um retangulo nao

degenerado I x [by,bs], centrado em (a,b) e com I aberto, tal que

F <0 (na base) e F

>0 t .
o) (no topo)

]X{bz}

Fixando um arbitrario x em I, a funcao

Y(y) = F(x,y)

satisfaz (b)) < 0 <1p(by). Pelo TVM existe n € J = (by,by) tal que

oy < OF
Y'(n) = ay(x,n)>0-
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Pela Propriedade de Darboux temos %/(y) >0 em todo y € J. Pelo TVI,

existe um unico y = f(x) € J tal que F(x,f(x)) =0.

Continuidade. Sejam by e by tais que by < by < b < by < by. Pelo visto acima,
existe um intervalo aberto I’; contido em I e contendo a, tal que f(x)
pertence ao intervalo aberto (by,bs), para todo z € I'. Logo, f é continua
em x = a. Por fim, dado @’ em I, seja b’ = f(a’). Entao, f:1 - J é uma
solucao do problema F(x,h(m)) = 0, para todo x em I, com a condicao

h(a") =b'. Assim, pelo que acabamos de mostrar, f é continua em x = a'.

Diferenciabilidade. Fixemos x em I. Denotemos VF(z, f(z)) = (o, ).
Como F' é diferenciavel no ponto (33, f (x)), temos
{ Flo+h, f(2) + k] = Flz, f(2)] = ah + Bk + E(h, k) (h, )],
im  E(h,k)=0.
(h,k)—~(0,0)

Logo [lembrando que F[z, f(x)] = 0 para todo x no dominio de f],
O=Flx+h,f(x+h)]-Flz, f(x)] =

=ah+BLf(x+h) - f(2)] + E[h, f(z +h) = f(2)]|(h, f(z+h) = f(2))] -

Dividindo por h # 0, simplificamos os computos com as notagoes

fla+h) - fx) i
h

E .

D(h) = e E(h) = E[h, f(z+h) - f(2)]

Assim, temos
0=a+pD(h)+ E(h)||(1,D(h))|| com, pois f é continua, E(h) 2250.
Lembrando que D =D(h) e £ =E(h) sao fungoes de h # 0, escrevemos
a+ D =-€|(1,D)|.
A seguir, elevando ao quadrado encontramos

o’ + 208D + B*D? = £2(1 + D?)



e entao
(B*-E*)D? + 228D + (o - £*) = 0.
Como &(h) 20, 0, podemos usar a formula quadratica e obtemos

D —2a £/40232 - 4(32 - €2)(a? - €2) oo 208 «
- 25 - €2) 2% B

Provemos que localmente, em (a,b), a curva de nivel 0 de F' é o gréfico de f.

Corolario. Com a notacao acima temos, com Gr(f) gréfico de f,

{(z,y) eI xJ: F(z,y) =0} =Gr(f) ={(z, f(z)) :z e I}.

Prova. Imediatam

REFERENCIAS

1. de Oliveira, O. R. B., The implicit and the inverse function theorems: easy

proofs. To appear in Real Analysis Exchange. See arXiv:1212.2066, 2012

2. de Oliveira, O. R. B., The Implicit Function Theorem when the matrix
%(x,y) is only continuous at the base point. See arXiv:1312.2445, 2013.

3. U. Dini, Lezione di Analisi Infinitesimale, volume 1, Pisa, 1907, 197-241.

4. P. M. Fitzpatrick, Advanced Calculus, 2nd ed., Pure and Applied Under-

graduate Texts vol. 5, American Mathematical Society, Providence, 2009.
5. Guidorizzi, H. L., Um Curso de Calculo, Vol 2, 5 ed., Editora LTC.
6. Hairer, E., and Wanner, G., Analysis by Its History, Springer-Verlag, 1996.

7. S. G. Krantz and H. R. Parks, The Implicit Function Theorem - History,
Theory, and Applications, Birkhatiser, Boston, 2002.

8. J. Saint Raymond, Local inversion for differentiable functions and the Dar-
boux property, Mathematika, 49 (2002), 141-158.

9. Simmons, G., Calculo Com Geometria Analitica, Vol 2, 1 ed., Makron

Books.



