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O resultado abaixo é local. Simplificamos a notação enunciando-o em R2.

Teorema. Sejam F ∶ R2 → R diferenciável, com ∂F
∂y
(x, y) ≠ 0 em todo ponto, e

um ponto (a, b) tal que F (a, b) = 0. Então, existe um retângulo aberto I × J ,

centrado no ponto (a, b), satisfazendo o que segue.

● Para cada x em I, existe um único y = f(x) em J tal que F (x, y) = 0.

● Temos f(a) = b. A função f ∶ I → J é diferenciável e

f ′(x) = −
Fx(x, f(x))

Fy(x, f(x))
, para todo x em I.

Prova. Dividamos a prova em três partes.

◇ Existência e Unicidade. A derivada da função ϕ(y) = F (a, y) não se anula.

Pela Propriedade de Darboux podemos supor ϕ′ > 0 em todo ponto. Assim,

ϕ é estritamente crescente e pela continuidade de F existe um retângulo não

degenerado I × [b1, b2], centrado em (a, b) e com I aberto, tal que

F ∣
I×{b1}

< 0 (na base) e F ∣
I×{b2}

> 0 (no topo).
Fixando um arbitrário x em I, a função

ψ(y) = F (x, y)
satisfaz ψ(b1) < 0 < ψ(b2). Pelo TVM existe η ∈ J = (b1, b2) tal que

ψ′(η) = ∂F
∂y
(x, η) > 0.
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Pela Propriedade de Darboux temos ψ′(y) > 0 em todo y ∈ J . Pelo TVI,

existe um único y = f(x) ∈ J tal que F (x, f(x)) = 0.

◇ Continuidade. Sejam b1 e b2 tais que b1 < b1 < b < b2 < b2. Pelo visto acima,

existe um intervalo aberto I ′, contido em I e contendo a, tal que f(x)
pertence ao intervalo aberto (b1, b2), para todo x ∈ I ′. Logo, f é cont́ınua

em x = a. Por fim, dado a′ em I, seja b′ = f(a′). Então, f ∶ I → J é uma

solução do problema F (x,h(x)) = 0, para todo x em I, com a condição

h(a′) = b′. Assim, pelo que acabamos de mostrar, f é cont́ınua em x = a′.

◇ Diferenciabilidade. Fixemos x em I. Denotemos ∇F (x, f(x)) = (α,β).
Como F é diferenciável no ponto (x, f(x)), temos

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
F [x + h, f(x) + k] − F [x, f(x)] = αh + βk +E(h, k)∥(h, k)∥,

lim
(h,k)→(0,0)

E(h, k) = 0.

Logo [lembrando que F [x, f(x)] = 0 para todo x no domı́nio de f ],

0 = F [x + h, f(x + h)] − F [x, f(x)] =
= αh + β[f(x + h) − f(x)] +E[h, f(x + h) − f(x)] ∥(h, f(x + h) − f(x))∥ .

Dividindo por h ≠ 0, simplificamos os cômputos com as notações

D(h) = f(x + h) − f(x)
h

e E(h) = E[h, f(x + h) − f(x)] ∣h∣
h
.

Assim, temos

0 = α + βD(h) + E(h)∥(1,D(h))∥ com, pois f é cont́ınua, E(h) h→0ÐÐ→ 0.

Lembrando que D = D(h) e E = E(h) são funções de h ≠ 0, escrevemos

α + βD = −E∥(1,D)∥.
A seguir, elevando ao quadrado encontramos

α2 + 2αβD + β2D2
= E2(1 +D2)
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e então

(β2 − E2)D2 + 2αβD + (α2 − E2) = 0.
Como E(h) h→0ÐÐ→ 0, podemos usar a formula quadratica e obtemos

D = −2αβ ±
√
4α2β2 − 4(β2 − E2)(α2 − E2)

2(β2 − E2)
h→0ÐÐ→
−2αβ
2β2

= −
α

β
∎

Provemos que localmente, em (a, b), a curva de ńıvel 0 de F é o gráfico de f .

Corolário. Com a notação acima temos, com Gr(f) gráfico de f ,

{(x, y) ∈ I × J ∶ F (x, y) = 0} = Gr(f) = {(x, f(x)) ∶ x ∈ I}.
Prova. Imediata∎
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