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• Seção 5.4 – Exerćıcio 2(m). Calcule o volume de

{(x, y, z) : x2 + y2 ≤ a2 e x2 + z2 ≤ a2, com a > 0}.

Solução.

⋄ Seja V o volume procurado.

Consideremos o disco D(0, a) = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ a2} no plano xy.

Segue

V =

∫∫

D(0,a)







√
a2−x2
∫

−
√
a2−x2

dz






dxdy

=

∫∫

D(0,a)

2
√
a2 − x2 dxdy

= 2

a
∫

−a







√
a2−x2
∫

−
√
a2−x2

√
a2 − x2dy






dx

= 2

a
∫

−a

(√
a2 − x22

√
a2 − x2

)

dx

= 4

a
∫

−a

(a2 − x2)dx

= 8

a
∫

0

(a2 − x2)dx

= 8

(

a2x− x3

3

)

∣

∣

∣

x=a

x=0

= 8

(

a3 − a3

3

)

=
16a3

3
♣
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• Seção 5.5 – Exerćıcio 3. Calcule a massa do sólido

x2 + y2 + z2 e z ≥
√

x2 + y2

supondo que a densidade no ponto (x, y, z) é proporcional à distância deste

ponto ao plano xy.

Solução.

⋄ O sólido está contido na esfera centrada na origem e de raio 1 e, também,

está dentro do cone z =
√

x2 + y2. O sólido é então como um copinho

(cônico) de sorvete com sorvete (sabor pistache) dentro.

⋄ A projeção do sólido sobre o plano xy é obtida pela intersecção do cone

z =
√

x2 + y2 com a esfera x2 + y2 + z2 = 1.

Resolvendo o sistema














z =
√

x2 + y2

x2 + y2 + z2 = 1

encontramos a circunferência

x2 + y2 =
1

2
=

(

1√
2

)2

.

A projeção do sólido sobre o plano xy é então dada pelo disco/ćırculo

D = D

(

0,
1√
2

)

=

{

(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ 1

2

}

.

⋄ Sejam S o sólido, M a massa do sólido e k a constante de proporcionalidade

mencionada.
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Então temos

M =

∫∫∫

S

kz dxdydz

=

∫∫

D









√
1−x2−y2
∫

√
x2+y2

kz dz









dxdy

= k

∫∫

D

(

z2

2

∣

∣

∣

√
1−x2−y2

√
x2+y2

)

dxdy

=
k

2

∫∫

D

(

1− x2 − y2 − x2 − y2
)

dxdy

=
k

2





∫∫

D

1dxdy − 2

∫∫

D

(x2 + y2)dxdy





=
k

2









π

(

1√
2

)2

− 2

∫∫

[

0, 1
√

2

]

×[0,2π]

ρ2ρ dρdθ









=
k

2









π

2
− 2









1
√

2
∫

0

ρ3 dρ













2π
∫

0

1dθ













=
k

2

(

π

2
− 2× 1

16
× 2π

)

=
k

2

(π

2
− π

4

)

=
kπ

8
♣
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• Seção 9.3 . Exerćıcio 15. Calcule a área da parte do parabolóide eĺıptico

z = x2 + 2y2

que se encontra dentro do cilindro 4x2 + 16y2 ≤ 1.

Solução.

⋄ Uma parametrização do parabolóide é

σ(x, y) = (x, y, x2 + 2y2).

Temos

σx × σy = (
−→
i + 2x

−→
k )× (

−→
j + 4y

−→
k )

=
−→
k − 4y

−→
j − 2x

−→
i .

⋄ Sejam K = {(x, y) : 4x2 + 16y2 ≤ 1} e A a medida da área procurada.

Segue

A =

∫∫

K

√

1 + (−4y)2 + (−2x)2dxdy

=

∫∫

K

√

1 + 4x2 + 16y2dxdy.

Parametrizemos K escrevendo

(x, y) =

(

ρ cos θ

2
,
ρ sin θ

4

)

.

⋄ Conclúımos então com

A =
1

8

2π
∫

0

1
∫

0

√

1 + ρ2ρdρdθ

=
2π

16

1
∫

0

√

1 + ρ2 2ρ dρ

=
π

8

[

2

3
(1 + ρ2)

3

2

∣

∣

∣

1

0

]

=
π

12
(2

3

2 − 1)

=
(2
√
2− 1)π

12
♣
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