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O HESSIANO EM DUAS E VARIAS VARI AVEIS

1 - Introdugcao

Lema 1. Sejap € C?([a,b]) e dois pontod, et distintos e ambos era,b].
Entao, existe ao menos um portocomé entretg et, & + ty e& # t, tal que

o(1) = plto) + ¢/ (1)t ~to) + £ ()2

Prova. Existe,é 6bvio, umilnico rimero reall, dependendo dg et. tal que

¢(t) = o(to) + ¢ (o) (t — to) + A(t — to)*.
Definamos a fur@o F(s) = ¢(s) — ¢(to) — ¢'(to)(S—1to) — A(S— 1)

TemosF (tp) = 0= F(t). Pelo TVM existec entre (estritamente) et tal que

0=FI(0)=¢(0)-¢/(t) - 20(c-t) — 21=O=¢0)

c-1g
Pelo TVM aplicado &', existeé, comé entrety ec, & + tp €€ # ¢, tal que
QDI(C) - (p'(to) " Qpll(é:)
—_—nmm /l =
c to ¢'(¢) = T

A seguir, para simplificar, obtemo&rinulas em torno da orige@ = (0,0) no
plano cartesiano. Sejafie;, &} a base canica deR2 er > 0.

Teorema 2 (Polirbmio de Taylor de Ordem 1 e com Resto de Lagrange).
Sejamf ¢ C2(B(O;r)), V = (h,k) com| V| <r e 0 pontcP = O+ V. Definamos

o(t) = f(th,tk), parat em um intervalo aberto contenflel, 1].
Temos,

(@) ¢() = fx(th,tk)mfy(th,tk)kzg—\f/(th,tk).

2
(b) @"(t) = fuuth, tk)h? + 2f,(th, tk)hk + fy(th, tk)K? = Z—vi(th, tk).
(c) f(O+V)= f(O)+ ﬂ(O) + 162—1:(5) comP no segment®P.
i} APy A J '



Prova.

(a) Imediata, pela regra da cadeia e pela deéimiged f /oV.
(b) Diferenciando adrmula obtida em (a) e utilizando que pelo Teorema de
Schwartz as derivadas mistas fle C2 comutam (iste, fy, = f,x) temos
by [0 0°f 0%f  0%f o0kt , 0 o°f 5
o' (1) = [W * 0 ]h+[—axayh+a—y2k]k = 5ah +2—6Xayhk+ a—yzk.

(c) Basta computap(1), ¢(0), ¢'(0) e aplicar o Lema 1 e os itens (a) exb)

Exercicio 1. Sejamf € C2(R2;R), um pontoP = (Xo,Yo) € V = (h,k). Enfo,
f(P+V)=f(P)+(vf(P).(hKk))+ % [ f PYN? + 2f,(P)NK + £, (P)K?]

para algunP = (X, y) no segmento unind® = (Xo,Yo) €P+V = (Xo+h,yo +K).
2 - O Hessiano em Duas Vaéveis

Definicdes Sejaf : Q — R, comQ aberto enR?. Classificamos um pont,
emQ, relativamente fung@o f, como

(a) de maximo [minimo] local se f(Py) > f(P) [f(Py) < f(P)] para todo
P e B(Po;r) c Q, para algunr > O; se tal desigualdadeestrita para todo
P e B(Po;r) ~ {Po}, enfio Py & ponto de raximo [minimo] localestrito.

(b) de maximo [minimo] global, ou absoluto, se f(Py) > f(P) [f(Po) <
f(P)], paratodd € Q; se tal desigualdadeestrita para todB € Q\ {Po},
dizemos quéd®, €, em adig@o, estrito.

(c) extremante local [absoluto] seé de naximo, ou ninimo, local [absoluto].

(d) ponto critico, ou estacionario, de f, supondof emC(Q), se
of of
—(Pg) = —(Pg) =0.
ox(P0) = 5, (Po)

(e) de sela, seé ponto citico de f mas r@o de naximo ou minimo, locais.

Atencdo. Um ponto de raximo, ou ninimo, local de uma furiép f, com f de
classeC! em um abertoé sempre um ponto itico.

Se|V| =1, enko g—;(P) € chamada derivada direcional (normalizada) de f,

no ponto P e na direcdo V.



Corolério 3. Sejaf € C?(B(Po;r)), comPy = (Xo,Yo) um ponto citico def.
DadoV = (h,k), com|V| < r, existe um pontdx,y) no segmento unindo os
pontosPy e Py + V tal que

1[eef ,__., . 8f _ ef__
f(X%+h,yo+K) - f(X0,Y0) = 5 [W(X,Y)h + Zaxay(x,Y)hk+ a—yz(x,y)k ] .
Prova. Segue, imediatamente, do Exeio 1 e da definigo de ponto dticom

Estudemos a forma quaticaQp = Qp(h,K) = fxx(P)h? + 2f,,(P)hk+ f,y(P)k2.
Antes, vejamos algumas defib&s e notailes apropriadas.

A transposta de uma matriz A = (&) € Mp,m(R), 1<i<nel<j<méa
matrizA" € Mpn(R), ondeAT = (bs) ebs=as,sel<r<me l<s<n.

Uma matriz (quadrada@simétrica seAT = A.

Fixemos{e;, & } a base cabnica deR2. SejaO a origem deR2.

— — h
IdentificandoR? = M,,;(R), indicamos um vetov = he; + ke; porv = ( . )
Assim, temos o (vetor) transpostb= (h k).

Teorema 4.Dadosa, b, c € R, sejamH = ac- b? e aforma quadratica

z=Q(V)=ar12+2bhk+ck2:( h k)(zl b)( E) ,comv:( : ) emR?.
c

(i) Sea=0, vale afatoragoz = Q(v) = a[ (h+ 2k)? + Hk?].
(i) Sea+ 0, o gafico deQ: R? — R & um parabdlide do tipo:
e seH > 0, eliptico ou circular, eix@ze concavidade para cima [baixo]
sea>0[a<0].
e seH <0, hiperlblico com sela na origer®.
e seH =0, cilindrico.
(i) Sea=c=0eb=+0 (logo,H < 0), parabadide hiperlblico.
(iv) Ainda, a fun@oz= Q(v) troca de sinal se e somentetde: 0.
Se o gafico deQ & um parabdlide elptico ou circular eréio 0= Q(O) é valor

minimg/maximo estrito e absoluto. Se dafico deQ € um parabdlide cilindrico
enfo 0= Q(O) & valor ninimgméaximo rio estrito mas absoluto.

Prova.



(i) Pondoa e R em evicncia e completando quadrados obtemos,

2bhk ck? bky2 ac-Db?
_ 2 ) = — 2
Q(v)_a(h+—a +a)_a[(h+a)+ S k].

(i) , (ii): Conseqtencias triviais de (i).
(iv) O casoa =+ 0 segue por (i). Sa= 0, a fun@oQ(v) = 2bhk+ ck? troca sinal

se e ®seb+ 0. Istoé, se e somente $¢=-b? < Om

Se M €& a matriz sirdtrica 2x 2 no Teorema 4, eab Q € chamada dérma
guadratica associada a M. Enfao, obtemos a$fmulas

Q(V) =V Mv = (Mv,v), ondev:( i )

com(-,-) indicando o produto escalar €ri.

Definicdes.Sejamf € C?(Q) e P um ponto citico de f. A matriz hessiana e o
hessiano, ambos ddg e emP, sao

fxx( P) fxy( P)
fyX( P) fYY( P)
A forma quadratica associada a f, no ponto P, indicadaQp, € a forma quaditica

%f(P):( ) e Hf(P)=dethf(P).

associada matriz hessian f (P).
- : h
Proposicdo 5. Sejamf € C2(Q), um pontoP emQ eV = ( ‘ ) emR2. Enfio,

0°f

Qp(V) =VIHT(P)v= (HT(P)V,V) = i

(P).
Prova. Segue da ProposiQ 2

Teorema 6 (Teste do HessianoSejaf € C2(Q), um ponto citico P de f,

5t fiai
21 (p P
aay(P)  7z(P)

(a) SeHf(P) >0 e fu(P) > 0 enéioP é um ponto de imimo local estrito.

) e Hf(P)=detHf(P).

(b) SeHf(P) >0 e f(P) < 0 enéioP & um ponto de i@ximo local estrito.
(c) SeHf(P) <0 ené&oP é um ponto de sela.
(d) SeHf(P) =0 enfoP pode ser de qualquer um dos tipos acima.



grafico aproximado dé

Figura 1: Caso em qugy(P) >0 e Hf(P) > 0.

Prova.

(a) Comof € C?, temosHf = fyf,, - fxzy > 0 e fyx > 0 numa bolaB(P;r), se
r > 0 e suficientemente pequeno. Pelo Cariol 3, dadoV = he; + ke,
com 0< | V| < r, existeP no segmento unindB e P + V tal que

F(P+ V)= f(P) =1[fu(P)?+ 26, (P)hk+ f(P)K?] =

-+ 2" 2] 0

(b) Basta aplicar o item (& fungo-f.
(c) Pelo Teorema 4(iv) segue que [vide Propasig] Qp(V) = %(P) troca

de sinal sequndd& . Logo, P n&oé extremante locakE ponto de sela.

(d) Vide exemplos 1, 2 e 3 abaimo

Exemplo 1. A funcdo f(x,y) = x* + y* & tal que(0,0) & ponto de rimnimo
absoluto estrito, e o valorimmo e 0. E, ainda, dinico ponto citico e f e suas
derivadas parciais se anulam nele.

Exemplo 2. A funcao f(x,y) = x3 + y3 & tal quef e suas derivadas parciais se
anulam em(0,0), queé oUnico ponto citico. Poém, é facil ver, (0,0) naoé
extremante local & um ponto de sela.

Exemplo 3.Sejaf (x,y) = ax’ + by? + cxy+ dx+ey+1, coma,b,c,del emR, e
a?+b2+c? = 0. SePy € extremante local eab Py € extremante global (absoluto).



Prova. SejaV = (h,k) e R2. O pontoPy = (Xo,Yo) € ciitico e
0 - ?f(xo,yo) = (2ax + Cyo + d, 2byp + CXp + €) .
Computandd em (X + h,yo + k) obtemos

f(xo+hyo+K) = a(x+h)?+b(yo+k)?+c(x+h)(yo+k)+d(xX+h)+e(yo+k)+1
= (ak? + chk+ bk?) + (2axy + cyp + d)h + (2byp + CX + €)k+
+ (% + by2 + Cxoyo + dXo + €Y +1) =
= (ah? + chk+ bk?) + f(Xo, Yo) .

Donde,(f (X0 + h,yo + k) — f(Xo,¥o) = ak? + chk+ bl

Para completar a solu@o: aplique o Teste do Hessiamo
Exemplo 4.Umaf € C2 com um $ ponto cftico, minimo local mas &o global:
f(xy) =%+ (1-x)%72.

Solugio. TemosV f(x,y) = (2x- 3(1 - x)%2,2(1- x)3y) e £(0,0) = 0.

Logo, ?f(x,y) = (0,0) implica (1 - x)%y = 0 e assim, oy = 0 [e x = 0], ou
x =1[mas, X+3(1-x)3y? = 0 ndo tem solugo]. Logo,  (0,0) & ponto citico.

Ainda, fyx = 2+ 6(1 - x)2y?, fyy = -6(1-x)?y, f,y=2(1-x)3 e ento

wiao-(29).

e (0,0) & minimo local. Poem f(2,3) = -5< 0 e(0,0) naoé minimo globais
Exemplo 5. Estude os pontositicos def (x,y) = xX°+y*-5x-32y-3. Impondo
Vf=(5¢-5,4°-32)=(0,0),

obtemos os pontositicos(1,2) e (-1,2). Ainda,

122

Logo, (1,2) & ponto de rmimo local e(-1,2) & ponto de sem

%f(x,y):(Z%XS 0 ) e Hf(xy) = 24032 .



Exemplo 6. Determine a digtncia entre as retas
rx=1+4,y=1+64,z=21, 1¢R
S:X=1+2u,y=5+15u, z=-2+6u, ueR.

Solugao (ha solugdes via geometria vetorial ou multiplicadores de Lagrange).
Consideremos os pontos arhitiosP e Q sobrer e s, respectivamente:

P =(1+1, 1+61, 21), A¢€R
Q =(1+2u,5+15u,-2+6u), ueR.

O quadrado da diahcia entre® e Q, |Q_I5|2, é dado pela expreas,
D(A,u) = (A —2u)?+ (—4+ 61 - 15u)%+ (21 + 2 - 6u)? =
= 4142 + 2652 — 2081 — 401 + 96u + 20 .
ComvD = (821 - 208u — 40,530« — 2081 + 96) e os pontos ¢ticos deD:

411 -104u - 20 =0 e () = (44 16)
-1041 +265u+48 =0

A matriz hessiana dB no pontoP, = (%, 16) ¢,

77
82 208
H(D)(Po) =
(B)(Po) ( 208 530 )

comZ2(P,) = 82> 0 e hessiandi (D) (P,) = 82 x 530 (208)2 = 196> 0.
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Logo, Py € ponto de rmimo local deD e, comoé o tinico ponto citico deD,
mede a disincia (ao quadrado) entre dois pontos aabitis das retase s, segue
gue estas@o [0 paralelas e portanto oasconcorrentes o@e reversas. Ainda
mais, geometricamente deduzimos é¢e& ponto de rimimo global.

Substituindo os valores encontrados paegu obtemos,

51 271 88
P=(1+1,1+62,21) = ( - = 7) e
39 275 82
Q= (1+2u,5+15u,-2+6u) = ( - = 7).

Ento, a dishncia ente esé:

144 16 36 196 14
|PQ| 49 49 29 V49~ 7 =2




22 Resolu@o (via geometria vetorial).
As retagr e snao {0 paralelas e portanto oasconcorrentes owae reversas.
Um pontoP = (x,Y, ) € R3 pertence ao planm que coném a reta e & paralelo
a retas se e somente se [note q(k 1, 0) pertence a]:
x-1 y-1 z-0
0=| 1 6 2 =6(x-1)-2(y-1)+3z=6x-2y+3z-4.
2 15 6

A distancia procurad& en&o a dishncia de qualquer ponto deao planor.
Escolhenddl, 5, -2) em s obtemos (utilizando afmula para a diéncia):

61-25+3(-2) -4 14
V62 + 22+ 32 7

Exemplo 7.Sejaz= f(x,y) = (y- x?)(y— 2x?), com(X,y) € R?. Verifique:

2m

d

(a) O=(0,0) & olnico ponto citico.
(b) O teste da derivada segur&laconclusivo para classificar tal pontéticro.
(c) f restrita a qualquer reta= mxpor O tem neste ponto umimimo local.

(d) f ndo conserva sinal em nenhuma vizinhanc®gdgueé ponto de sela.
Solucdo.

(a) E claro quev f = (2x(4x2 - 3y),-3x2+ 2y) = Ose e & se(x,y) = O.

(b) Temosf,x = 24x2 - 6y, fyy = f,x = —6x e f, = 2. Logo, o determinante
hessiano enf0,0) éH f(0,0) = 0.

(c) Sejap(x) = f(x,mx) = (mMx- x?)(mx-2x?) = 2x* - 3mx + N¥x?, com
m uma constante real. Valem asrinulas,¢’(x) = 8x3 — 9mx» + 2n¥x,
@"(X) = 24%% - 18mx+ 2P, ¢’'(0) = 0 e’ (0) = m? > 0, sem = 0. Logo,
0 pontox = 0 & ponto de rmimo local dep, sem = 0. Sem = 0 temos
f(x,0) = 2x* e & claro quex = 0 &€ enio ponto de fimimo deg.

(d) Nas regdes{(x,y) : y > 2x°}, {(xy) : ¥ <y < 2x?} e {(X,y) : y < X*}
temosf >0, f <0 ef >0, respectivamente. Note taérh que parx ~ 0,
comx # 0, 0s pontog X, mxX) da reta pertencei@regéo em quef > Om



No exemplo abaixo, identificamos vetores (e pontosRéeom matrizes-colunas

1 0
emM,,1(R) e fixamos a base canica ordenada de?, e; = ( 0 ) ee = ( L )

Exemplo 8. Sejaf € C?(Q;R), no aberta2 deR?, e O um ponto citico de f.
fxx fxy

SejamHf = f,fy, - f3 eHf =
ny fyy

), avaliadas en® arbitrario emQ.

(a) Suponhamos,,(P) # 0 e as matrizes abaixo avaliadas EmVerifique:

1 0 1 0
( ; )eNTlez( ‘ )obtemos
-1 LA

fox O foc O
M’HfMT=( - Hf) e %f=NT( XX Hf)N
o X o X

fX)(

definindoM =

fXX
(b) Utilizando a representag diagonal paré/f e o Coroério 4 mostre que

e Sef(0)>0 e%i(O) >0 enfio O & ponto de rmimo local estrito.

e Sefy(0O)<0 e%(O) <0 entoO & ponto de raximo local estrito.

(c) SeHf(O) <0, enBoO € ponto de sela.
Sugesbes para (c).Sejama = f.«(O), b= f,,(O), c = f,,(O) eN = N(O).

- No casoa # 0, considere os vetorese v, ambos eniR?, definidos por
Nu=e eNv= e, e mostre qué;;—g(o) -ae ZZT;(O) = Hf;O)_

- O casdb + 0 segue do caso acima, consideraggay) = f(y, X).
1 1 2 2
- Sea=c=0, parau = ( . ) ev= ( . ) avalieZ (0) e 25(0).
Outra sugestio para (c). ComputegZT;(O) =VIHf(O)v nos casos:

-b
- Sea=+0, paravz( )
a

- Sec#0, paravz( ; )

1 1
- Sea=c=0, parav:( 1 )eparav:( L )



3 - O Hessiano em Tés Variaveis
Esta segoé facilmente general@avel para matrizes sietricas de ordem € N*.

Proposigao 7. SejaA € M3(R) uma matriz sirgtrica,
a;1 A2 A3
A=| ap axn axz |,
13 Az ds3
commenores principais de ordens 1, 2 e 3,

a1 A2
djp a2

A=aq1, Ar= e A3 = detA,

ndo nulos. Eréo, existeM € M3(R) tal quedetM =1 e

A 0O
MTAM= 1| 0 ﬁ—io =D.
0 0 &

Az

Prova.

Construiremo® a partir deA pelo netodo da elimina&go de Gauss e de opetas
elementares realizadas pela multipl@agor matrizes (elementares) com deter-
minante 1. Lembremos que multiplicar uma linha ou colunaysomimero e
enfio adiciod-la a uma outra linha ou coluna, respectivamemnteana opersio
elementar quedo altera o determinante de uma matriz.

Na etapa 1 inicialmente multiplicamos a 12 linha d& por —Z—ﬁ e somamos

a 22 linha e, ainda, multiplicamos a 12 linha pcgﬁ e somamos 32 linha.
Efetuamos tais operaes, que comutam, multiplicando a mathiza esquerda,
respectivamente, pelas matrizes

1 0O 1 0O
Mj = —Z—ﬁ 10 e M= 0 10
0O 01 ~az 0 1

a1
A seguir, na matriz obtida efetuamos opéreg nas colunas correspondendo as
feitas nas linhas: multiplicamos a 12 coluna p@ﬁ e somamos ha 22 coluna
e multiplicamos a 12 coluna per’a—i e somamos na 32 coluna. Efetuamos tais
opera@es multiplicando a matria direita porM] e M, .

10



Resumindo as quatro opeisss obtemos,

a1 a2 &3 an O 0
MoM1| &, ap as [M{Mj=Di=| 0 aé? a%) ’
13 Ax3z As3 0 a%) a%)

ondeal}), aly

Devido as operag@es realizadas os respectivos menores principais daszesatri

eaé? sa0 os coeficientes que surgem ao final da etapa 1.

simétricasA e D; sao iguais. Consequentemente temos,
Ao
allaéjz') =N, — aéjz') = A_
1
Naetapa 2 multiplicamos a segunda linha @y por—% e somamos terceira
2
linha, representando tal ope&acpela matrizaVi;, e completamos efetuando a
opera@o correspondente nas colunadijerepresentada (a opeéay) pela ma-

triz M]. Obtemos eféto,

1 0 O a; O 0 10 (()
1
MsDiMj = 0 0 1 0o a a 00 —% =

a 1 1
0 _az_s) 1 0 aés) aés) 01 1

af}
a;; O 0
=lo a2 0 |=D.
o o a?

Analogamenteé etapa 1, devidas operag@es efetuadas, o€£8 menores princi-
pais deD, sao iguais a seus respectivos ém D;. Istoé,

ap; = Ag, anaé? =Ay , auaé?aé? = As,

@2 A2 2 A3
=— @ = —.
ElZZ Al : 33 AZ

Por fim, notemos quMT™AM = D, comMT = M3sM,M; e detM = 1m
Corolério 8. DefinindoN™ = M-, temos

A=NTDN, com deN = 1.
Prova. Trivialm

Lembrete. Duas matrizes quadradase B, ambas enM,,(R), sAocongruentes
se existeM inversvel emM,(R) tal queMTAM = B.

11



Notac&o. Fixemos{€;, &, &}, a base cainica do espaco vetorial tridimensio-
nalR3. SejaO a origem no espaco cartesiano tri-dimensidral

A seguir, identificamos vetores (e pontos)RAtom matrizes-colunas ez, 1 (R):

Vi
VZV1€1)+V2§2)+V3§3)E Vo =V.

V3
Observemos que' = (v, Vo, V3).
Com tal identificago, dada uma matri& € M3, 3(R) definimos aplicago linear
T:R3>R3

por
T(V) = Ay, paraVv emR3,

IdentificandoT = A, escrevemos

A(V) = Av.

Dada um fungo f = f(x,y,z) de class&€?, sua matriz hessiaré@a

Sejamx ey nUmeros reais.

O sinalde xé+1sex>0,-1sex<0e0sex=0.

Sex>0ey<0, enBox eytemsinais opostos.

Sex > 0, enBoXx € positivo.

Sex < 0, enBlo X € negativo.

Sex > 0, enBoXx € estritamente positivo.

Sex < 0, enBox é estritamente negativo.

12



Teorema 9. Sejaf € C?(Q), comQ aberto, ponto ético O. Sejam os meros

1 9% X2 Oxdy Oxdz
ox? axoy
i &

ayox  oy?

fux(O), H1f(O) =H; =

dyox oy  dyoz
[ I B o |
0z0x 020y 072

(a) Supondo estesas imeros @o nulos, valem as propriedades a seguir.
(i) Se eles &o (estritamente) positivo®, é ponto de rimimo local estrito.
(i) Sefy<0,H;>0eH <0, enfioO é ponto de raximo local estrito.
(i) Se (a)i) e (a)ii) ndo ocorrem, ei@ipO é ponto de sela.
(b) Se ocorre qualquer das coniilis abaixo er®, enioO é um ponto de sela.

(i) Existem rimeros na diagonal principal @¢f com sinais opostos.

(i) OuHy <0 ou (por analogiashfz.— f2 < 0 ou fyy f,,— 12 < 0.
Prova.

(a) Por continuidadefyy, H,f e Hf ndo se anulam numa boB(O;r), r > 0.
SejaV com 0< | V| < r. Analogamente ai?, existeP € B(O;r) tal que

VIH T (P)v

—

Pela Proposi&o 7 temosH f(P) = NTDN, ondeN = N(P) e D = D(P),

sendo queéN & uma matriz inveiigel e D = (dj )14 j<n € Uma matriz diago-

nal comdy; = fyy, dpp = % edss = . Logo,

1

f(O+V)=1f(0)+

(Nv)TD(Nv)
—

() Segue da identidade imediatamente acima.

f(O+V)=1f(0)+

(i) Segue do item (a)(i) aplicad®dfung@o-f.
(i) SejamD = D(0O) e N = N(O). A diagonal deD tem elementos com
sinais opostos &{f(O) = NTDN. ComoN é inverdvel, para cada
i =1,2,3 existe um vetog tal queNg = g. Assim,
2 (0) = &"1f(0)a = (Ne)D(Ne) - & D& = d.
i

Logo, O ndoé ponto de raximo nem rinimo local.E ponto de sela.

13
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(b) (i) Trivial, pois fy, f,y e f,.tem a formadf /ov? parav = &, &, €;.
(i) Definindo F(x,y) = f(xy,0), temosvF(0,0) = O com (determi-
nante) hessiandF (0,0) = H,f(0,0,0) < 0. Pelo caso bi-dimensional,
(0,0) é ponto de sela de. Donde,O = (0,0, 0) & ponto de sela dém

Exemplo 9. Estude com reld@p a naximos e nnimos locais a furéo
f(xy,2)=x3+y®+2-3x-3y-3z+2.
Solugdo. Temos,Vf = (3(x*-1),3(y>-1),3(Z2-1)) e e 8 pontos éticos:
P=(£1,+1,+1).

Como as derivadas parciais em uma&eei f.0 fun®es independentes das de-
mais varaveis, as derivadas mistég, fy, e f,, 4o nulas. Donde,

6x 0 O
Hf(P)=| 0 6y O ., Hi(P)=
0 0 &

6x O
0 o

Pelo Teste do Hessiano os pontos abaixo (a diagonal mudaalgso de sela:
(1,-1,-1),(1,1,-1), (1,-1,2), (-1,1,,1), (-1,,2,-1),(-1,-1,1).

Em(1,1,1) temosH;f >0,Hf >0 efy>0;(1,1,1) & ponto de rmimo local.
O ponto(-1,-1,-1), comH;f >0,Hf <0 e f,x < 0, & de néximo locais

Exemplo 10.Estude com reldp a naximos e nmimos locais, e pontos de sela,
5 3
f(xy,2) = x +Y - x - 2y%.
5 3
Solugio. TemosvV f = (x* — x?,4y® — 4y, 478). Os pontos criticos satisfazem
x?(x*-1)=0,4y(y*-1)=0,z=0.

P,=(0,0,0), P,=(0,-1,0), P3=(0,1,0),
IStOé’ P4 = (1’ Oa 0) s P5 = (1’_17 O) s PG = (15 17 O)’
P;=(-1,0,0),Pg=(-1,-1,0), Py =(-1,1,0).
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derivadas mistas nulas. Analisemos as matrize®gmote quez=0), 1<i <9,

2x(2x? - 1) 0 0
H(F)(P) = 0 4(3y?-1) 0 )
0 0 f,=0
L[ 2x(2¢-1) 0
Ha(1)(P) ( Y ar )

Como o (determinante) hessiadaero, vejamos 0s sinais na diagonaltie

Os pontos dticos em que a diagonal d¢f troca de sinal&o de sela. En®,

temosf,y = 2 e fy, = -4; emPg e Py temos,f,, = -2 e f,, = 8.

Os pontosP;, i = 1,2, 3, tem a formaP; = (0,y;,0) comy; = 0,-1 ou 1, res-
pectivamente, ed® de selax = 0 ndo & maximo ou minmo local da restrigo
@i (X) = F(x,0) =3(% - 3) + (¥ - 2y?) pois (%5 - 3) » -5 <O sex~ 0 ex?

€ positivoa direita de zero e negatidesquerda. Iste, a diferenca

2 1
f(x¥.0) - £(0.%,0) = X3(X€ -3

€ positiva ou negativa confornxese aproxima de 0 pela direita ou pela esquerda.

O pontoP; = (-1,0,0) & de sela poig(z) = f(-1,0,2) = 2 + & tém ninimo
local estrito emz = 0 ey(y) = f(-1,y,0) = & +y* - 2y2, y” = 12> - 4 ttm
maximo local estrito eny = 0.

Os pontods = (1,-1,0) ePg = (1, 1,0) sao de ninimo local pois as &s fun@es
de uma vale"lvel,"g5 - X—33 y* - 2y2 e Z téem nminimo localemx=1,y=+1ez=0,
respectivamente, e considerando-as d@sede(x, y, z) € R3, as tés €m ninimo
local em(1,+1,0) e, a soma dasés, quee f, ttm rminimo local em(1,+1,0) .

Resposta.Pontos de imimo local: Ps e Ps. Pontos de sela: os dem#ism

15



4 - O Hessiano em Vrias Variaveis

SejaQ um aberto enR" tal queQ2 conéem a origen®.

Teorema 10.Sejamf € C?(Q;R), com ponto citico O, e a matriz hessiana

f 9% 9%t
ax2 OX1Xp T OXXn
HE=HT(O)=| : (0).

9% f o2 f 9% f
XXy OXnX2 "7 OXnXn

SejaAg, 1 < k < n, o menor principal de ordenk dado pelo determinante da
matrizk x k formada pelas primeirdslinhas ek colunas dé+{f(O).

(a) Supondo taisimmeros @o nulos temos,

(i) Se eles &o (estritamente) positivo®, é ponto de rinimo local estrito.
(i) Se (alternando sinais) temas < 0, A, > 0, A3 < O, etc., endoO é
ponto de raximo local estrito.
(iii) Se (a)(i) e (a)(ii) ndo ocorrem, eid@oO é ponto de sela.
(b) Se ocorre qualquer das conlis abaixo e, en&ioO é um ponto de sela.

(i) Existem rimeros na diagonal principal @&f com sinais opostos.
(i) fux fxix, — f)ng < 0 para algum par déndices distintos e j. [Em
particular, se na diagonal tembg, = 0 e fy,x, = 0 porém fyx, # 0.]

Prova.

Argumentando analogamente ao Teorema 9, encontramos utniakha M, (R),
com N um produto finito de matrizes que realizam a opacade multipli-
car uma linha por um mero e eréto sond-la em uma outra linha, tal que
HT(Py) = NTDN, D = (djj)14.j<n Uma matriz diagonal. Como 0s menores
principais r&o mudam com cada opedagtemosd;; = fux = Ag, 01100 = Az €

Oy = ﬁ—i, oy = %. O restante da provaaralogo ao Teoremamd
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5 - Uma Aplicacao emAlgebra Linear

No que segue aplicamos arfnula de Taylor de ordem 2 e Multiplicadores de
Lagrange para expressar o Teste da Derivada Segunda seguatceito de
auto-valor de uma matriz.

Notacgdo. Identificamos vetores ei®” com matrizes-colunas eM,,1(R):

X1
X=(Xtseos Xn) =
Xn

Defini¢des.A aplicag@o linearT : R" — R" associad@a matrizA € Mp.n(R) €
T(X) = AX ondeX eR"

Um nimero reall € umauto-valor de A se existeX emR" tal queAX = AX. Se
a matrizA € Mp,n(R) ésimétrica, aforma quadratica associada a A é

Q:R"— R, comQ(X) = XTAX = (AX X).
Lema 11. SeQ é a forma quaditica associada matriz singétricaA entio
TQ(X) = 2AX

Prova.

M=

anjX; ) € enflo, comoay; = a;;,

SeA = (a;j) enBoAX = ( znj CYIP I
=1 -1

n

QX) =2 % ajXj=2 > aXX + Z;an&-z-

i1 j=1 1<i<j<n i
Logo,
8Q n .
= =2) aXj + 28k =2) ajX] = VQ(X)=2AXm
X i =1

1E pastantedcil provar viaAlgebra Linear (mais o Teorema Fundamentaittgebra e o conceito de
produto interno complexo) que, dadaimétrica e real de ordem, existe enR" uma base ortonormal
de auto-vetores d&. Os respectivos auto-valore@osas razes, com suas multiplicidades, do pdlinio
caracteisticop() = det{A- Al ), com| a matriz identidade d#,(R). Mas, rao utilizaremos tal fato.
Vide Apostol [1], pp. 136-137.
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Corolério 12. SejamM, o maximo, em, o minimo, da forma quaditicaQ sobre
a esfera unéria{X e R": |X| = 1}.

(a) M em sdo, respectivamente, 0 maior e 0 menor auto-valores (réeus)

(b) mX|? < Q(X) < M|X

2, para toddX € R".
(c) Q é definida positiva se ésse 0s auto-valores desdo maiores que.

(d) Q é definida negativa se é se 0s auto-valores desao menores que.

Prova.

(&) Por ser comhuaQ assume raximo e mnimo sobre o compacté"-?! =
{X e R": |X| = 1}. Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, para
cada ponto de aximo e de rmimo X na esfera unéria S™1 = g-1(0),
comg(Xg,..., %) = x% +-+ X2 - 1, existed € R tal que

VQ(X, .+ %) = AVY(Xa, .- -, %n),
e enfo, para tais pontos e pelo Lema 11 temos
2AX = 12X = AX=aX,

e assim, s&y, com|Xy| = 1, & tal queQ(Xy) = M e 1y emR & tal que
AXm = AmXwm, temos

M = Q(Xm) = (AXw, Xu) = Am|Xm[* = Am,

e, analogamenté& Xy = AnXm, [Xm| =1 em= Q(Xn) = (AXn, Xm) = Am.
Ainda, se o aimero reall & auto-valor de, & claro que exista/ unitario
tal queA(V) = 1V. Neste caso temaa< Q(V) < M e, aindaQ(V) =
(AV,V)=(1V,V) =2/ V[]?= A Donde conclimos,m< 1 < M.
(b) SeV # 0 entio,
m< Q(z) <M = m< (A(X),i) M—me 2 .
V| V]

Vi

(c) e (d) Seguem trivialmente de @)
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Lema 13. Sejaf € C?(B(a;r)), comB(a;r) c R" er > 0, ondea é um ponto
critico def eV = (vi,...,V,) e R" tal que| V| < r. Enio,

f(a+V) = f(a) % Zn_: (a)v.vJ +|V]’E(a; V), comlim E(a;V)=0.

Prova.

7
- Aplicandoa fung@op(t) = f(a+tw), t variando

Sejaw = (wy,...,wy) =
em(-r,r), a Formula de Taylor com Resto Infinitesimal temos

(131) (1) = 9(0) + (O}t + %(O)tz + RE(O:t). lim E(0;t) =0,

com, analogamente ao mostrado no plano,

0(0) = t(a), ¢(0)=(Vi(a),d)- %(a) 0e
aZf n aZf
#1(0)= Hm@= X 5o (@uo;

Substituindo tais expre8ss em (13.1) obtemos

fa+t@) - f(a) + & Z Al

-(@)wiwj + PE(0;t) ; lim E(O;t) = 0.

Por fim, basta substitutr= | V|, w = |77‘ e notar a identidadév |2wiw; = viv;m

Teorema 14. Sejamf ¢ C?(B(a;r)), comB(a;r) c R" er > 0, a um ponto
estacioario def e

n 2

Q(V) ) |Jz:1 0)(16 |

(a)vivj, comv = (v4,...,V,) um vetor enR".

Sao \élidas as seguintes afirmgs sobre os auto-valoresHé (a).

(a) Se todosdo estritamente positivos, éatf tem um ninimo local ena.
(b) Se todos&o estritamente negativos, aaff tem um naximo local ena.

(c) Se houver auto-valores com sinais opostosi@mé um ponto de sela.

Prova.
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(&) Sem > 0 & o menor auto-valor d&{f(a), pelo Coroario 12(b) temos
Q(v) > mv|?, para todo vetov emR". Ainda, pelo Lema 13 e sua notag;
vemos que existé > 0 tal que|E(a; v)| < § se 0< |v| < § e enho,

_ _ 1 26 A mo m.. M.,
f(a+r V) -f(a) = 2Q(v)+|v| E(av) > 2|v| 4|v| = 4|v| > 0.
(b) Segue de (a), trocandopor —f.

(c) SeA é auto-valor dé{f(a) ev & vetor uniério et f(a)v = Avenfo,
0°f

OV?

Logo, d?f /dv?(a) troca de sinal e edba &€ um ponto de seln

(a) = Q(v) = (av.v) = AV} = A.

Corolério 15. SeA é sinétrica eQ(X) = (AX X) > 0, VX + 0, enfio os menores
principaisAq, ..., An, deA, sAo estritamente positivos.

Prova. Por indu@o emn. O casaon = 1 € trivial.

Suponhamos a afirmag \alida paran. Consideremos o caso- 1. Enfio temos

Q(e1) = A1 > 0. Analogament@ Proposigo 7, existeN inverdvel tal que
A=NTBN, sendoB = ( A0 )

0 A

simétrica [logo,A; & matriz singétrica de ordenm] e com mesmos menores prin-

cipais queA. E facil ver queQa, € definida positiva (poidl & inversvel). Por

hipbtese de indup, os menores principais dg sao estritamente positivos.

Logo, comoA; > 0, 0s menores principais d&(e deA) tamkenmm
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