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JUSTIFIQUE TODAS AS PASSAGENS

BOA SORTE!

1. Seja f(x, y) =















x2 − y2

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0)

0, se (x, y) = (0, 0)

(a) f é cont́ınua em (0,0)?

(b) Compute as derivadas parciais de f em (x, y) 6= (0, 0).

(c) Compute as derivadas parciais de f em (0,0).

(d) f é diferenciável em (0,0)?

(e) Analise a continuidade e a diferenciabilidade de f em pontos (x, y) 6= (0, 0).



2. Sejam f(x, y, z) e g(x, y) funções diferenciáveis com















f(x, y, g(x, y)) = 0 ,∀(x, y) ∈ Dom(g)

g(1, 1) = 3 ,
∂f

∂x
(1, 1, 3) = 2 ,

∂f

∂y
(1, 1, 3) = 5 e

∂f

∂z
(1, 1, 3) = 10 .

Determine a equação do plano tangente ao gráfico de g no ponto (1,1,3).



3. Determine o ponto (P) da (reta) interseção das superf́ıcies (planos).

S1 : x + y + z = 1 e S2 : 3x + 2y + z = 6

mais próximo da origem e a distância deste ponto à origem.

Sugestão: Minimize f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 restrita a S1 e a S2.



4. Considere as retas

r : (x, y, z) = (0, 0, 2) + λ(1, 2, 0), λ ∈ IR ;

s : (x, y, z) = (0, 0, 4) + µ(1, 1, 1), µ ∈ IR .

Determine, utilizando um hessiano em duas variáveis, P ∈ r e Q ∈ s tais que a
distância de P a Q, |PQ|, seja a menor posśıvel; isto é, |PQ| é a distância entre
as retas r e s. Compute |PQ| é a distância entre as retas r e s. Compute |PQ|.

Sugestão: se P = P (λ) ∈ r e Q = Q(µ) ∈ S, minimize

ϕ(λ, µ) = |P (λ) − Q(µ)|2 ; λ, µ ∈ IR .



5. Determine a solução (real) geral de x′′′ − 4x′′ + 6x′ − 4x = t et cost.

Resolução:

Considerando o polinômio caracteŕıstico associado

p(λ) = λ3 − 4λ2 + 6λ− 4 = (λ− 2)(λ2 − 2λ + 2) = (λ− 2)(λ− 1− i)(λ− 1 + i) ,

vemos que a solução geral (real) da edo homogênea associada à equação dada é

xh(t) = c1e
2t + c2e

tcost + c3e
t sin t , c1 , c2 , c3 ∈ R.

A seguir, escrevendo

x′′′ − 4x′′ + 6x′ − 4x = t et cost = Re
[

te(1+i)t
]

e considerando a edo complexa para

z′′′ − 4z′′ + 6z′ − 4z = te(1+i)t , z : R → C ,

sabemos que esta admite uma solução particular complexa zp da forma

zp(t) = Q(t)eγt , γ = 1 + i ,

com Q = Q(t) : R → C um polinômio satisfazendo






















Q′′′ + Q′′

2!
p′′(1 + i) + Q′p′(1 + i) + Qp(1 + i) = t ,

p(1 + i) = 0
p′(1 + i) = (1 + i − 2)(1 + i − 1 + i) = 2i(i − 1) = −2(1 + i) ,

p′′(1 + i) = 6(1 + i) − 8 = −2 + 6i ,

donde obtemos

(∗) Q′′′ + (−1 + 3i)Q′′ − 2(1 + i)Q′ = t
[

=⇒ grau(Q′) = 1
]

e assim: Q′ = At + B, A e B ctes. em C, Q′′ = A, Q′′′ = 0 e por (*)










(−1 + 3i)A − 2(1 + i)(At + B) = t =⇒ A = 1
−2(1+i)

= 1−i
−4

= −1+i
4

B = (−1+3i)A
2(1+i)

=⇒ B = (−1+3i)(−1+i)
8(1+i)

= −1−2i
4(1+i)

= −3−i
8

e assim, Q′(t) = −1+i
4

t + −3−i
8

e escolhendo Q(t) = −1+i
8

t2 + −3−i
8

t temos a sol.

zp(t) =
(−1 + i

8
t2 +

−3 − i

8
t
)

et(cost + i sin t) ,

cuja parte real xp = Re[zp(t)] é solução particular real da equação inicial,

xp(t) =
(

−
t2

8
−

3

8
t
)

etcost +
(

−
t2

8
+

t

8

)

et sin t .

Assim, a solução geral real da edo apresentada é, supondo c1 , c2 , c3 ∈ R ,

xg(t) = c1e
2t + c2e

tcost + c3e
t sin t −

(t2 + 3t

8

)

etcost −
(t2 − t

8

)

et sin t �



6. Dê as séries de Taylor em volta da origem (séries de McLaurin) e seus raios de
convergência para as funções:

(a) Série geométrica de razão x;

(b) ex

(c) cosx

(d) senx

(e) ln(1 + x)


