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JUSTIFIQUE TODAS AS PASSAGENS

1. Um ponto P descreve uma trajetdria sobre o grafico de f(z,y) = 42*+1y>*. Sabe-
se que a reta tangente em cada ponto da trajetoria forma com o plano xy angulo
maximo. Determine uma parametrizacao para a trajetéria, admitindo que ela
passe pelo ponto (1, 1, 5).

Repetindo a teoria:

Se U é um versor, gf (%o,Yo) € 0 coeficiente angular, em rela¢do ao plano xy, da

reta tangente, no ponto (., Yo, f(Zo,Yo)) pertencente ao grafico de f, a curva
formada pela interseccao do plano perpendicular (vertical) ao plano zy com o
grafico de f.

O maximo de

of . 4

55 Tor o) = VI (o, 40) - U= [V f (0, 50)| [T]cost,
onde € é o angulo entre o gradiente e 7, é \ﬁ f(z0,yo)| € ocorre se ¥ tem mesma
direcao e sentido que o gradiente e portanto, como ¢’ é unitario, se v = ‘gjz'.

Se t — I'(t) = (z(t),y(t),2(t)) € R® descreve a trajetéria de uma curva no
grafico de f temos z(t) = f(z(t), y(t)).

Logo, para que a reta tangente em cada ponto da trajetéria forme com o plano
xy angulo maximo é necessario que a projecao da trajetoria sobre o plano xy,
dada pela curva y(t) = (z(t), y(t)), tenha para cada t no dominio de v a diregao
do vetor gradiente. Isto é, v/(¢) com mesma direcao e sentido que V f(7(t)).



Resolucao:

Como Vf = (8z,2y) impomos ~(t) = (2/(t),y/(t)) paralelo a Vf(z(t),y(t)) =
(8x(t),2y(t)) o que se traduz pela equagao (esta condi¢do é bem geométrica),

v 2t

2'(t)  8x(t) y(t) =)’

e assim obtemos por integracao
'(t "t
4/—y()dt:/—x()dt,
y(t) (1)

4log|y(t)| =log|z(t)| + Cy, para algum C; € R .

€,

Donde, logy*(t) = log Cy|z(t)| para algum Cy > 0 e y*(t) = Cy|z(t)| e, ainda,
y*(t) = C3z(t) para algum C; € R.

Com a projegao da trajetéria passando por (1, 1), impomos C3 = 1.

Podemos entao escolher, entre infinitas parametrizagoes,

[(t) = (e e, 4e® + )t e R, ou T(t)=(t"t,4°+t*),teR W



2. Determine f : R?> — IR tal que

8f 24,2 8f 24,2 1 ™
L =2x Y = =2y " Y 0,1) = —.
Resolugao:
Temos,

0
flx,y) = / 3_£ dr = /29@ e dr = Y 4 (),
e entao, derivando em relagao a y,

of .
L 9ue Y L () .
oy~ e + ¢'(y)

Logo, devido as hipoteses,

2 2 2 2 1
2 Tty / — Tty
ye +¢'(y) =e EEwrt

e portanto, ¢'(y) = # ep(y)=J ﬁ dy = arctany + C',C € R.

Desta forma obtemos,
flz,y) = T Y arctany + C',

e entdo, impondo a condigao f(0,1) =%, C=—e A



3. Seja f(z,y) = e, (z,y) € %,
(a) Compute P;(z,y), o polinémio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (0, 0).
(b) Mostre que para todo (z,y) com x + 5y < 1,

3
[ = Py (ay) | <5 (04 5y
(c) Avalie o erro que se comete na aproximagcao

€x+5y = Pl (17, y)

para x = 0,01 e y =0,01.

Resolugao:
(a) Temos: f, =™t f, =5e"t £(0,0) =1, f.(0,0) =1, f,(0,0)=5¢e
Py(z,y) = £(0,0) + f2(0,0)(x — 0) + f,(0,0)(y — 0) = 1+ + 5y .
(b) Pela férmula de Taylor de ordem 1 com resto de Lagrange temos,
flz.y) = f(0,0) + f(0,0)z + f,(0,0)y +
3 faa (T, 9)2% + 2fay (T Y7y + fi (T, 9)Y7]
=1+ x4 by+ 3[e"ta? + 10" Wy 4 25e7H5y?]
=1+ x4 by+ 3" (x4 By)?,

para algum (7,7) no segmento que une (0,0) a (z,y); como 0 4+0 < 1 e
x + by < 1 segue que também T + 57 < 1 (a constatagdo geométrica é
trivial). Desta forma temos,

—

1 ..
e — (142 4 5y)| = = (x +5y)* < S (x+5y)? <

2
5 5 (x + by)” .

DN o

(c) Pela estimativa em (b) temos

€006 — 1,06 = [e%01+0% — Py(0,01;0,01)|

< 2(0,0140,05)%=2.36-1071=54-104 <102 W

Para completarmos escrevemos:

{ Az = f(0,01;0,01) — £(0,0) = %06 — 1,

dz = 95(0,0)1072 + 2£(0,0)107% = 102 + 510> = 0,06 .

Assim temos,

Az =e"% — 1 ~dz,
dz=10,006,
"% =106+ F, com |[E| <1072=0,01 MW



4. Estude com relacao a maximos e minimos locais, e pontos de sela, a funcao

5 3

X xr
f<$,y,2):€+y4+24—§—2y2

Resolugao

Pontos criticos: Vf(z,y,z) = (z* — 22, 4y3 — 4y ,423) = 0. Logo,

2?2 —1)=0,4y(y* —1)=0,2=0.

Isto é,

P, =(0,0,0), P,=(0,—-1,0), P3;=(0,1,0),
P, =(1,0,0), Ps=(1,-1,0), PFs=(1,1,0),
P, =(-1,0,0), Ps=(—1,—-1,0) , Py = (—1,1,0).

Temos, fu, = 42° — 22 = 2z(22% — 1), f,, = 120> —4 =43y* — 1), f.. = 122% e
derivadas mistas nulas. Analisemos as matrizes em P; (z =0), 1 <i <9,

2z(22% — 1) 0 0
H()(P) = 0 ABy*—=1) 0
0 0 fzz =0

Nao podemos aplicar o teorema pois o hessiano é zero.

Pontos criticos em que a diagonal de H f troca de sinal sao de sela: No ponto P,
temos f, =2 e f,, = —4; em Pg e Py temos, fo, = —2 ¢ f,, = 8.

P, =(0,y;,0), 1 = 1,2,3, sdo de sela: = 0 nao é maximo ou minimo local da

restricio ¢i(z) = £(2,4:,0) = 23(2 — 1) + (4} —297) pois (£ —1) < 0 se s ~ 0
e a2 é positivo a direita de zero e negativo & esquerda.

Pr = (—1,0,0) ¢ ponto de sela pois ¢(z) = f(—1,0,z) = z* + & tém minimo
local estrito em z =0 e ¥(y) = f(—1,y,0) = & +y* — 242, " = 12y> — 4 tém

maximo local estrito em y = 0.

Ps = (1,-1,0) e Ps = (1,1,0) sdo pontos de minimo local pois as fungoes de
$ f

uma varidvel, £ — Z ¢! — 2% e z* tém minimo local em z = 1, y = £l e

z = 0, respectivamente, e considerando-as funcoes de trés variaveis, z,vy, z, elas
tém minimo local em (1,+£1,0) e, a soma das trés, que é f, tém minimo local
em (1,£1,0) N



5. Considere f(z,y,2) = 2*> + 3> + 2%, (7,9, 2) € R? e as restrigoes

1’2 y2 22
—+t -+ =1 —2z=0.
4+9+25 e r+y—=z

(a) Existem o maximo e o minimo de f sujeita a tais restrigoes? Justifique.

(b) Determine, se existirem, os valores e os pontos de maximo e minimo.

Resolugao:

(a)

A condicdo g(z,y, z) = % + % + % — 1 = 0 define um elipséide e a condicao
h(z,y,z) = x+y—2z = 0 um plano. O problema se traduz geometricamente
em achar os pontos, na curva interseccao do paraboldide com o plano, mais
proximo e mais distante da origem. Os quais evidentemente existem e,
analiticamente, tem existéncia assegurada pelo Teorema de Weierstrass pois
sd0 0 maximo e o minimo absoluto da fungao f(z,y,2) = z* + y? + 2*
(quadrado da distancia) sobre a citada curva, a qual é compacta. Note que
se P, é ponto de maximo/minimo entao — P, também o é.

Pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange, se P, é um extremante local
de f condicionado as restri¢coes dadas temos,

YVf(P,) = AVg(R,) +uVh(P,), com\,ucR.

Logo,
1 1 -1 1 1 -1
2x, 2y, 2z, | = 2|z, Yo 2 |=0.
2 2 2 1 1 1
Zxo §yo 2_520 Zmo §yo ﬁzo
Donde,
(yOZO y020> (':EOZO :UOZO> (xOyO $0y0> _ 0
25 9 25 4 9 477
¢ 16 21 5
0 = _myo(xo + yo) + mxo(xo + yo) + 2.9%0Yo
_ 21,2 16 2 16 21 5
= 125% ~ga8Y T <—m+m+@>%%~
Porém, —% + 4?—215 + 4% = _64:53; 125 — 4?9?(2)5 e obtemos da equacgao acima,

21 16 250

Tt — R Ty, = 0 = (%) 18922 — 6412 + 25010y, = 0.

4 9 36
Utilizando a segunda condicao e elevando a identidade z, = x, + ¥, ao
quadrado obtemos 2z,yy = 22 — 2 — y2. Substituindo esta em (*) obtemos

0 = 18922 — 64y2 + 125(22 — 22 — y2) = 6422 — 189ys + 1252¢.

2

0

Resolvamos o sistema linear abaixo, nas varidveis 22, 32 e 2

z3
T
6422

zZ

+ 2 =1
189y2 4+ 12522 = 0.

| @low



Escrevendo
225:U§ + 100y§ =900 — 3623
64wﬁ - 189y§ = —12523

e aplicando a regra de Cramer temos,

900 — 3622 100 225 900 — 3622
, | —125:22 189 , |64 —12522
T, = e Yy, =
225 100 225 100
64 —189 64 —189

Assim, determinamos z, e y, em fungio de z2.

Substituindo tais valores de x, e y, na equacdo (x) [ou talvez na equagao
2, = T, + Yo] Obtemos uma equagao do segundo grau em z,. Entdo, é
finalmente facil determinar possivelmente dois valores para z,. Em seguida,
determinamos x, € y,.

Por fim, avaliamos a fungao quadrado da distancia f(z,y, z) = 2?2 + y* + 2*
nos pontos encontrados e distinguimos os pontos de maximo,/ minimol



6. Dada f(z,y) = 62% + 182y + 4y* — 62 — 10y + 5, determine os extremantes de f
e os valores maximo e minimo locais e absolutos de f no quadrado

K=[-1,+x[-1L,+l]]={(z,y) e R*: |z] <1 e Jy| <1}

Resolugao: (vide notas do curso)

Os pontos criticos de f sao dados pela equacao

Vi = (1204 18y — 6,187+ 8y — 10) = (0,0) = 22+3y—1=0 e 9z +4y—5=0

O tnico ponto critico no interior de K é P, = (%, —%). A hessiana de f é,

12 18
Hf:[18 8]

e entao, fu,(P,) =12 > 0 e o determinante hessiano H(P,) é negativo. Logo,
P, é ponto de sela e f nao tem méaximo nem minimo locais no interior de D.

Assim, o maximo e o minimo absolutos pertencem a fronteira de K,
OK ={-1} x[-1,1] U {1} x [-1,1] U [-1,1] x {-1} U [-1,1] x {1} .

Os extremantes locais na fronteira de K, mas ndo um vértice, satisfazem (v.
Teorema 2):

Em {—1}x] —1,1[ temos = —1 e 0 = f, = —18 + 8y — 10; logo, y = 7/2, que
descartamos.

Em {1}x]—1,1[temos x = 1 e 0 = f, = 184+8y—10; logo,y = —1e P, = (1, —1)
que nao pertence ao segmento considerado, ¢ um vértice e sera analizado a parte.
Em | — 1,1[x{—1} temos y = =1 e 0 = f, = 122 — 18 — 6; logo, = = 2, que
descartamos.

Em|—1,1[x{1} temosy =1e0 = f, = 1224+18—6; logo, x = —1e P, = (—1,1)
que nao pertence ao segmento considerado, é um vértice e sera analizado a parte.

Portanto, os pontos de maximo e o minimo se encontram entre o vértices. Temos,

f(1,1) =17, f(—=1,—-1) =49, f(1,-1) =+1,e f(—-1,41) = —T7.

Resposta: Nao existem maximo ou minimo locais e interiores; f(—1,+1) = =7
¢ o minimo absoluto e f(—1,—1) =49 é o méximo absoluto W



7. Seja f(w,y) diferencidvel e homogénea de grau A no aberto Q € R?. Verifique

a of (at,bt) +b of

oy Al
e o (at,bt) = At f(a,b),

quaisquer que sejam t >0 e (a,b) € Q tais que (at,bt) € Q.
Resolugao (primeiro exercicio da lista 6-B:)

Por hipdtese temos,
f(ta,tb) = t*f(a,b),¥t > 0 e (a,b) € Q tais que (ta,tb) € Q .

Derivando os dois membros de tal identidade em relacao a t obtemos

—{f(at bt)} ——{tAfa b},

donde, aplicando a regra da cadeia para a derivada do primeiro membro e deri-
vando elementarmente o segundo membro,

of d(at) Of dibt) -
ax( at, bt) T +8_y( t,bt)7 = A\ " f(a,b).
Logo, of ”
aI( at, bt) +ba—y(at bt) = M f(a,b) W



