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Professor Oswaldo Rio Branco
TRES TEOREMAS DAS FUNCOES IMPLICITAS

Apresentemos antes trés formulacoes equivalentes para a diferenciabilidade.

Lema 1 Consideremos f : Q - R, Q aberto em R?, X, = (2,,7,) € Q e vp € R?, v,

dependente de X,. Sao equivalentes:

(1) {f(X):f(X0)+ﬁo'(X_Xo) +E(X_Xo)

. E(X-X,)
lim = =0¢eR
XoXx, 1X-Xol ’

9 f(X):f(Xo)"'ﬁo'(X_Xo) + \I/(X)|X_Xo|
() Xlin)l( \I/(X)Z():\I/(XO)GR,

. { FX) = F(Xo) 4 (X = Xo) + 9(X) (X - X,)
dim o(X) =0=p(X,) € R?.

Demonstragao:

(1) = (2): Basta definir

M S6X¢X0

U(X) = [X-Xo|
0, se X=X,.

(2) = (1): Basta definir E(h) = (X, + h)|h|, h € R%,
(2) = (3): Definindo,

T(X)
sy - | R X0 e x X,
0, se X=X,,
temos que
{ Jim fo(30)] = Jim [w(X)|=0,

PX) (X - X,) = FEH(X - X,) (X = X,) = W(X)|X - X[ s X # X5

logo, se X = X, é 6bvio que (3) estd satisfeita.

(3) = (2) Basta definir,

o(X) - |§:§Z\ ,se X+ X,

U(X) =
(X) {O,seX:XO ]

Dizemos que f é diferenciavel no ponto (z,,¥,) se uma das condigoes do Lema 1 acima
estiver satisfeita e que f é diferenciavel em ) se é diferencidvel em todos os pontos de ).
O vetor v, é, é ficil mostrar, o gradiente de f em X,: U, = Vf(X,) = (fo(Tos Yo) s fy (To,s Yo))-

Obviamente, temos um resultado andlogo ao Lema 1 se Q é um aberto de R3.



O TEOREMA FUNDAMENTAL DAS FUNCOES IMPLICITAS

Motivacao: Seja f:Q — R uma funcio definida em um aberto Q c R%2. Objetivamos
encontrar condigoes em que dada a equagdo f(x,y) = 0 podemos explicitar y como funcdo
da varidvel z, x em algum intervalo aberto. Isto é, determinarmos uma fungao y = g(x)
tal que f(z,g(x)) =0 para todo x € Dom(g) = (a,b) c R, a #b. Ainda mais, assegurada a
existéncia de uma tal funcao g desejamos identificar sob quais hipéteses podemos concluir,

para g, sua unicidade ou continuidade ou diferenciabilidade.

Definigao: Uma fun¢ao y = g(«) se diz definida (dada) implicitamente pela equacao
flz,y) =0 se f(sc,g(a:)) =0, Yo € Dom(g). Diz-se também que y = g(x) é solugao

implicita da equacao f(x,y) =0. Analogamente definimos solugoes implicitas x = h(y) .

Exemplo 1: A anilise da equacdo 22 + y? — 1 = 0, neste caso f(z,y) = 22 +y*> -1, é
elucidativa. A equacdo z2 +y? = 1 define a circunferéncia no plano, de raio 1 e centrada
na origem, usualmente indicada por S*.

Claramente, as funcdes g (z) = +V1-22,x € (-1,+1), e ga(x) = V1 -2,z € (-1,+1),
sdo solucoes implicitas da equacdo 22 +y? — 1= 0. Os graficos de g1 e go sdo, respectiva-
mente, o “hemisfério” superior H* = {(z,y) : 22 +y?>=1e y >0}, e o “hemisfério” inferior
H™ ={(z,y): 2> +y*=1e y <0}, de S, subtraidos de ambos os pontos (-1,0) e (1,0).

y

gi(x) = +V/1-22

— ga(z) ==V1-22

Figura 1: Solugoes implicitas da equacdo 2 +y% =1, se x € (-1, +1)

Se (o,Y0) € H € yo > 0, a fungdo ¢g1(z) = +V1-22,z € (-1,+1), é, entre as solugoes da
equacao 2 +y% = 1, uma tal que g;(2,) = yo. Analogamente, se (7,,%,) € H™ e y, <0,

g2(x) =-vV1-22,xe(-1,1), é solugao de f(x,y) =0 tal que go(xq) = yo. Vide Figura 1.

Logo, se (2,9,) € S* é tal que y, < 0 ou y, > 0 determinamos uma funcio y = g(z)

definida em um intervalo I, aberto e contendo z,, tal que

{ F(z,9(z)) =0, Vo el a,el,
g(x0)=y03

neste caso, I = (-1,1), mas todo intervalo (x, —r,z, + 1), r >0, contido em (-1,1) serve.



Se (24,%,) = (1,0) € S1, observando o desenho da circunferéncia, préximo ao ponto (1,0),
é 6bvio que nao podemos encontrar um intervalo aberto centrado em x, = 1, I = (1-7, 1+7),
7 >0, e uma funcdo g: (1-7,1+7) > R, tal que 2%+ g(z)? =1 para todo x € (1-r,1+7).

Neste caso, tal g nao existe ainda que descontinua. Vide Figura 2 que segue.

y
Y £(0,1)
y=1
v/ V(1,00 x
y=-1
-1 ?f r=1

Figura 2: Anélise das solucdes da equacdo 22 + y? = 1 nos pontos (£1,0) e (0,+1)

A circunferéncia S! ¢ a curva de nivel zero de f = f(x,y), donde o gradiente V f = (2z, 2y)

é ortogonal ao S! em cada ponto.

Atencao: A reta tangente [T] & curva de nivel zero, no ponto (1,0), é “vertical” pois
paralela ao eixo Oy [prentncio de dificuldades para determinarmos y = g(z)] e V.f(1,0) é

paralelo ao eixo z [indicando T paralela a Oy].

Analogamente, se (2,,¥,) = (—1,0) nao existe intervalo I, aberto e contendo z, = -1, e
g: I - R, tal que 2% +g(z)? =1, Yoz e I, e g(-1) = 0. Ainda, a reta tangente & curva de

nivel zero, em (-1,0), é paralela ao eixo Oy e Vf(-1,0) é paralelo a Oz (v. Figura 2).

A anélise é andloga se procurarmos solucoes implicitas da equacio 2% +y?> -1 = 0, da
forma x = h(y) tais que x, = h(y,) e x2+y2 = 1 e, neste caso, se x, = 0, nos pontos (0,-1)
e (0,+1) nao podemos determinar uma fungido x = h(y), y € I, I um intervalo aberto

centrado em g, = -1 (ou y, = +1) tal que h(y)> +y* =1 e h(y,) = 0 (vide Figura 2).

Atencgao: as retas tangentes & curva de nivel zero, em (0,-1) e em (0,+1), sdo “hori-

zontais” pois paralelas ao eixo Oz e o gradiente de f é paralelo ao eixo Oy m

Mostramos a seguir que se f € O e Vf(zo,y,) ndo é paralelo ao eixo z [donde a reta
tangente, se existir, & curva de nivel de f passando pelo ponto (x,,y,) nao é paralela

ao eixo Oy|, podemos determinar y = g(z) num intervalo aberto I contendo z, tal que
f(z,9(x))=0,Vael, eg(z,)=yo.



Teorema 1 Scja f = f(x,y) € CH(Q;R), Q aberto em R?, e P, = (2,,9,) € Q tal que

f(xzs,y,) = 0. Nestas condigoes, se %(mo, Yo) # 0, entdo existem intervalos abertos I e J ,

contidos em R, com x, € I e y, € J, tais que: para cada x € I existe um tnico y = g(x) € J,

tal que f(z,g(x)) =0. Ainda mais, a fungdo g: I — J é diferencidvel, de classe C!, e

gt (2,9(x))

AT

Previamente a prova deste teorema é 1til uma série de observagoes:

(1)

(2)

O nome do teorema evidentemente se deve ao fato de podermos, teéricamente, de-

terminar localmente a varidvel y em funcao da varidvel z.

Como estamos interessados em resolver f(x,y) = 0 localmente, podemos supor que

Q é uma bola aberta (ou retdngulo aberto) centrada em (x,,y,) suficientemente

pequena tal que 3 o (:17 y) 0, V(z,y)eQ;e portanto 3—’; ndo troca de sinal em .

Suponhamos entao sem perda de generahdade > 0 em um tal Q.

Retangulos e bolas sao convexos pois contém o segmento que une dois de seus pontos.
A unicidade de g(z) é trivial (nfo a existéncia) pois admitindo-se f(x,y1) = f(z,92),
com (x,y1) e (x,y2) €, entdo, sendo g—£ >0 e §) convexo, segue que y1 = ¥yo.

Pela observagdo (4), se g: Dom(g) >R e h:Dom(h) - R sao fungdes tais que
f(z,9(z)) = f(z,h(x)), com x € Dom(g) n Dom(h), entdo g(z) = h(zx) .

Em suma, g = h sobre Dom(g) n Dom/(h), se g e h forem solugoes de f(z,g(z)) =0.

De (5) [com a notagdo no enunciado do Teorema] temos que tendo provado a afirmagao:
“V(Xo,Yo) €Q, existe g: I — J, com f(x,g(x)) =0, yo = g(x,) e g derivdvel em x,”
entao, trivialmente, segue a diferenciabilidade de g em todo o intervalo I.

Prova: de fato, dado x; € I, arbitrario, pela afirmacao sabemos que existe h definida
em um intervalo I; centrado em z; tal que f(z,h(x)) =0, Vz eIy, h derivdvel (i.e.,
diferencidvel) em x1. Entretanto, como x1 € Inly, o qual é um intervalo contendo x

em seu interior, e g = h em I n I; concluimos que g ¢é diferencidvel em x;, Vel

Tendo provado que g é diferencidvel, a formula apresentada para a derivada de g

segue diretamente da regra da cadeia aplicada ao computo:

? %{ 9@} =5 (xw>)+g—§(xvg<x>)-g'<z).

Utilizando a notacao apresentada no enunciado do teorema, temos que a curva 7 :
I->IxJcQ, vy(z)=(x,9(x)), étal que f(y(x)) =0, Vzel. Logo, v é uma curva

de nivel zero de f, satisfazendo ainda as trés seguintes condigoes:

(i) ~ é diferencidvel,



(ii) ~r(x) = (1,g/(x)) #0, Vel (isto é, o vetor tangente é nao nulo),
(iii) Vf(y(x))-y(x) =0, VYael, donde Vf(vy(x)) Ly/(z), Vrel.
Dizemos que v é uma parametrizacao local, passando pelo ponto (z,,¥,), da curva
de nivel zero de f = f(z,y). Por meio de uma translacdo podemos supor v definida
em I =(=6,0), >0, com ~(t) e L e f(y(t)) =0se |t| <5, v(0) = P, e 4/(0) # 0. Tal
formulagao serve tanto no caso %(mo, Yo) # 0 como no caso g—g(xo,yo) #0.
(9) Com notacdes e simplificacio do ftem (8), por (8)(iii) V f(v(t)) ¢ ortogonal & curva y

e assim ao grafico de g. Logo, @f(v(O)) é normal ao grafico de g no ponto (x,, ¥, ).

(10) Tendo provado g diferencidvel e a férmula para a derivada de g, como as derivadas

parciais de f sdo continuas, segue que ¢’ é também continua e portanto, g € C*.

Demonstragao do Teorema:
Existéncia:

Sendo f € C1, temos que 3 B = B((%0,¥0);0), ¢ >0, tal que g—g >0 em B. Sejam y; e
Y2 tais que y1 < Yo < Y2, com (T, y1), (To,y2) € B. Seja J = [y1,y2] contido no eixo das

ordenadas, vide Figura 3 abaixo.
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Figura 3: Teorema 1 das Funcoes Implicitas

Considerando a funcao [y1,y2] 2 y ~ f(x,,y) temos que esta é estritamente crescente e
f(x0,y0) =0; logo, f(xe,y1) <0 e f(xo,y2) > 0. Consequentemente, pela continuidade de
f, existe um intervalo aberto I, contendo z,, tal que Vx € I, f(z,y1) <0 e f(x,y2) > 0.
Portanto, fixado x € I, a funcdo [y1,y2] 2y~ f(z,y) é tal que f(x,y1) <0 e f(z,y2) > 0;
donde, pelo Teorema do Valor Intermediario e pelas observagoes anteriores, existe um
unico y, y = g(x) € (y1,y2) tal que f(z,g(x)) =0.

Continuidade em z,:

Sejam y; e yo como acima e sejam 71 € o tais que y1 < 1 < Yo < Yo < y2. Procedendo
como acima encontramos um intervalo aberto I; centrado em z, e contido em I, tal que:

x el = g(x) € (11,92). Portanto, g é continua em x,.



Diferenciabilidade em z, :

Pelo Lema 1 (3), existe um par de fungdes (1, 92) = p, de 2 a valores reais, tais que:

(T11)  flz,y)

F(@0,90) + f2(T0,Y0) (T = 20) + fy (%o, Yo) (Y = Yo)
+ (‘1‘7:'4)('7j _xo) + 902(1‘73})(3/ - yo)

satisfazendo,

lim x,Yy) = lim z,y)=0.
By 1@y = limea(@y)

Substituindo y = g(z) e yo = g(x,) em (T1.1) e j4 que f(x,g(z)) =0,V € I, temos:
0 = fu(20,9(wo)) (@ —20) + fy (w0, 9(20))(9(x) = g(x0))
+ p1(z,9(2)) (@ - 20) + p2(x, 9(2)) (9(x) - 9(x0))
assim, dividindo por z - z,, para x # x,, obtemos

g(z ) g( o) 9(x) ~g(xo)

~Zo

(T1.2) 0= fu(o,9(20))+fy (20, 9(20))- +e1(2,9(2))+pa(z, 9(2)).

Agora, como g é continua em x, e, p1 e g sdo continuas em (x,,y,) = (zo, 9(x,)), temos:
(T1.3) lim p;(z,g9(x))=0,i=1, 2.
Para utilizarmos em (T1.2) os limites dados em (T1.3), reescrevamos (T1.2):

g(x) - g(x,)

T —x,

(1T1.2) Lfy (0, 9(20)) + @2, 9(2))] = = fa (20, 9(20)) =1 (2, 9(2))-

Entao, pelos limites citados em (T1.3) temos,

dim [fy (20, 9(20)) + 02(2,9(2))] = fy(20,9(20)) # 0
(T1.4)

mllglo [fe(20,9(20) + p1(z,9(2))] = fa(T0,¥0)

consequentemente, pelos dois limites em (T1.4), e tomando o limite na expressao (T1.2’),

quando z tende a x,, concluimos que g é diferencidvel m

Exemplo 2: Determine pontos (z,,y,) € R? tais que em um intervalo em torno de z,
existe solucdo implicita y = y(z) da equacdo y> + 3xy + 23 = 4. Compute entdo y'(z,).
Resolucao: Seja f(z,y) = y* +3zy + 2° -4, (2,y) € R% Se f(20,90) =0 € fy(20,Y0) =
3y2 + 3z, = 3(y2 + z,) # 0, pelo Teorema 1 existe y = g(z), definida em um intervalo em
torno de z, tal que f(z,g(z)) = g(x)® + 3zg(z) +2° -4 =0 e g(z,) = Yo.

Como f é C*, pelo Teorema 1, g é derivével e pelas regras usuais de derivagao segue que,

g(mo)+xl _ @iy,

39(70)%g" (20) +39(x0) + 3709 (z,) +322 = 0; logo7 H(xo) = g'(x,) = T T i

O exemplo abaixo mostra que se g—i(xo,yo) = 0 nao podemos a priori supor impossivel

determinar uma solugao y = g(«) diferencidvel para f(x,y) =0, passando por (z,,¥,).



Exemplo 3: Seja f(z,y) = 2% -3, (z,y) e R®.

(a) Descreva a curva de nivel zero de f e mostre que V£(0,0) = (0,0).

(b) Dé uma solugao implicita e diferencidavel y = g(z) de f(x,y) =0 tal que g(0) = 0.
Resolucao:

(a) Obviamente, 2% — 4% = 0 < z = y e, a curva de nivel zero é a bissetriz principal. E

evidente que o gradiente é nulo em (0,0).

(b) A funcdo g(x) = x é difererencidvel e atende os requisitos m

Se g—i(xo,yo) =0 ey =g(x) é uma solugdo continua para f(x,y) = 0, por (x,,¥y,), nd0

necessariamente g é diferencidvel.

Exemplo 4: Seja f(z,y) =z 1>, (z,y) e R%.

(a) Descreva a curva de nivel zero de f e mostre que f,(0,0) = 0.
(b) Dé uma solugao implicita e continua y = g(x), de f(z,y) =0, tal que g(0) = 0.

(¢) Verifique que g nao é derivédvel.

Resolucao:

y=\/r

Figura 4: Solucdes implicitas da equacdo z —y> =0

(a) Temos f(z,y) =0 se e somente se z—y°> = 0, isto é, y = &x. A curva de nivel zero é o

3, cujo grafico

3

grafico da funcao raiz cibica, a qual é a inversa da funcdo cubica: y =z
é elementar. O gréfico de y = ¥/z é entao simétrico ao grafico de y = z° em relagao

A bissetriz principal do plano [esboce-o]. Obviamente, f,(z,y) =-3y? e f,(0,0) = 0.
(b) e (c) Se g(x) = ¥z, temos que f(x,g(x)) =x-g(x)®>=0, g(0) =0, g é continua e, é

facil ver, ndo existe %(O) |
T

Mostremos agora que se g—{/(wo,yo) = 0 nao mais vale a unicidade da solucao implicita

diferencidvel y = g(x) para f(z,y) =0, passando por (Z,,¥o)-



Exemplo 5: Seja f(x,y) = 2% —y?,(z,y) € R2.

(a) Descreva a curva de nivel zero de f e mostre que V£(0,0) = (0,0).

(b) Dé duas solugoes implicitas diferencidveis y = g(z) de f(z,y) =0, pelo ponto (0,0).
Resolucgao:

y =« (bissetriz principal)

22-12=0 y = - (bissetriz secunddria)

Figura 5: Solucdes implicitas da equacdo 2% — 4% = 0

(a) A curva de nivel zero é o conjunto {(z,+z): z € R}, unido das bissetrizes principal

e secundéria do plano. E evidente que v£(0,0) =0 €R2.

(b) E claro que g1(z) = x e go(2) = - sio solucdes implicitas diferencidveis por (0,0) m

Exemplo 6 Suponhamos que a funcao z = g(x,y), (x,y) € Dom(g), dada implicitamente
pela equacdo F(z,y,z) = 0, é diferencidvel em Dom(g), um aberto de R?, sendo F

diferencigvel num aberto 2 c R? e %—I:(m7y,g(:v,y)) +0, V(x,y) € Dom(g).

(a) Mostre que

0 (4 ) < - SEzwaen)  ag oy BE(ewaten)
31;(5373/)_ %—f(z,y,g(x,y)) € 8y(m’y)_ %é(x,y,g(l,y)).

(b) Observando que o grafico de g estd contido na superficie de nivel 0 de F', mostre que
o gradiente de F' no ponto P, = (mo, Yo, §(Z0, yo)) é ortogonal ao plano tangente ao

grafico de g no ponto P,.
Resolucgao:
(a) Pela regra da cadeia, para pontos (x,y) € Dom(g) temos as equagoes,

_ 0 _0F d OF d OF O
0 =g l[Flr.y9(@y)]=%% + 5@ + o

_OF , 0Fdg

- Oz 0z Ox

0
=28 (2,y,9(z,y)) + L (z,y,9(z,9)) 5% (2,y) ,

+

=2 _0F d AF d AF 9
0 _B_y[F(xayvg(xay))]—a_yd—; + a—yd—g + Ea_i

_ OF 9F 9g

T oy Oz Oy

9
= G (@ y.9(z, ) + Go(z,y,9(2,9)) 52 (x,y) .

as quais nos fornecem, ja que %—f(m, y,g9(x,y)) # 0, as duas férmulas em (a).



(b) O plano , tangente ao gréfico de g no ponto P, = (gcmyo,g(gcmyo)) tem sua diregao
dada pelo vetor normal 7ip, = (9:(Zo,Yo) » 9y (%o, Yo) , —1) €, como por hipdtese temos

%—Z(PO) #0, o plano 7 tem também a diregdo do vetor
= lé) 9
BE(P)ip, = (25 (Po) 32(20,90) s 2 (Po) 92(20,90) s = 2E (P,)) -

Finalmente, pelo item (a) temos o par de equagoes,
d 3
%_S(Po)a_g(moayo):_?)_i(Po) ) %_Z(Po)a_Z(xoyyo):_g_g(Po) )
e consequentemente,
% (Py)iip, = (~9E(P.),~%E(P,) ,-%E(P,)) =-VF(P,) =

Teorema 2 Seja F(x,y,z) de classe C! no aberto Q c R3 e seja P, = (24, Yo, 20) € §2, com
F(25,Y0,20) = 0. Nestas condigoes, se %—f(mo,yo,zo) # 0, entdo existirdao um retangulo
aberto I x J centrado em (z,,¥,) € um intervalo aberto V, 2, € V, tais que para cada
(z,y)eIxJ, 3! g(z,y) €V com F(x,y,2z) =0. A fungdo z = g(z,y), (z,y) e I xJ, é

diferencidvel, e de classe C1, e:

5@y g(@y)
9L (2,y,9(z,y))

Jg

%(xvy) =

S @yg(@y) 90, -
9L (2,y,9(z,y)) Oy’

Antes de iniciarmos a prova deste teorema tegamos algumas observagoes:

(1) Como no Teorema 1, consideremos 2 suficientemente pequeno e convexo tal que

‘?9—1; >0 em . Desta forma, vale a unicidade: F(z,y,21) = F(x,y,22) = 21 = 22.

(2) Como no Teorema 1, basta mostrarmos que em todo ponto P, = (Z,, Yo, 2o) € 2 existe
uma solugao local diferencidvel em (x,,y, ), para concluirmos que a solucéo g obtida

é diferencidvel em todo o seu dominio.

Demonstragao do Teorema:
Existéncia:

Consideremos (vide Figura 6 abaixo) um paralelepipedo aberto I x J x (z1,22), centrado
em P, = (x,, Yo, 20 ), suficientemente pequeno tal que seu fecho esteja contido em . Como
%—5 > 0, segue que F(2o,Y0,21) < 0 = F(Zo,Y0,20) < F(20,Yo,22); assim, devido & con-
tinuidade de F', podemos supor, sem perda de generalidade, que I e J sdo suficientemente
pequenos tais que a restrigdo de F' a IxJx{z1} é negativa e a restricio de F'a I'xJx{z}
é positiva.

Fixando agora (z,y) € I x J e considerando a fungio ¢(z) = F(z,y,z), com z € [z1, 22],
temos que ¢ é continua, estritamente crescente (pois tem derivada estritamente positiva),
e ainda mais ¢(21) < 0 e ¢(22) > 0. Logo, existe um tnico ndmero z = g(z,y) € (21, 22)

tal que p(g(x,y)) = F(z,y,9(z,y)) = 0. Seja entdo g assim definida, g: I x J = (21, 22).
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Figura 6: Teorema 2 das Fungoes Implicitas

Continuidade em (z,,y,):

Procedendo como acima temos que para todos z; e Zp, com z1 < 27 < Z, < Zy < 2o,

determinamos um retangulo aberto I; x I, centrado em (z,,¥,), tal que
(z,y)e i x J1 = g(z,y) € (51, 22).
Logo, g é continua em (z,,¥,).

Diferenciabilidade em (z,,y,):
Pela Lema 1, afirmacéo (3), existe uma terna de fungdes (1,2, p3) = ¢ definidas em €,
a valores reais, tais que:
(T2'1) F(ac,y,z) ZF(%,ZJO,ZO)
+Fm(5170a Yo, Zo)(l’ - IO) + Fy(xm Yo, zo)(y - yO) + FZ(IO, Yo, ZO)(Z - ZO)
+301(x7y7 Z)(ZL' - xo) + 902(x7 Y, Z)(y - yo) + 903(x7 Y, Z)(Z - ZO)

satisfazendo

(T2.2) lim )gpi(m,y,z) =0;1=1,2,3.

(z,9,2)>(20,Yo0,20

Substituindo z = g(z,y) e 2, = g(Zo,Yo) na expressdo (T2.1) para a fungdo F e notando
que F(z,y,9(x,y)) = F(2o,Yo,20) = F(P,) =0,V (x,y) € I x J, temos:

(T2.3) 0 = Fo(Po)(w-0)+Fy(Po)(y—Yo) + Fo(Po)lg(x,y) — 9(x0,Yo)]
+ o1y, 9(x,y) (@ - 20) + a2, y, 9(2,9)) (Y = Yo)
+ w3(z,y, 9(x,y))[9(7,y) - 9(20,90) ];

¢ definindo entao

77(907@) :Fz(Po)+@3(xayag(x7y))
(T2.4) o1(z,y) =e1(z,y,9(x,9))
<)0_2(‘r7y) :SDZ(mvyag(x,y))v
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temos, utilizando as equagoes em (T2.2) e que g é continua em (Z,,%,),

lim  n(z,y) =F.(P)#*0
(z,9)~(20,Y0)

(T2.5) lim  ¢i(z,y) =0

(2,9)~(20,Y0)
im bo(, =0.
o P2V

e substituindo as expressoes em (T2.4) na equagdo (T2.3) obtemos

(T2.6) 0 =Fu(P)(x-x0)+Fy(Po)(y—yo)+n(z,y)9(x,y) - 9(x0,90)]
+o1(x,y) (2 —x0) + P2 (2, 9) (Y ~ Yo)

e, dividindo (T2.6) por n = n(«,y), admitindo (z,y) préximo de (z,,y,), encontramos,

(P, £y (Fo)
(T27) gCo)-gn) =~ ) - A () < ) - 2 )
a qual pode ser reescrita como:
«(Po Fy (P
9(2,9) = 9(T0,Y0) =~ T (- o) - A3 (Y- o) +
z (Po 2 (Po Fy (P, Fy (P,
[Foip - B - 2 (- ) + [458 - 24P - 22y - )
F, (P,)

~ A (- o) - iizﬁio;(y Yo) + 1(2,9) (= 0) + ¥ (2,9) (4~ o)

com as condigoes, vide (T2.5),

_ET(PO)_ET(PO)_SE_l 1 =
1= FE 7 n (x,y)l—{?;o,yo va(@y) =0
(P oy (Po D: 3 =
e B2 i oo

(z,9)~(%0,Y0)

Entao, pelo Lema 1(3), e observagoes logo ap6s sua demonstragao, g é diferencidvel em

(%0,Y0) € valem as férmulas enunciadas para suas derivadas parciais em (2,,%,) ®

3

Exemplo 6: Ache pontos (., %o, 2,) € R? tais que a equacio a2 +y> + 2% = x+y + 2 tenha

solugoes implicitas diferencidveis z = z(x,y) em uma bola aberta contendo (z,,¥,) € tais

que z(xoayo) =Zo- Compute e g_z
Resolugao:
Consideremos a superficie de nivel zero de F(x,y,z) = 2% +y> + 2% —x —y — 2. Temos,
oF
=322-1,
0z

e F.(20,Y0,20) # 0 se 2z, # i\/TE. Entao, pelo Teorema 2, se P, = (2,,Yo,2,) Dertence a

superficie F~1(0) e z, # i\/T§7 existe uma funcao z = z(z,y) como desejada.

Ainda mais, derivando parcialmente a equacao
2’ +y’ 4 2 (ay) —w -y - 2(a,y) =0,

11



obtemos
322 +32%(x,y)ze —1 -2, =0 , 3y°+ 322(x,y)zy -1-2,=0.

Logo,
1-322 0z 1-3y?
e

0z
%(x,y)— 3 a_y(x’y)_ 322(xz,y) -1

2(z,y) -1

Exemplo 7: Se y=y(x) e z=z2(x), z € I = (a,b) c R, sdo solugdes implicitas de

(s1) { F(z,y,2)=0
G(x,y,2) =0,

com F e G diferencidveis num aberto de R?, compute as derivadas % e % (em fungéo

das derivadas parciais de F' e G).
Resolucao:

Por hipétese temos,
(52) F(x,y(ac),z(x)) =0 e G(a:,y(x),z(a:)) =0 ,

e portanto a curva y(x) = (w,y(m),z(m)), x €I =(a,b), estd contida na intersecgao das

superficies de nivel zero de F' e de G: F(x,y,2) =0 e G(x,y,z) =0.

Obtemos % e 92 derivando as equagdes em (S2) em relagdo & varidvel x:
dx dx

Yz dx T By de T 9z dx
9G dx |, 9G dy , 9C dz _
Oy dx 0z dx ’

{ OF doz | OF dy , OF dz
Oz dx

ou equivalentemente,

0Gdy , 0G dz _ _9G

OFdy | OF dz _ _0OF
Oy dx 0z dx ox
By de " 9z dx ~ oz’

cuja solugao ¢é dada pela Regra de Cramer,

OF  OF 9F  OF
oz Oz oy ox
oG 9G oG 9G
@ _ 1 oz 0z % _ 1 oy ox
dzx dF  OF T dx QF  OF ’
oy Oz oy oz
oG 9@ 9G  9G
oy Oz oy 0z
9F  OF
3 d _
para todo z € (a,b) tal que ﬁ é # 0 no ponto v(z) = (x,y(:c), z(x))
oy 0z

Notagao: O determinante jacobiano de F' e G em relagdo a y e a z, nesta ordem, é:

oF OF
IOF.G) | 3y &=
oG G
0y, z) By 0z
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De forma analoga indicamos os determinantes jacobianos de F' e G em relagdao a x e z

(nesta ordem) e em relacdo a y e  (nesta ordem). Com tais notagoes temos,

A(F,Q) o(F.G)
dy 9@ dz 3y
dx O(F,G) ’ dx O(F,G)

(y,2) o(y,z)

Exemplo 8: Seja g(u,v) = f(z,y), com z = z(u,v) e y = y(u,v) dadas implicitamente:

u=ax%+y>?
v=xy .
Suponha x yay

(a) Mostre que g—u = —%g—z.
(b) Compute %.
(¢) Mostre que f é constante sobre as hipérboles zy = c.

Resolucgao:

(a) Temos v = z(u,v).y(y,v), V(u,v). Portanto, derivando tal equagdo em relagéo a u

temos,
ox dy
O=y—+z—,
You " "ou
donde segue (a).
(b) Pela regra da cadeia temos,
9g _ﬂ@+%%_%3_ﬂﬂ%(_£@)
Ou ~ Oz Ou = Oy Ou z Ou Oy z Ou
=(8f _y0f\dz _ 1(,98f _, 90f\oz
Ox 0y )ou x\" oz yay ou
Entao, como xﬂ - ygi =0, segue que g—i =0.

(¢) Seja ¢ € R fixado e y(x) = (:17, g), x #+ 0, uma parametrizacdo da hipérbole zy = c.
Seja ainda, p(x) = f(x, g) a restricdo de f sobre a hipérbole. Entéo, utilizando que
xy = ¢ na segunda igualdade abaixo,

#@) =5 g)+ 5 (e 5)(3)
= SL(w,y) - B3 (x,y)
= a8 -y () =0

Portanto, f é constante sobre as hipérboles xy =c ®

Exemplo 9: Seja x = x(u,v) e y = y(u,v) dadas implicitamente pelo sistema
2, ,2
u=z*+y
() {
v=1xy .

9y

(a) Compute g e 52 em termos de 7 e y.

(b) Determine um par de fungoes = = z(u,v) e y = y(u,v) solugdes implicitas de (S).
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Resolucao:

(a) Derivando as duas equagoes de (S) em relagdo & varidvel u obtemos,

_9,.0z 9y
{ 1=2098 4 2y

_ 0z Oy

O—yau+xau.

Neste tltimo sistema, multiplicando a primeira equagao por x, a 2 por —2y e entao
somando-as obtemos x,. Analogamente, multiplicando a 1 equagao por -y, a se-

gunda por 2z e somando-as obtemos ¥,. Assim,

ox x oy y

ou 2z -y ¢ ou 22-y?)

(b) Do sistema (S) temos,

{ (z+y)?=2?+20y+y? =u+2v

(z-y)?=2%-20u+v?=u-2v,

e pela escolha de sinais abaixo ao extrairmos as raizes quadradas no sistema acima,

T+Yy=+Vu+2v , x-y=—-Ju-v.

Donde,

Y= y(u,v) _ \/u+2v42— u—2v n

{ €T = x(u,v) = —Vu'*'%; Vu=2v
No teorema abaixo utilizamos a notagao introduzida no Exemplo 7 para o determinate

jacobiano de duas fungoes em relagao a duas de suas variaveis.

Teorema 3 Consideremos F(x,y,z) e G(x,y,z), ambas de classe C'! no aberto Q c R® e
seja P, = (Zo,Yo,20) € Q, com F(0,Y0,20) =0 e G(Z0,Yo, 20) = 0. Nestas condigoes, se
O(F,Q)
Ay, z)
entao existem um intervalo aberto I, contendo x,, € um par de fungdes y = y(x) e z = 2(x)
de classe C! em I, tais que F(z,y(x),2(z)) = G(z,y(x),z(z)) = 0, Vx € I; além disso,
Yo = y(x0) € 2o = 2(x,). Tem-se ainda:

(x07y05 ZO) * 07

I(F,G) A(F,G)
@ __ d(z,z) % - d(y,x) .
dx OFG) 7 dx A(F,G)’

o(y,z) 3(y,z)

sendo os determinantes jacobianos calculados em (x,y(z), z(z)),z € I.

Demonstragao:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que %((i’f)) é nao nulo em 2. Suponhamos

ainda, também sem perda de generalidade, que %—f(xo,yo,zo) # 0. Pelo Teorema 2 a
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equagdo F(z,y,z) = 0 define implicitamente uma funcao z = g(z,y), (z,y) € V, sendo ¢
de classe C' em uma bola aberta V, centrada em (2,,%,) € 2o = g(%0,%,). Analisemos,
agora, a fungao H(:r y) = G(z,y,9(z,y)), (z,y) € V. E ficil ver que H ¢ de classe cH,

H(zo,y,)=0¢ ay H (1 4o) # 0 pois, lembrando que o Teorema 2 estabelece g—g -3y

9F
dz

%(xo,yo) = 3y ('Twym (To,Y0) + 8z (%,ym (%,yo)ay(%,yo)

E(20,90,9(0,0))
= Ty(mo,yo,g(xo,yo)) - E(xt)yyoag(x(hyo)) 5‘8}1’ (CEo Yo, Q(ZL’o yo))

OF 9G BF aG

(x07 Yo, g(xm yo))

o(F,G
_ 3((1/,2)) (£0,Y0,20) 20

%(movyovzo)
Consequentemente a equagao H(z,y) = 0, ou G(x,y,g(x,y)) = 0, define implicitamente

uma funcdo y = y(z),z € I, de classe C*! no intervalo I e ¥y, = y(x,). Para completarmos

a prova definamos z(z) = g(x,y(z)),z € I e passemos & verificagdo das propriedades
requeridas. Obviamente temos que G(z,y(x),z(x)) =0, F(x,y(z),2(z)) =0, y(x,) = Yo
e 2(wo) = 9(0,Yo) = Zo-

Para obtermos as férmulas para as derivadas de y = y(z) e z = z(x), derivemos em relac¢ao
a varidvel = as equagoes G(x,y(x),z(x)) =0 e z(x) = g(z,y(x)), obtendo entao o sistema

abaixo, ja utilizando as expressoes para gg e a—Z estabelecidas no Teorema 2,

_98G , 0Gdy | 9G dz

=95 4

oz Jy dx 0z dx
(TS.l) dz _ 909 , 9gdy _ _%5 _ %@
dr ~ Oz ' Oy dx %—5 %—f dx

No sistema (T3.1), substituindo a segunda equagdo na primeira equagao, encontramos

_0G L 0Gdy _ [6_F or i),
oz 8y dz Jx Oy dx
e multiplicando esta tltima por < obtemos

o (JGOF 0GOF,  0GOF _9GOF dy

Ox 0z 0z Ox dy 0z 0z Oy dx
donde segue: 0= —%((};’f)) - %((Z’(;)) d—i . Isto é,
a(F,G)
@ - o(z,z)
dx O(F,G)
9(y,z)

dz dy

Para encontrarmos a expressao para -, substituimos a encontrada para _Z na primeira

equagdo do sistema (T3.1) acima determinado. Assim procedendo obtemos:

OZGm_Gy[FwGZ—FZGx] c.%

F,G.- F.G, dz’
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donde, multiplicando por (F,G. - F.G,) :
d
0= Gu(FyGs = F.Gy) =~ Gy (FG. - F.G.) + Go(Fy G = F.Gy)
x

agora, primeiro cancelando os termos G, F.G, e em seguida dividindo por G, o qual

também podemos supor nao nulo (sem perda de generalidade), concluimos que

I(F,G)

0~ I(F,G) +a(F,G)@ Lk 6w
© Ay, x) d(y,2) dx de %((F,G)) :

Y,z

Finalmente, basta observarmos que z(z) é uma funcao de classe C* pois z(z) = g(z,y(x)),

sendo que g = g(x,) e y(x) sdo funcdes de classe C! m
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