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MAXIMOS E MINIMOS CONDICIONADOS E
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Definigoes: Seja f : Dom(f) - R, com Dom(f) um aberto em R", n
arbitrario em N. Dizemos que o ponto Py em Dom(f) é:
. . ;. g g
e Ponto critico, ou estacionario, de f se V f(P) = 0.

e Ponto de maximo [minimo] local de f se existe uma bola aberta B(FPy;r),
de centro Fy e raio r > 0, tal que f(Fy) > f(P) [f(FR) < f(P)], para
todo ponto P na interseccao B(Fy;r)nDom(f).

e Extremante local de f se é ponto de maximo [minimo] local de f.
e Extremante local de f em um subconjunto A de Dom(f), se P, estd em

A e Py é ponto de maximo|[minimo| local da funcdo f restrita a A.

Teorema 1. Seja ) um aberto em R2. Sejam [ e g duas fungées em
CY;R) e L = {(x,y) : g(x,y) = 0}, a curva de nivel zero de g, com
gg(x,y) + 6), para todo (x,y) em L. Seja Py = (x9,30) em L um ponto de

maximo, ou minimo, local de f em L. Entao, existe A em R tal que

(L1) VF(Ro) = AV g(Pp).

v 7' (to)

V

' BnL={g(x,y)=0}

Figura 1: Teorema de Lagrange no Plano

c=f(zo,0) R
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Prova. Vide Figura 1.

Localmente, no ponto Fy, pelo Teorema da Func¢ao Implicita segue que L é

parametrizavel como uma curva y(t), com ¢t em uma vinhanga de zero, com

v(0) = Py e 7/(0) # 0. Assim, a funcao (f oy)(t) tém extremante em ¢ = 0.
Donde segue (fov)’(0) =0 e pela regra da cadeia obtemos ?f(PO) 1 ~+(0).

Porém, também sao vélidas as relagoes:

goy=0, Fg(R)17(0), ¥(0)2T e Fg(P)= 0.

Portanto, o vetor v f(Py) é paralelo ao vetor nao nulo gg(Po). Donde

concluimos a tesem

Interpretagoes Geométricas para o Teorema de Lagrange (acima).

Y
Y f(Py)
F
L:g(z,y)=0

A B (C :curvas de nivel
a,becde f
a<b:f(P0)<c

s

LV F(By) = AV g(Py)

ci = f(R)
C3

Ca
C1

L:g(x,y)=0

T

Figura 2: Ilustragoes 2A e 2B (complementares) para o Teorema de Lagrange

Interpretagdo para Figura 2-A (a esquerda).

Suponha que v f(Py) + 0 6 obliquo a L em P,. Entao, a curva C' de nivel

f(Ry), de f, cruza a curva L e as curvas de nivel ¢, de f, com ¢~ f(FP)

[i.e., ¢ proximo a f(P,)], cujos graficos proximos a C, também cruzam L

e, orientando-as na dire¢do de crescimento de ¢ (a diregdo do gradiente)

vemos que Py nao é ponto de maximo, nem ponto de minimo, local de f em

L, contra a hipdtese. Portanto, o gradiente v f(Fy) é ortogonal a L, assim

como o gradiente V g(Py). Logo, o vetor V f(P,) é paralelo a V g(FP).



Interpretagdo para Figura 2-B (a direita): Representemos as curvas de nivel

c1<cg<cz<cy=f(xo,y) = f(Py) no sentido de crescimento do gradiente

de f (pois f cresce na dire¢ao do gradiente). E claro que o valor méximo

de f sobre a curva L = {(x,y) : g(x,y) = 0}, corresponde ao maior valor

c tal que a curva de nivel f(x,y) = ¢ intercepta a curva L. Em tal ponto

Py de intersecgao tais curvas tem mesma reta tangente e assim mesma

reta normal, as quais a priori tem direcio V f(Py) e V g(Py) (Figura 2-B),

respectivamente. Logo, tais vetores sao paralelos e o vetor v f(Py) é um

multiplo de gg(Po) ja que este é nao nulo.

Observacoes. Mantenhamos a notacao do Teorema 1 e sua demonstracao.

(1)

(2)

(3)

Suponhamos que P, é ponto critico de f e A =0. Entao, temos
V(Py) =0 =AVg(R)

apesar que nao existe um nimero \ tal que 0+ ?g(PO) = /\gf(Po).
Neste particular sentido, concluimos que a equagao (1.1) é a melhor

possivel.

Pontos criticos de f pertencentes a L, sao candidatos a extremantes

locais de f restrita a L.

Se §>f + 0 para todo (x,y), localmente parametrizamos a curva de
nivel ¢ = f(P,), de f, por uma curva 4, com ¢’ # 0. Esta curva tem

vetor tangente ortogonal a ?f(P[)). Logo,
o"(Py) L ?g(PO).

Assim, no ponto Py, visto que os vetores tangentes ¢’ e 7/ sao nao nulos
e ortogonais a gg(Po), vemos que ¢’ e 7' sao multiplos um do outro.
Portanto, as curvas L = {(x,y) : g(x,y) =0} e a de nivel ¢ = f(F) da

funcao f, tangenciam-se no ponto F.



(4) Os extremantes surgem do sistema abaixo, dado por uma equagao

vetorial e uma equacgao escalar,
— —
Vf(z,y)=AVg(z,y)
9(z,y) =0,

equivalente ao sistema abaixo, que apresenta trés equacoes escalares e

trés incégnitas x, y e A:

af O
55 = A\oe
af _\d
3y = Ay
g(x,y) = 0.

(5) Na equagao (1.1), é possivel eliminar o parametro \ trivialmente (mas
a conveniéncia depende do problema). De fato, a resolubilidade da
equacao

VI (Py) = AVg(R)

equivale a resolubilidade da equacao

of  9f

Jox Oy _
% g (Py) = 0.
ox Oy

A questao da determinacao dos extremantes locais de f sobre a curva
{(z,y) : g(x,y) = 0} é usualmente referida como o problema da deter-
minagao dos maximos e minimos de f sujeita a restricdo g(z,y) = 0 ou, dos

maximos e minimos condicionados de f sujeita a condi¢do g(z,y) = 0.

Para aplicarmos o Método dos Multiplicadores de Lagrange sao necessarios

os conceitos abaixo.
Definigoes Topolodgicas. Sejam A e K dois subconjuntos de R”.

e A é fechado se seu complementar R \ {A} = A¢ é aberto.

e K ¢é compacto se é fechado e limitado.

Segue um teorema fundamental para estudo de maximos e minimos.



Teorema (Weierstrass). Seja f : K — R uma fun¢ao continua, K um
subconjunto compacto em R". Entao, f assume valor maximo absoluto e

valor minimo absoluto em K.

Prova. Inicialmente, mostremos que f é limitada.

e f é limitada. Suponhamos, por contradicao, que f ¢é ilimitada. Visto
que K ¢é limitado, temos que K esta contido em um cubo fechado
C =Cy em R”, de faces paralelas aos planos coordenados, e de aresta
de comprimento L. Particionemos este cubo em 2" cubos fechados
de faces paralelas aos planos coordenados, de forma natural e trivial.
E 6bvio que f é ilimitada sobre a interseccao de K com ao menos
destes 2" cubos. Seja C tal cubo. Entao, iterando tal argumentagao
construimos uma sequéncia C,, n em N, de cubos fechados com faces
paralelas aos planos coordenados e de arestas de comprimento L/2",
tal que o cubo Cj,; estd contido em C}, para todo j > 1, e tal que
f € ilimitada sobre a interseccao K n C,. Entao, pelo Principio dos
Intervalos Encaixantes [vide Um Curso de Célculo, H. L. Guidorizzi,
Vol 1, 5 ed, p. 19] temos que a interseccao de todos estes cubos é
dada por um tnico ponto p em R”. Ainda, escolhendo para cada n em
N um ponto , na interseccio C, n K, temos que |z, — p| < Lv/2/2".
Logo, z, - p se n - +o00. Portanto, como K ¢é fechado, o ponto p
pertence a K. Entao, como f é continua em p, temos que existe uma
bola aberta B(p;r), centrada em p, com raio r > 0, tal que f é limitada
sobre B(p;r)n K. Obviamente existe um cubo Cy contido em tal bola

B(p;r). Entretanto, f é ilimitada sobre a interseccao Cy N K ¢

e Existéncia dos pontos de maximo e minimo. Como f(K) é limitado em
R, pela propriedade do supremo temos que existem m = inf f(K), o
infimo de f(K), e m =sup f(K), o supremo de f(K). Suponhamos,

por contradigao, que f(z) < M, para todo z em K. Entao, a funcao
1
M- f(x)’

é continua e, como consequéncia da definicao de supremo, ilimitada 7

rem K,

Assim, existe b em K tal que f(b) = M. Analogamente, existe a em

K tal que f(a)=mm



Exemplo 1. Determine a curva de nivel da funcao f(x,y) = 2 + 16y>
que seja tangente a curva (um ramo de hipérbole) xy =1, x > 0 e y > 0.

Determine também o ponto de tangeéncia.

Solucao.

é_i 1 2 22
22+ 16y2=8,2>0

Figura 3: Ilustracao ao Exemplo 1

No ponto (g, yo) em que as curvas se tangenciam seus vetores tangentes sao
paralelos e seus vetores normais também. O vetor normal a curva de nivel
é o gradiente v f e o vetor normal a hipérbole xy = 1 é o vetor gradiente
da funcao g(z,y) = zy, ?g(wo,yo) = (Yo, Zo), que é nao nulo pois zoy = 1.

Temos entdo, V f(zo, o) = )\gg(xo,yo) para algum A€ R e,

(2%‘0,32’%)) = )\<y071'0) .

Logo, 2x0.32y9 = Ayg.A\Tg €, como Zoyo = 1, obtemos 64 = A2 e A = £8.
Porém, como temos zy > 0 e yg > 0, a possibilidade A = =8 ¢é inaceitavel.
Desta forma obtemos zy = 4y e portanto, 1 = xoyo = 4y2 e assim encontra-

mos Yo = % e rg = 2 e o ponto de tangéncia

1
(ZL’(), yO) = (27 5) .
A curva de nivel é a elipse dada por

1
x2+16y2=f(2,§):4+4=8l



Exemplo 2. Analise 0os méximos e minimos de
f(z,y) = 2% - 22y +3y*, com a restricio 2 +2y* = 1.

Solucao.

Consideremos a elipse F = {(z,y) : 22 = 2y?> = 1} e também a fungao
g(z,y) = 22 +2y2 - 1. Entdo, E = ¢"1(0) e Vg = (2z,4y) # 0 sobre E.
Como f é continua e E é compacto, pelo Teorema de Weierstrass f assume
maximo e minimo sobre E. Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

segue que para tais extremantes existe A em R tal que

r?2+2y?2=1.

?f(m, y) = A?g(x, Y) ou (2 = 2y, -2z + 6y) = \ (27, 4y)
22+ 2y =1 ’

Eliminando o parametro A na primeira equacao do sistema a direita temos,

20 -2y 6y -2x

=0 = 2y(z-y)-z(By-2)=0.
2z 4y

Porém, temos 0 = 2(zy — y?) - (3zy —22) = (x - 2y)(x + y). Assim, obtemos
as solugoes P = (2y,y) ou @ = (-y,y). Como P e () pertencem a elipse

concluimos que

_.(2 1
(2y)2+2y2 =1 y=+r P—i(%,%)
ou = ou = ou
2 2 — =41 =41t - L1
ye+2y° =1 Y=+ Q—:I:(\/§, \/g)

Os pontos :I:(% —%) sao de maximo e os pontos i(%, %) sao de minimom



Teorema 2. Sejam [ e g funcoes em C1(;R), Q um aberto em R3.
Consideremos a superficie de nivel S = {P = (z,y,2) em Q : g(P) = O},
com ?g(P) + 0 para todo P em S. Suponhamos que um ponto Py em S é

extremante local de f restrita a S. Entao, existe um real \ tal que
V(R)=AVg(R) .

Interpretacdo. Analoga a dada no caso planar. Se gf(Po) + 0 é obliquo a S
em Py (i.e., ao plano 7 tangente a S em Fp), entao a superficie S’ de nivel
f(Ry), de f, cruza S em P, e as superficies de nivel ¢, de f, para valores de ¢
proximos de f(F), também cruzam S e orientando-as na diregao v (Py),
de crescimento de ¢, vemos que Py nao é extremante de f, contra a hipotese.
Logo, conclufmos que V f (Py) é ortogonal a S, assim como ?g(Pg) 0.

Donde deduzimos que os vetores V f(Py) e V g(P,) sio paralelos.

Figura 4: Ilustracao ao Teorema 2.



Prova.

Pelo Teorema 2 das Fungoes Implicitas, S é localmente em Py = (xg, %o, 20)
(isto é, em uma bola aberta contendo F), dada pelo gréfico de uma fungao

z=(z,y), com o par (z,y) numa vizinhanca de (z9,%0) e ¢(Zo,%0) = 2o

Pelas hipdteses segue que dada uma curva arbitraria v no grafico de ¢,
satisfazendo v(0) = Py, a fungao (f o) tem méximo ou minimo em ¢ = 0.
Portanto, o vetor gradiente v f(Py) é ortogonal ao vetor tangente ~'(0).
Consequentemente, o vetor v f(Fy) é ortogonal ao plano m, tangente ao

grafico de ¢ no ponto Fj.

E claro que o vetor ?g(PO) também é ortogonal ao grafico de ¢. Logo, ao

plano 7.

Desta forma, os vetores V f (Py) e ?g(PD) sao paralelos e, como o vetor

ﬁ ~ Z.
V g nao se anula, concluimos a tese m

Observacao 6. No Teorema 2 também é simples eliminar o parametro A
e, novamente, a conveniéncia depende do problema. A resolubilidade da
equagcao

gf(Po) = A?g(PO)

equivale a resolubilidade de

- -
7k

of of of _
9z oy 0= (FP) = 0
99 99 g

ox ox 0z



Exemplo 3. Verifique que existe um tnico ponto P no plano
3r+2y+2=12

cuja soma dos quadrados das distancias de P a (0,0,0) ea (1,1,1) é minima.

Determine-o.

Solucgao.

Geometricamente, se K é um disco fechado e limitado que contém os pontos
dados e intersecta o plano 7 dado, o ponto procurado pertence a K nm e é

entdo o minimo absoluto da func¢do (quadrado da distancia)

D(z,y,2)=(z-0)*+(y-0)?+(2-0)2+(z-1)?*+(y-1)*+ (2 - 1)?

restrita ao compacto K nmw. O Teorema de Weierstrass assegura a existéncia
de tal minimo. Pelo Teorema 2 os extremantes de D(x,y, z) com a restrigao

3z + 2y + z = 12 satisfazem:
VD(z,y,2) =A(3,2,1), Aem R,

ou, eliminando o parametro A,

— — - — — —

1 J k 1 J k
0 = 20+2(x-1) 2y+2(y-1) 22+2(z-1) |=22x-1 2y-1 2z-1
3 2 1 3 2 1

Desta forma é claro que desenvolvendo o segundo determinante pela pri-
meira linha temos, (2y—1-42+2) 7 —(22-1-62+3) 7 +(dz—2-6y+3) % = 0
e portanto, 2y = 42 -1 e z = 32 — 1. Donde, substituindo na equagao do
plano, obtemos 3(3z—-1) + (42— 1) + z = 12. Finalmente,

16 25 34 34 25 16
(2.2

SV VRV 14714 14

Atencao. Neste caso podemos eliminar A mais simplesmente com as equagoes

20+2(x-1)  2y+2(y-1)  2z+2(z-

1)
3 2 1 (=1 =

10



Exemplo 4. Consideremos o plano w:ax +by+cz+d =0, a®? +b> + c? £ 0.

(a)
(b)

Determine o ponto P; = (21,91, 21) no plano 7 mais préximo a origem.
Com o método utilizado em (a) mostre que a distancia de todo ponto
Py = (%0, Y0, 20) ao plano é dada pela férmula:

laxg + byo + czo + d|

Va?+b%+c?

1 Solugao.

(a)

Geometricamente sabemos que existe tal ponto P = (z1,y1,21) e que
P, =(0,0,0) se d =0. Passemos a determinagdo do minimo da fungao
O(z,y,2) = 22 + y? + 22, 0 quadrado da distancia, sujeita a restrigao

ax + by + cz + d = 0. Utilizando multiplicadores de Lagrange temos,
ﬁq)(Pl) = <2$1,2y1, 221) =\ (CL, b, C> .

Logo, P = (x1,y1,21) = %(a, b, ¢) e, substituindo tais coordenadas para

Py na equacao para 7 temos 0 = axy +by; +cz; +d = %(CL2 +02+c2) +d.

Donde, % = —m. Assim, o ponto de m mais proximo a origem é
d
P=—-———(a,b,c) .
a2+62+c2( bre)

Geometricamente é claro que existe em 7 o ponto P, = (za,y2, 22)
mais préximo de Py = (2o, 4o, 20). Claramente, P, é ponto de minimo
absoluto da funcao W(z,y,2) = (x—9)?+(y—yo)? + (2 —20)? restrita ao
plano az+by+cz+d = 0, que avalia o quadrado da distancia dos pontos

do plano 7 ao ponto Fy. Aplicando multiplicadores de Lagrange temos,
VU(Py) = (22 - 70), 2(y2 — %0), 2(22 — 20)) = p{a, b, c) .

Portanto, PP, = £ (a,b,c) e a distancia de P, ao plano m, dada pelo
modulo do vetor Py Ps, é entao %| (a,b,c)|. Visto que P, = Py+5(a,b,c)
pertence a 7 temos a(xg + 5a) + b(yo + 5b) + c(20 + §¢) +d = 0. Donde,

g(a2 +b% + %) = —(axg + byy + czo + d).

Finalmente, a distancia procurada é

5, - 212 ) v ez
2V Vaz + b2 + 2 b2t 2

11



Py = (20, Yo, 20)

\%’

Figura 5: A distancia de um ponto a um plano.

2 Solugao (Geométrica, simples e sem multiplicadores de Lagrange):

Se P,, pertencente a 7, é o pé da perpendicular por F, ao plano 7 temos
—_
que PP, é paralelo ao vetor normal a m, n, = {a,b,c) # 0. Logo, existe
% . ~ . ’ é
A em R tal que PP, = A(a,b,c) e portanto a distancia de Py a w é |PyPs|.

Porém, da identidade
P2=P0+P0P2=P0+/\(a,b,c) R
segue que
0=a(zg+Aa)+b(yo+Ab) +c(z0+Ac)+d=0,

e assim, A(a2+b2+c2) = —(azg +byo + czo+d) e \=—2eiorcord Dopde,

azmo + by + czo + d

Va2 +b?+c?

[FoPs| = [Al[{a,b,¢) |

— = = . — = = —
Recordemos que: se 1, v e w sao vetores em R3 tais que v x v #0 e w

’ — —> ~ —> . ~ . —> —>
¢é ortogonal a u x v entao w é combinacao linear de u e .

Teorema 3. Consideremos trés fungées f, g e h em C'(€;R), com Q um

aberto em R3, e a interseccao de duas superficies de nivel zero
L={P=(z,y,2) em Q: g(P)=0e h(P)=0}.

Suponhamos que gg(:v,y,z) X ?h(m,y,z) # 6), para todo (x,y,z) em L.
Suponhamos que Py = (xg,%0,20) é um extremante local de f sobre L.

Entao, existem \; em R e Ay em R tais que
VI(Po) = M Vg(Po) + Ao Vh(Ry).

12



hz,y,2) =0

Figura 6: Ilustracao ao Teorema 3.

Prova.

Pelas hipéteses (vide o Teorema 3 das Fungoes Implicitas) temos que lo-
calmente, em Py, L é uma curva v = ~(t), com v(0) = Py e 4'(0) # 0.
Como Im(+y) estd contida na superficie de nivel zero de g, segue que o vetor
¥V g(P) é ortogonal a 7/(0) e, analogamente, o vetor V h(P) é ortogonal a
7'(0) (vide Figura 5). Portanto, 7/(0) é paralelo a ?g(PO) x ?h(Po).
Ainda, a funcdo (f o y)(t) tem méximo, ou minimo, local em ¢ = 0 e
YV f(Py) L4'(0) #0. Assim, temos V f(By) L Vg(B) x Vh(F). Donde
segue que o vetor V f(P,) é combinaco linear de V g(Py) e VA(P,) m

Observacao 7. Uma vez mais é elementar eliminar os parametros A\; e
A2 (sendo a conveniéncia circunstancial). De fato, no Teorema 3 temos a
identidade ?f(PO) = Algg(PO) + )\ggh(Po) se, e somente se,

of 9f Of

or Oy 0z

99 99 g =
or Oy 0z (PO) 0.
oh Oh  Oh

or Odx Oz

Observacao 8. Os sistemas encontrados nos teoremas acima sao redutiveis
a uma unica equacao vetorial, eliminando equagoes de restricao e acrescen-
tando variaveis. Para o Teorema 3, e analogamente para os demais, defini-
mos a funcdo £ em cinco varidveis livres (vide Exemplo 6, a seguir), ou ndo

condicionadas,
E(xayazaA7#) = f(l'7y,2) - )\9(1’7?/,2) _Mh(Ia?J,Z)«

13



As solugoes do sistema mencionado sao os pontos de maximo ou minimo
ndo-condicionados de L, os quais se encontram entre seus (de £) pontos

criticos e satisfazem,

VL(2,9,2, 1) = (o = Age = P fy = Mgy = 1thy, fo = Age = hz, =g, <h) = 0,
que é um problema sem condicoes de restricao e simétrico no sentido que as
variaveis tem igual importancia. Esta formatacdo do problema é elegante
e trivialmente generalizavel para uma funcao f com qualquer ntmero de

variaveis e com qualquer niimero de restrigoes.

Defini¢ao. A varidavel A (ou p) é um multiplicador de Lagrange.

Em Economia, Geometria Diferencial, Cédlculo das Variacoes, etc. o multi-

plicador A é convenientemente interpretado e tem importancia por si so.

Exemplo 5. Determine os pontos mais afastados da origem e com coorde-

nadas sujeitas as restricoes 2 +4y?+22=4 ex+y+z=1.
Solucao.

Determinemos os pontos que maximizam a fungao D(x,y,z) = 22+y%?+22, 0
quadrado da distancia de (x,y,z) a (0,0,0) com as restrigoes g(x,y,z) =0
e h(z,y,2) =0, com g(z,y,z) =x+y+z-1e h(x,y,z) =22 +4y> + 22 - 4.
Tais pontos pertencem a interseccao do elipséide g = 0 com o plano h = 0,
a qual é um compacto K de R3. Como D é continua, D assume maximo
e minimo em K. Pela Observacao 7 ao Teorema 3, se Py = (9,0, 20) €

extremante local de D sobre K = {(z,y,2):g=0e h=0} temos

2xg 2yo 229 o Yo <o
1 1 1 =411 1 1 [=0.
21’0 8y0 220 To 4y0 20

Logo, 0 = zo(20 —4y0) —yo (20— o) + 20(4yo — x¢) = 3yo(20 — o) € temos yo = 0

ou zg = xg. Se Yo = 0 obtemos
r+z=1
2+ 22 =4,

?+(1-2)=4 & 2*-20-3=0<1=

1+ V7
o

14



Assim, P, = (%7, 0, #) e P = (1’2‘/7, 0, ﬁ) sao candidatos a extre-

mantes. Se zg = xg temos,

20 +y =1 y=1-2z

=
202 +4y? =4 22+ 2y =2
2 2 2 8
+2(1-22)°=2<92"-81r=0 < x:Ooux=§ :

Neste caso os candidatos sao Ps = (0,1,0) e Py = (g, - g).
Comparando os valores D(P;) = D(P,) = 4, D(P3) =1 e D(P,) = L&

81
constatamos que P; e P, sao os pontos desejados m

Exemplo 6. Determine o ponto sobre a reta de interseccao dos planos

r+2y+z=1e -3x—y+2z=4 que estd mais proximo a origem.
Solucao.

Minimizemos 22 +y2+22 com as restri¢oes x+2y+z-1=0e -3x-y+22-4 = 0.
Definindo

L(x,y,z, \pu)=a*+y* +22 - Mo +2y+2-1) - pu(-3z -y +22-4),

resolvamos o sistema

9L =2z-A+3p=0,
(89_5 =2y-2A+p=0,
% =22-A-2u=0,
9% - —(z+2y+2-1)=0,

& =(Br+y-2:44)=0.

Das trés primeiras equagoes temos,

m_)\—?)u 2 -1 A+ 2p

) Y z Y
2 2 2

que substituidas na quarta e na quinta equagoes e entao simplificando for-

necem

6A -3 =2
3N-14p =-8,
e)\=%e,u=%. Dondeconcluimos,xz—%,y:%ez:}—g [
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No espaco R™, chamamos um subespaco vetorial de dimensao n—1 de hiper-

plano (se n =3, um hiperplano é um plano passando pela origem).

Exemplo 7. Seja f: R" — R diferenciavel e tal que a restricao de f a um
hiperplano 7 tem um méximo em um ponto P no hiperplano. Verifique que

dado um vetor arbitrdrio v unitério e paralelo a 7 entdo temos
of

Isto é, Vf(P) é ortogonal a w. Supondo 7 o vetor normal ao hiperplano 7

conclua que existe A em R tal que

Vf(P)=A7.

Seja 2 um aberto em R”, n fixo em N. Como consequéncia do Teorema da
Fungao Implicita para uma fungdo g em C'(€2;R), mostremos que vale um

resultado andlogo aos teoremas 1 e 3, no espago n-dimensional.

Teorema 4. Sejam f e g, ambas em C'(;R), e S={zeQ:g(x) =0}, a
superficie de nivel zero de g, com ?g(az) + 0 para todo x em S. Seja P,

em S, um extremante local de f restrita a S. Entao, existe A em R tal que
VI(P)=AVy(P).

Interpretagdo. A superficie solugao S da equagao g(x) = 0 possui hiperplano
tangente 7 e para toda curva v em S, v(0) = P, a composta f o~y tem um
extremante em P. Donde, Vf(P) é ortogonal ao vetor tangente +/(0) em

7. Assim, Vf(P) e Vg(P) sao ortogonais a 7. A conclusao é entao trivial.
Prova.

Indiquemos por = = (2/,z,), com x' = (x1,...,2,1) em R* 1 e z, em R,
a varidvel em R™ = R"! x R. Analogamente, P = (p1,....,0n) = (D', Pn)-
Suponhamos, sem perda de generalidade, 8Tgn(P) # 0. Pelo Teorema da
Funcao Implicita concluimos que S é, localmente no ponto P, o grafico de

uma fungao ¢(x') de classe C*.
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Descrevamos S, localmente em P, como S = {(x’, <p(3:’)) 1 x' pertence a A},
onde A é um aberto em R* !, com p’ em A e (p’, go(p’)) = P. E entdo valida
a identidade

g(ml, vy Tpe1, (1, ...,mn_1)> =0, para todo (z1,...,2, 1) em A.

Assim, pela regra da cadeia e omitindo os pontos de aplicacao z’ e (x’, gp(x’)),

[ 1 0 0 ]
0 1 0
EE S I ; -[o 0].
0 . 1
s Bp 2
L 921 Bz 0 0 Bz dpxn-n)

onde a matriz nula indicada é de tamanho 1 x (n - 1). E claro que as
n—1 colunas da matriz n x (n—1) acima sao linearmente independentes em
todo ponto 2/ em A. E facil constatar que o vetor Vg é, localmente em S,

ortogonal aos vetores correspondentes as n — 1 colunas citadas.

Por hipétese, a funcao f(x’, gp(x’)) tem um extremante em p’ = (p1, ..., Pn_1)-
Logo, suas derivadas parciais se anulam em p’. Sabidamente, tais deriva-
das parciais correspondem as colunas da matriz jacobiana de f (;E’, go(x’)),
cuja expressao é analoga a da matriz jacobiana da fungao g(a:" (! )) dada

acima, bastando trocar g por f.

Assim, a funcao f satisfaz a mesma equacao matricial que g, no ponto
(p',p(p')) = P. Portanto, Vf(P) e Vg(P) sdo ortogonais a um mesmo
conjunto de n—1 vetores linearmente independentes em R”. Logo, os vetores

ﬁ
Vf(P)e Vg(P)+ 0 sao paralelos. Donde, concluimos a tese m
Para demonstrarmos o préximo teorema, necessitamos do lema abaixo cuja

prova ¢ agradavelmente simples ainda que nao concisa.

Lema 5. Seja M uma matriz em M,,.,(R), com m < n, tal que suas m
linhas sao linearmente independentes. Entao, existem m colunas de M tais

que o determinante da matriz m x m formado por tais colunas é nao zero.
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Prova. Escrevamos

a1 N ¢ 5 T 13 77}

M, =

[0 2 . ... Qynp

A primeira linha de M; é nao nula e assim, existe uma j-ésima coluna com
primeiro elemento a;; = A\1; # 0. Entao, multiplicando a primeira linha por
um numero conveniente e somando-a a segunda linha obtemos uma nova
matriz cuja segunda linha apresenta o niimero 0 na j-ésima coluna. As m
linhas desta nova matriz sao também linearmente independentes e todos os
seus menores (determinantes) de ordem m s@o iguais aos correspondentes
menores (determinantes) originais. Iterando tal procedimento, multiplica-
mos a primeira linha por sucessivos nimeros convenientes e a somamos
ordenadamente as demais linhas e obtemos uma matriz M, satisfazendo as
condicoes: o primeiro elemento na j-ésima coluna é A; = a;; # 0, os demais
elementos na j-ésima coluna sao nulos, suas linhas sao linearmente inde-
pendentes e todos os seus menores de ordem m sao iguais aos respectivos

menores originais da matriz M.

Escrevamos,

bll e e )\1]' e bln

: B |

My=| . o0
0

0

bml bmn

A seguir, notemos que a segunda linha de M, é nao nula e assim, existe uma
k-ésima coluna de Ms, onde k # j, com um elemento by = A9 # 0. Entao,
argumentando analogamente ao paragrafo anterior, encontramos a préxima
matriz Ms (v. abaixo) satisfazendo: o segundo elemento em sua k-ésima
coluna é Ay, = by # 0, 0s demais elementos na k-ésima coluna sao nulos (a
operacao de multiplicar a segunda linha de M5 por uma constante e entao

adiciona-la a primeira linha nao altera o elemento \;; presente na j-ésima
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coluna da primeira linha de M), a j-ésima coluna da matriz Mj é igual a
j-ésima coluna da matriz M,, suas linhas sao linearmente independentes e,
ainda, todos os seus menores (determinantes) de ordem m sao iguais aos

respectivos menores de M,. Escrevamos,

C11..0..)\1j...01n

Aok

0
0
0
Cm1 0 Cmn

Entao, iterando tal processo encontramos as m colunas desejadasm

Aproveitando a ocasiao, vale a pena notar que o Lema 5 implica trivialmente
o Teorema do Posto: Se M é uma matriz em M,,,,(R) entao, o nimero
p de linhas linearmente independentes de M ¢é igual ao nimero de colunas
linearmente independentes e existe um menor (determinante) de M, de
ordem p e nao nulo. Ainda, o Teorema do Posto implica o Teorema do

Nucleo e da Imagem. Vide demonstragoes no Apéndice 1.

Teorema 6. Sejam f em C'(R™%R) e g = (g1,...,9m) em C*(R";R™),
com m < n. Suponhamos que f tem um extremante local no ponto P em
S =g¢71(0,...,0). Suponhamos também que o conjunto {Vgi,...,Vgn} é
linearmente independente em R™ em todo ponto. Entao, existem m niimeros

reais \i, ..., A\, tais que
Vi(P)=MVg(P) + -+ X\Vgm(P).

Interpretacdo. Consideremos, para cada j = 1,...,m, o hiperplano em R"
tangente a superficie gjfl(()) no ponto P. A interseccao destes hiperplanos
¢é o espago vetorial V' tangente a S' e de dimensao n —m. O espago vetorial
V+ ortogonal a V, tem dimensao m. O conjunto {Vgi(P),...,Vgm(P)} é
ortogonal a V' e portanto uma base de VV+. Ainda, dada uma curva arbitraria
v em S, com v(0) = P, temos que a fungao f o~ tem um extremante em
t =0 e assim, Vf(P) é ortogonal a 4'(0). Logo, o vetor V f(P) é ortogonal
a V' e uma combinacao linear de Vg (P), ..., Vg (P).
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Prova.

Escrevamos R” = R¥xR™, com k = n—m. Indiquemos um ponto em RF x R™
por (z,y), com z € R¥ e y em R™. Analogamente, escrevemos P = (g, yo)
com 7o em R” e y5 em R™. Pelo Lema 5 acima podemos supor que a matriz

formada pelos gradientes das funcoes g;; tem a forma

91 991 | 991 991
Oz1 T Oy dyr " Oym
9gm 9gm | 9gm 9gm
| Ox1 o Oy oy1 T Oym digxn

9gi
9y,

Implicita, em uma vizinhanca de P a superficie S é o grafico de uma funcao

na qual a matriz [ (:L’,y)] é inversivel. Entao, pelo Teorema da Funcao

©: A—>Rm de classe C', onde A é um aberto contendo xy. Entao temos,
g(x, <p(:c)) =0, para todo x em A.

Aplicando a regra da cadeia obtemos entao a equacao matricial

0
0 1 0
[ 991 91 ¢ 991 ]
dry " Oxy oy T Oym
0 . .. 1
=[0] .
91 Op1 Op1 mxk
oxr1 Oxo : : O0Tm
9gm 99m  9gm 9gm
| Oz ot Owg oy o Oym
L Ox1 Oxa : : Oxm

Fixemos um ponto (x, go(x)) no grafico de ¢. Consideremos V' o sub-espago
vetorial de R™ gerado pelas k colunas linearmente independentes da matriz
(k +m) x k na equagao matricial acima e V1 o sub-espago vetorial de R"

que ¢ ortogonal a V. Sabidamente, a dimensao de V+ é n—k = m. Pela
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citada equagao matricial vemos que o conjunto linearmente independente

{Vai1,...,Vgm} esta contido em V* e é, portanto, uma base de V'*.

Por hipétese, a funcao f (x,gp(x)) tem um extremante em xy. Logo, suas

derivadas parciais se anulam em zy. Sabidamente, tais derivadas parciais

correspondem as colunas da matriz jacobiana de f (x, cp(x)) no ponto xg,

1
0

91
ox1

Oom
L Ox1

0

91
Oxo

Oom
Oxo

Op1
Oxm

Opm
OTm

-[0],..

Segue entao que o vetor Vf(P) é ortogonal a V. Portanto, Vf(P) é uma

combinagao linear dos vetores da base C = {Vg1(P),...,Vgn(P)} de V* m.
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Maximos e minimos, locais e absolutos,

de uma funcao f em C'(K;R), K um compacto.

Definigoes topoldgicas. Seja A um subconjunto de R™.

O ponto P de A, é um ponto interior de A se existe uma bola aberta,
nao vazia, centrada em P e contida em A. Isto é, se existe r > 0 tal

que B(P;r) estd contida em A.

O ponto P de R™ é um ponto de fronteira de A se toda bola aberta,
nao vazia, centrada em P intersecta A e também R™ ~ A = A, o

complementar de A. Isto é, se para todo r > 0, temos
B(P;r)nA+@ etambém B(P;r)nA° .

O interior de A, int(A), é o conjunto dos pontos interiores de A.

A fronteira de A, 0A, é o conjunto dos pontos de fronteira de A.
Dado P em A, temos uma sé das possibilidades: ou P € int(A), ou P € 0A.
Notemos que:

(A) Pelo Teorema de Weierstrass f assume maximo e minimo, absolutos.

(B) Os pontos de maximo e minimo locais e interiores a K sao pontos
criticos de f. Isto é, em tais pontos o gradiente se anula. Assim,

adotamos o procedimento abaixo.

(1) Restringindo f a int(K’) determinamos os pontos criticos, candidatos

a extremantes.

(2) Encontramos os possiveis pontos de maximo e minimo de f sobre a

fronteira, 0K, ou elementarmente ou por multiplicadores de Lagrange.

(3) O maximo e o minimo absolutos estao entre os valores de f nos pontos

acima obtidos.
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Exemplo 8. Dada f(z,y) = 622 + 18zy + 4y? — 62 — 10y + 5, determine os

extremantes e os maximos e minimos locais e absolutos de f no quadrado
K ={(z,y) ]z <1 eyl <1}

Solugao. Os pontos criticos de f sao dados pela equagao

—

Vf =(122+18y-6,182+8y—-10)=(0,0) = 2z+3y-1=0 e 9z+4y-5=0
Logo, o unico ponto critico no interior de K é Py = (%,—1—19) A matriz
12 18
18 8

e entdo, fu,(Fp) = 12 > 0 e o determinante hessiano H;(F)) é negativo.

hessiana de f é,

Hy =

Logo, Py é ponto de sela e f ndo tem maximo ou minimo local em int(D).

Assim, o maximo e o minimo absolutos pertencem a fronteira de K,
OK ={-1} x[-1,1] u {1} x[-1,1] u [-1,1] x{-1} u [-1,1]x{1}.

Na figura abaixo as setas indicam a direcao do vetor ortogonal a 9K.

y N
Vi=XAj

-1
4

Figura 7: Ilustracao ao Exemplo 7

Os extremantes locais na fronteira de K, mas nao um vértice, satisfazem

(v. Teorema 2):
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Em {-1}x]-1,1[ temos x = -1 e 0 = f, = -18 + 8y - 10; logo, y = 7/2,

possibilidade que descartamos.

Em {1}x]-1,1[ temosz=1e0 = f, = 18+8y—-10; logo, y =-1e P, = (1,-1)
que nao pertence ao segmento considerado, é um vértice e sera analizado a

parte.

Em |- 1,1[x{-1} temos y = -1 e 0 = f, = 122 — 18 = 6; logo, = = 2, que

também descartamos.

Em |-1,1[x{1} temosy=1e0 = f, = 122+18-6; logo, x = -1 e P, = (-1,1)
que nao pertence ao segmento considerado, ¢ um vértice e sera analizado a

parte.

Finalmente, os pontos de méximo e o minimo se encontram entre o vértices.
Temos, f(1,1) =17, f(-1,-1) =49, f(1,-1) =+1,e f(-1,+1) =-T.

Resposta: Nao existem maximo ou minimo locais e interiores. Ainda,

f(=1,+1) = =7 é o minimo absoluto e f(-1,-1) =49 é o maximo absolutom

Exemplo 9. Determine os pontos de méaximo e minimo absoluto da fungao
f(r,y,2) =2+ + 22 +x+y
sobre o compacto M = {(x,y,z) e R3: 22 +y?2 +22<4d e z>1}.

Solugao. Pelo Teorema de Weierstrass a fungao f admite pontos de méaximo
e minimo absolutos em M. Se tais pontos estiverem no interior de M entao

eles sao pontos criticos. Os pontos criticos de f satisfazem
—_
Vi={Q2x+1,2y+1,22)=(0,0,0)

e portanto o tinico ponto critico (-1/2,-1/2,0) nao pertence ao interior de
M e assim os extremantes de f pertencem a fronteira de M, OM. Entao,

um extremante Py arbitrario pertence a
e R TR Pt
Mz ={(z,y,2): 2* +y*+2°=dez=1}.
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Se Py = (x0,Y0, 20) estiver em M;, por Multiplicadores de Lagrange temos,
—
Vf: (2$0+ 1,2y0+ 1722()) = )\<2$0,2y07220>

e portanto 2zg = A2z e entao : ou temos A =1 ou temos z5 =0. Se z5 =0,
entao Fy nao pertence a M; e descartamos tal possibilidade. Se A =1 entao

temos 2xg + 1 = 2z, uma contradicao!

Se Py pertence a Ms (onde temos 2o = 1) entdo segue
(20 + 1,20 + 1,22) = A{0,0,1).

Logo, encontramos o candidato P, = (-1/2,-1/2,1).

Se P, pertence a M3 entao P, é extremante condicionado de

flr,y,2)=22+y*+x+y+2z,
?2+y?+22=4

z=1.

Pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange obtemos
VF(FPo) = A (220 + 1,290 + 1,220) + X2 (0,0,1) .

Logo,
200 +1 2yp+1 2
2x 210 21=0
0 0 1

Donde segue 2yq(2xg + 1) — 220(2yo + 1) = 0 e 3o = xo. Substituindo na
equagao da esfera segue 222 =3 e x¢ = +/6 / 2. Desta forma, encontramos
6 V6 1) e Py= (-8, -6 1),

2072 T2 T T2

os candidatos Py = ( =, =5

Como f(Py) =%, f(P) =4+V6 e f(P3) =4 -6, conclufmos que P; ¢

ponto de minimo absoluto e P, é ponto de maximo absoluto m
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Exemplo 10 (Um Argumento Importante).

Argumento: Seja S = {(z,y,2) : f(x,y,2) = 0} a superficie de nivel 0 de

uma funcao f:Q - R, Q um aberto de R3, com f de classe C' e
— —
V f(x,y,z) + 0, paratodo (z,y,z) em S.

Seja Py = (1,41,21) em R3 tal que P; ndo pertence a S. Suponhamos que
Py é o ponto em S que realiza a distancia do ponto P; a superficie S [isto

é, vale a desigualdade |P; — Py| < |P; — P|, para todo P em S]. Entao temos,
ByP, = )x?f(Po) para algum A € R .

—_ e
Donde segue, PyP; 1 S. Consequentemente obtemos: PyP; 1L +/(tg), se v é

uma curva arbitraria de classe C1, em S, tal que v(ty) = Pp.

Prova. Seja D(x,y,2) = (x—x1)?>+ (y - y1)? + (2 — 21)? definida em R3.
Considerando um disco fechado D(Py; R) centrado em P; e com raio R >0
suficientemente grande tal que K = D(P;;R)n S # @, temos que K é
compacto (pois fechado e limitado). Pelo Teorema de Weierstrass a funcao
D restrita a K assume um valor minimo em algum ponto P € S. E claro

que P ¢é o ponto P procurado, que realiza a distancia de P; a superficie S.

Entao, como D restrita a S assume valor minimo em Fy € .S, pelo Método

dos Multiplicadores de Lagrange é vélida a equacao:

?(D)(PO) = A?f(PO), para algum A e R .

Computemos o gradiente de D(x,y, 2). E facil ver que
ﬁ
V(D) =2z -21),2(y —11),2(2 - 21)) ,
e portanto,
— _—
V(D)(Fy) =2(xo—21,Y0—y1,20— 21) = -2 Py,
e assim temos (notemos, abaixo, que a constante —2 é absorvivel por \)

2P P =AYV f(P) =
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Uma Aplicagcao de Multiplicadores de Lagrange

Notagoes. Identifiquemos vetores em R™ com matrizes-colunas em M,,.1(R):

€

X=(21,..,mp) =

T

A aplicacao linear T : R® - R” determinada por A em M, (R) é
T(X)=AX, X em R".
Seja A em M, (R). Entdo, um real \ é auto-valor de A se existe v tal que
AT =)\T .
Seja A em M,,(R) e simétrica. A forma quadratica associada a A é a aplicacao

Q:R" >R, Q(X)=X'AX=AX X

Lema. Se ) é a forma quadratica associada a matriz simétrica A entao
VQ(X)=2A4X .

Prova.

R

n
Se A =[a;;] entao AX = ( > ATy, ., anj:vj) e entao, como a;; = a;,
J=1

1

J
n n n
— _ 2
Q(X) = Z.TZ aijxj =2 Z Cbijl’il’j + ZCL”ZL’Z .
i=1 =1 1<i<j<n i=1

Logo,

2Q = ZZaijj + 2akkxk=22aijj = ?Q(X)=2AX ]

Ok j#k j=1
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Corolario. Sejam M, o maximo, e m, o minimo, da forma quadratica ()

associada a matriz simétrica A sobre a esfera unitdria {X em R":|X|=1}.

(a) Os numeros M e m sao, respectivamente, o maior e o menor auto-

valores (reais) de A.
(b) m|X|? < Q(X) < M|X|?, para todo X em R™.

(c) @Q é definida positiva se e somente se todos os auto-valores de A sao

estritamente positivos.

(d) @Q é definida negativa se e somente se todos os auto-valores de A sao

estritamente negativos.

Prova

(a) Por ser continua, a forma quadratica () assume valor maximo e valor
minimo sobre a esfera compacta S" ! = {X e R": |X|=1}.

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, concluimos que para
cada ponto de méximo e de minimo X na esfera unitaria S*~! = g=1(0),

com g(1, ,...,Tp) =23+ ...+ 22 — 1, existe algum X\ em R tal que
6@(:61 sy Ty) = A?g(xl ey Tn) s
e entao, para tais pontos e pelo lema acima temos
2AX = X2X = AX=)X,

e assim, se X7, onde [Xy| =1, é tal que Q(Xy) = M e Ay é um

numero real tal que AXy; = Ay Xy, temos
M = Q(XM) = AXM XM = )\M|XM|2 = >\M7
e analogamente temos as identidades

AXp =X, [ Xn|=1 ¢ m=Q(X,,) =AX,,- X, = A\

5 provado em Algebra Linear que toda matriz A simétrica e real de ordem n tem n auto-
valores reais: as raizes, com suas multiplicidades, do polinémio caracteristico p(A) = det(A-AI),

I a matriz identidade de M, (R). Mas, nao utilizaremos tal fato.
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Ainda mais , se A é um auto-valor real de A entao é claro que existe
um vetor v, com |v| =1, tal que A(7T)=A7. Logo, m<Q(V)< M
e, ainda, Q(U) = (AT)-¥ = A0 - ¥ = A[T]? = A\. Donde finalmente

seguem as desigualdades

m<A<M
(b) Se ¥ #0 entao,
meQ() s = mea(D)-Lemr—ms LD car
6] GIE B

(c) e (d) Seguem trivialmente de (b) m
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Apéndice - Teorema do Posto e Teorema do Niicleo e da Imagem.
Primeira Parte: Lema 5 implica os Teoremas do Posto e o do Nicleo e da Imagem

Teorema do Posto. Seja M em M,,.,(R). Seja p (o posto de M) o

numero maximo de linhas linearmente independentes de M. Entao,

(a) O nimero maximo de colunas linearmente independentes de M é p.

(b) O mdximo entre as ordens dos menores nao nulos de M é p.

Prova. E claro que p <m. Como as linhas de M sao vetores em R" e em
R™ h& no maximo n vetores linearmente independentes, segue que p < n.
Os casos M em M., (R) e Mt em M,,,,(R) sdo andlogos. Logo, basta
mostrarmos que M tem p colunas linearmente independentes e um menor

(determinante) de ordem p que néo é nulo.

(a), (b) Consideremos M em M,,,(R) dada por um conjunto de p linhas
linearmente independentes de M, ordenadas (naturalmente) segundo
a ordem herdada de M. Os menores de M sao menores de M. Pelo

Lema 5, M apresenta um menor de ordem p nao nulo.

Portanto, a matriz M tem um menor de ordem p nao nulo. Por uma
propriedade de determinantes, as p colunas deste menor de ordem p
sao linearmente independentes. E facil ver que as p colunas de M cor-

respondentes as p colunas deste menor sao linearmente independentes.

Pela propriedade de determinantes citada acima temos que M nao tem

um menor de ordem superior a p e nao nulom

Abaixo, identificamos R™ com M,,1(R) e R™ com M,,,1(R).

Teorema do Niucleo e da Imagem. Seja T : R* - R™ definida por
TX =MX, onde M é uma matriz em M,,.,(R) e X estd em R". Entao,

dim Ker(T) + dimIm(T) = n.

Prova. Sabidamente, a imagem de T' é gerada pelas colunas de M. E f4cil

ver que o subespago ker(7") é ortogonal ao sub-espago de R" gerado pelas
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linhas de M. Se p é o posto de M, pelo Teorema do Posto temos

dim Im (T") = p
dim Ker (T)=n-p m

Segunda Parte: Teorema do Nicleo e da Imagem implica Teorema do Posto.

Mantida a notacao da primeira parte consideramos as aplicagoes lineares

T:R*—-R™ por T(X)=MX, onde M € Mp,,.,,(R),

Tt:R™ - R" por T'Y = M'Y onde M* e M,,,,(R) ¢é a transposta de M.

Notemos que Y € Ker(7%) se e somente se M'Y =0. Isto é, Y e Ker(7") se

e somente se Y é ortogonal as linhas de M? (i.e., colunas de M). Logo,
ker(T") = [Im(T)]*.
Porém, pelo teorema do nicleo e da imagem temos
dim Im(7") = m - dim ker(T").
Concluimos entao que
dim Im(7") =m - [m - dim Im(7T")] = dim Im(T).

Logo, o numero de colunas linearmente independentes de M é igual ao

ntmero de linhas linearmente independentes de M =
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