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Escolha 5 (cinco) questões. Justifique todas as passagens.

Boa Sorte!

1. (Vide Um Curso de Cálculo, H. L. Guidorizzi, Vol. 2, 5a ed., Exemplo 3 pp. 193-194)
Seja

f(x, y) =

{

x3

x2+y2
, se (x, y) 6= (0, 0)

0, se (x, y) = (0, 0).

(a) Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f .

(b) Determine as derivadas parciais de f (se existirem) em cada (x, y) ∈ R
2.

(c) A função f é diferenciável em R
2 \ {(0, 0)}? Justifique.

(d) Determine se a função f é diferenciável em (0, 0).

Solução.

(a) Em R
2 \ {(0, 0)}, a função f é o quociente de dois polinômios (cont́ınuos)

com o denominador não se anulando. Logo, f é áı cont́ınua.

Na origem temos

lim
(x,y)→(0,0)

x = 0 e 0 ≤
∣

∣

∣

∣

x2

x2 + y2

∣

∣

∣

∣

≤ 1, se (x, y) 6= (0, 0).

Assim, pelo teorema do confronto segue

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

x
x2

x2 + y2
= 0 = f(0, 0).

Donde, f é também cont́ınua na origem. Logo, f é cont́ınua em R
2.

(b) É fácil ver que

∂f

∂x
(x, y) =

{

3x2(x2+y2)−x32x
(x2+y2)2

= x4+3x2y2

(x2+y2)2
, se (x, y) 6= (0, 0)

lim
x→0

f(x,0)−f(0,0)
x

= lim
x→0

x
x
= 1, se (x, y) = (0, 0).

∂f

∂y
(x, y) =

{

− 2x3y

(x2+y2)2
, se (x, y) 6= (0, 0)

lim
y→0

f(0,y)−f(0,0)
y

= 0, se (x, y) = (0, 0).



(c) Em R
2 \ {(0, 0)}, as derivadas parciais de f são quocientes de polinômios

com o denominador não se anulando. Assim, ∂f

∂x
e ∂f

∂y
são cont́ınuas áı. Logo,

por um teorema provado em aula, f é diferenciável em R
2 \ {(0, 0)}.

(d) Quanto à origem, analisemos se é zero ou não o limite

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− fx(0, 0)h− fy(0, 0)k√
h2 + k2

=

= lim
(h,k)→(0,0)

h3

h2+k2
− h

√
h2 + k2

= − lim
(h,k)→(0,0)

hk2

(h2 + k2)
√
h2 + k2

= .

Se h = k > 0 obtemos

lim
h→0+

h3

2
√
2h2|h|

=
1

2
√
2
6= 0.

Logo, f não é diferenciável na origem�



2. (Vide Guidorizzi, Cálculo, Vol 2, 5a edição, Exerćıcio 26 p. 185)

Considere a função

f(x, y) =

{

2xy2

x2+y4
, se (x, y) 6= (0, 0)

0, se (x, y) = (0, 0).

Seja γ(t) = (t, t, z(t)), com t ∈ R, uma curva contida no gráfico de f . Isto é,
temos z(t) = f(t, t).

(a) Determine a reta tangente T à curva γ no ponto γ(0).

(b) Determine as derivadas parciais de f na origem e o plano

π : z − f(0, 0) =
∂f

∂x
(0, 0)(x− 0) +

∂f

∂y
(0, 0)(y − 0).

(c) Determine se reta T está contida no plano π acima.

(d) A função f é diferenciável em (0, 0)?

Solução.

(a) Temos

γ(t) =

{

(t, t, 2t3

t2+t4
), se t 6= 0,

(0, 0, 0), se t = 0.

Assim,

lim
t→0

γ(t)− γ(0)

t− 0
= lim

t→0

(

1, 1,
2t2

t2 + t4

)

= lim
t→0

(

1, 1,
2

1 + t2

)

= (1, 1, 2).

Logo, γ′(0) = (1, 1, 2) e

T : T(λ) = (x, y, z) = (0, 0, 0) + λ(1, 1, 2), onde λ ∈ R.

(b) Como f(x, 0) = 0 para todo x e f(0, y) = 0 para todo y, temos

∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0.

Assim,
π : z = 0.

(c) Como o ponto T (1) = (1, 1, 2) não pertence ao plano π, segue que a reta T
não está contida no plano π.

(d) A função dada não é diferenciável na origem pois se f fosse diferenciável na
origem então a reta tangente T estaria contida no plano π�



3. (Vide Guidorizzi, Cálculo, Vol 2, 5a edição, Exerćıcio 9 p. 204)

Determine os planos que sejam tangentes ao gráfico de

f(x, y) = x2 + y2

e que contenham a intersecção dos planos

π1 : x+ y + z = 3 e π2 : z = 0.

Primeira Solução.

A intersecção dos planos π1 e π2 é a reta (uma posśıvel parametrização)

r : (x, y, z) = (0, 3, 0) + t(1,−1, 0), onde t ∈ R.

A equação geral dos planos tangentes ao gráfico de f , Gr(f), é

πgeral : 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0)− [z − f(x0, y0)] = 0.

Isto é,
πgeral : 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0)− (z − x2

0 − y20) = 0.

Ou ainda,
πgeral : 2x0x+ 2y0y − z = x2

0 + y20.

Se π é o plano tangente a Gr(f) e contendo a reta {(t, 3− t, 0) : t ∈ R}, temos

2x0t+ 2y0(3− t) = x2
0 + y20, para todo t ∈ R.

Donde facilmente obtemos (2x0− 2y0)t = x2
0+ y20 − 6y0, para todo t ∈ R. Donde

facilmente concluimos

2x0 − 2y0 = 0 e x2
0 + y20 − 6y0 = 0.

Assim, obtemos y0 = x0 e 2x2
0 − 6x0 = 0. Encontramos então os pontos

(x0, y0) = (0, 0) e (x0, y0) = (3, 3).

Assim, determinamos como soluções o plano

z = 0

e o plano
6x+ 6y − z = 18.

Vide segunda solução no verso.



Segunda Solução.

O vetor normal ao plano procurado é

−→n = 〈2x0, 2y0,−1〉 .

A reta dada pela interseção dos planos π1 e π2,

r = {(0, 3, 0) + t(1,−1, 0), com t em R},

tem vetor diretor
−→v r = 〈1,−1, 0〉

e está contida no plano tangente procurado. Segue então que

0 = 〈2x0, 2y0,−1〉 . 〈1,−1, 0〉 = 2x0 − 2y0.

Donde conclúımos y0 = x0. A equação do plano tangente procurado é então,







π : 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0)− [z − f(x0, y0)] = 0,
com y0 = x0,
e (0, 3, 0) pertencente a π.

Obtemos então,

2x0(0− x0) + 2x0(3− x0)− (0− 2x2
0) = 0.

Logo,
−2x2

0 + 6x0 = 0.

Donde segue
(x0, y0) = (0, 0) ou (x0, y0) = (3, 3).

Assim sendo encontramos dois planos:

z = 0

ou
6x+ 6y − z = 18�



4. Considere as funções






z = z(x, y) = excosy
x = x(t, s) = ts

y = y(t, s) =
√
t2 + s2.

(a) Compute as derivadas parciais envolvidas.

(b) Verifique a fórmula

[

∂z

∂t

∂z

∂s

]

1×2

=

[

∂z

∂x

∂z

∂y

]

1×2

[

∂x
∂t

∂x
∂s

∂y

∂t

∂y

∂s

]

2×2

.

Solução.

(a) Temos,
∂z

∂x
= excosy

∂z

∂y
= −ex sin y

∂x

∂t
= s

∂x

∂s
= t

∂y

∂t
=

t√
t2 + s2

∂y

∂s
=

s√
t2 + s2

.

Definindo
z(t, s) = etscos

√
t2 + s2

obtemos

∂z

∂t
= setscos

√
t2 + s2 − ets

t√
t2 + s2

sin
√
t2 + s2,

∂z

∂s
= tetscos

√
t2 + s2 − ets

s√
t2 + s2

sin
√
t2 + s2.

(b) Com as notações acima, no ponto
(

x(t, s), y(t, s)
)

= (ts,
√
t2 + s2) temos

[

∂z

∂x

∂z

∂y

]

(

x(t, s), y(t, s)
)

=
[

etscos
√
t2 + s2 − ets sin

√
t2 + s2

]

.

Desta forma conclúımos
[

∂z

∂x

∂z

∂y

] [

∂x
∂t

∂x
∂s

∂y

∂t

∂y

∂s

]

=
[

etscos
√
t2 + s2 − ets sin

√
t2 + s2

]

[

s t
t√

t2+s2
s√

t2+s2

]

=

[

∂z

∂t

∂z

∂s

]

�



5. (Vide H. L. Guidorizzi, Cálculo, Vol 2, 5a edição, Exemplo (resolvido) 3, p. 255)

A imagem da curva γ está contida na intersecção das superf́ıcies

x2 + 2y2 + z = 4 e x2 + y + z = 3.

Suponha γ(t0) = (1, 1, 1) e γ′(t0) 6= −→
0 .

(a) Determine a reta tangente a γ no ponto γ(t0).

(b) Determine uma curva γ = γ(t) nas condições acima.

Solução.

(a) O vetor γ′(t0) tangente a γ no ponto (1, 1, 1) tem a direção do vetor dado
pelo produto vetorial dos normais às superf́ıcies dadas, no ponto (1, 1, 1):

(2
−→
i + 4

−→
j +

−→
k )× (2

−→
i +

−→
j +

−→
k ) = 3

−→
i − 6

−→
k .

Assim, simplificando a apresentação, a reta tangente procurada é

T : (x, y, z) = (1, 1, 1) + λ(1, 0,−2), com λ ∈ R.

(b) Subtraindo a segunda equação da primeira equação do sistema

S :

{

x2 + 2y2 + z = 4
x2 + y + z = 3

obtemos 2y2 − y = 1. Logo, y = 1 ou y = −1/2. Como γ passa por (1, 1, 1), nos
restringimos a y = 1. Deduzimos então, com qualquer das duas equações de S,

z = 2− x2.

Assim, determinamos a curva γ:

γ(t) = (t, 1, 2− t2), onde t ∈ R�



6. (Vide H. L. Guidorizzi, Cálculo, Vol 2, 5a edição, Exemplo (resolvido) 1, p. 253)

Considere a superf́ıcie

S : xyz + x3 + y3 + z3 = 3z.

Determine

(a) a equação do plano tangente a S no ponto (1,−1, 2).

(b) a equação da reta normal a S no ponto (1,−1, 2).

Solução.

(a) S é a superf́ıcie de ńıvel zero de

F (x, y, z) = xyz + x3 + y3 + z3 − 3z = 0,

cujo gradiente é

−→∇F =
〈

yz + 3x2, xz + 3y2, xy + 3z2 − 3
〉

.

Logo, um vetor normal ao plano π tangente a S em (1,−1, 2) é:

−→∇F (1,−1, 2) = 〈1, 5, 8〉 .

Logo,
π : 1(x− 1) + 5(y + 1) + 8(z− 2) = 0.

(b) A reta N normal a S em (1,−1, 2) é

N : (x, y, z) = (1,−1, 2) + λ(1, 5, 8), onde λ ∈ R�



7. Suponhamos que todas as funções a seguir são diferenciáveis. Sejam F = (x, y, z)
e G(x, y, z), com (x, y, z) ∈ R

3, e y = y(x) e z = z(x), com x ∈ R, satisfazendo







F (x, y(x), z(x)) = 0, ∀x ∈ R,
G(x, y(x), z(x)) = 0, ∀x ∈ R,
(0, y(0), z(0)) = (0, 0, 0).

Suponha ainda que







∂F
∂x
(0, 0, 0) = 2, ∂F

∂y
(0, 0, 0) = 3, ∂F

∂z
(0, 0, 0) = 4,

∂G
∂x
(0, 0, 0) = 4, ∂G

∂y
(0, 0, 0) = 6, ∂G

∂z
(0, 0, 0) = 9.

Determine os valores de

dy

dx
(0) e

dz

dx
(0).

Solução.

Pela regra da cadeia temos, derivando as duas primeiras equações do sistema
acima em relação a x e avaliando as derivadas em x = 0,







Fx(0, 0, 0).1 + Fy(0, 0, 0)y
′(0) + Fz(0, 0, 0)z

′(0) = 0

Gx(0, 0, 0).1 +Gy(0, 0, 0)y
′(0) +Gz(0, 0, 0)z

′(0) = 0.

Substituindo os valores dados obtemos
[

3 4
6 9

] [

y′(0)
z′(0)

]

= −
[

2
4

]

Então, pela regra de Cramer conclúımos

y′(0) = −

∣

∣

∣

∣

2 4
4 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 4
6 9

∣

∣

∣

∣

= −2

3
e z′(0) = −

∣

∣

∣

∣

3 2
6 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 4
6 9

∣

∣

∣

∣

= −0

3
= 0 �


