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Escolha 5 (cinco) questoes. Justifique todas as passagens.

Boa Sorte!

1. (Vide Um Curso de Célculo, H. L. Guidorizzi, Vol. 2, 5 ed., Exemplo 3 pp. 193-194)
Seja
3

_ | # se (z,y) #(0,0)
Jw,y) = { 0, se (z,y) = (0,0).

(a) Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f.
(b) Determine as derivadas parciais de f (se existirem) em cada (z,y) € R
(c) A funcao f é diferencidvel em R?\ {(0,0)}? Justifique.

(d) Determine se a funcao f é diferenciavel em (0, 0).
Solucgao.

(a) Em R?\ {(0,0)}, a fungao f é o quociente de dois polinomios (continuos)
com o denominador nao se anulando. Logo, f é ai continua.
Na origem temos

1'2
(2,y)—(0,0) ety

<1, se (z,y)#(0,0).

Assim, pelo teorema do confronto segue

.1’2

lim r,y)= lim z———=0= f(0,0).
(,9)—(0,0) f(zy) (z)—=(00) 22+ y? £0,0)
Donde, f é também continua na origem. Logo, f é continua em R2.
(b) E facil ver que

3z (22 4+y?)—z322

o y>={ CHEE e e (ay) £ (0,0

oz " lim ZE0100 _ i 2 — 1 se (2,y) = (0,0)
z—0 z x—=0 %
__2a%y

O () = { B 100 ol o) 7100

y ?51_1%#:0, se (z,y) = (0,0).



(c) Em R*\ {(0,0)}, as derivadas parciais de f sdo quocientes de polinomios

com o denominador nao se anulando. Assim, % e g—i sao continuas ai. Logo,

por um teorema provado em aula, f ¢ diferencidvel em R?\ {(0,0)}.

(d) Quanto a origem, analisemos se é zero ou nao o limite

i L0R) = £(0.0) = (0,000 — £,(0.0)k _
(h,k)—(0,0) Vh?+ k2

e — b hk?

= im = — lim =.
(h,k)—=(0,0) \/h?2 + k2 (h,k)—(0,0) (h2 + k‘2)v h? + k2

Se h = k > 0 obtemos

. h? 1
lim =
h—0+ 2y/2h2|h|  2V/2

£0

Logo, f nao ¢ diferenciavel na origemll



2. (Vide Guidorizzi, Célculo, Vol 2, 52 edicdo, Exercicio 26 p. 185)

Considere a fungao

B x%xy;“ se (z,y) # (0,0)
R A

Seja y(t) = (t,t,2(t)), com t € R, uma curva contida no grafico de f. Isto é,
temos z(t) = f(t,t).
(a) Determine a reta tangente 7" & curva v no ponto 7(0).

(b) Determine as derivadas parciais de f na origem e o plano

, _of af
T Z_f(oa())_%(070)(x_0)+a_y(070>(y_0)
(c) Determine se reta 7' estd contida no plano 7 acima.

(d) A fungao f é diferencidvel em (0,0)?

Solucgao.
(a) Temos
3
At = (t,t, 5em), set#0,
(0,0,0), set=0.
Assim,

t) —~(0 2 2
limwzlim Ll,—— ) =lim(1,1,—— ) =(1,1,2).
t=0 t—0 t—0 12+t t—0 1+ ¢2

Logo, 7/(0) = (1,1,2) e
T: T(\) =(xy,z) =(0,0,0) + A(1,1,2), onde A € R.

(b) Como f(x,0) =0 para todo = e f(0,y) = 0 para todo y, temos

of of
&(0,0) = 8_y(0’0) =0.
Assim,
m: z=0.

(¢) Como o ponto T'(1) = (1, 1,2) nao pertence ao plano 7, segue que a reta T
nao esta contida no plano .

(d) A funcao dada n3o é diferencidvel na origem pois se f fosse diferencidvel na
origem entao a reta tangente T estaria contida no plano 7wl



3. (Vide Guidorizzi, Célculo, Vol 2, 52 edicdo, Exercicio 9 p. 204)

Determine os planos que sejam tangentes ao grafico de
flz,y) =a* +y
e que contenham a intersecgao dos planos
m:x+y+z=3 e m: z=0.

Primeira Solugao.

A intersecgao dos planos m; e mp é a reta (uma possivel parametrizacao)
r: (r,y,z)=(0,3,0)+t(1,—1,0), onde te€R.
A equagao geral dos planos tangentes ao gréfico de f, Gr(f), é
Toeral - 220(z — 20) + 240y — yo) — [z — f (20, y0)] = 0.

Isto é,
Toeral 1 220(T — o) + 240(y — yo) — (2 — 25 — yp) = 0.

Ou ainda,
Tgeral * 2707 + 2yoy — 2 = T§ + Yo.

Se 7 ¢é o plano tangente a Gr(f) e contendo a reta {(¢,3 —¢,0) : t € R}, temos
270t + 2yo(3 — t) = x5 + y2, para todo t € R.

Donde facilmente obtemos (2z¢ — 2yo)t = x3 + y2 — 6yo, para todo ¢ € R. Donde
facilmente concluimos

209 — 2o =0 e a3+ ys — 6yo = 0.
Assim, obtemos yy = zy e 223 — 629 = 0. Encontramos entao os pontos
(z0,50) = (0,0) e (x0,5) = (3,3).
Assim, determinamos como solugoes o plano
z=0

e o plano
6x + 6y —z = 18.

Vide segunda solugao no verso.



Segunda Solugao.

O vetor normal ao plano procurado é
T = (2w, 2yp, —1)..
A reta dada pela intersecao dos planos m; e 7y,
r=1{(0,3,0) +¢(1,—1,0), com t em R},

tem vetor diretor

v, = (1,-1,0)

e esta contida no plano tangente procurado. Segue entao que

0= <2[L‘0, Qyo, —1> . <1, —1, O> = 2[L‘0 - Qyo

Donde concluimos 3y = xy. A equacao do plano tangente procurado é entao,

T 2oz — o) + 2y0(y — o) — [z — [ (@0, %0)] = 0,
com Yo = o,
e (0,3,0) pertencente a 7.

Obtemos entao,
270(0 — ) + 270(3 — 29) — (0 — 227) = 0.

Logo,
—223 + 639 = 0.

Donde segue
(z0,90) = (0,0) ou (zo,%0) = (3,3).
Assim sendo encontramos dois planos:

z=20

ou
6x + 6y —z = 181



4. Considere as funcoes
z = z(z,y) = e"cosy
x=ux(t,s) =ts
y=ylt,s) = VBT,
(a) Compute as derivadas parciais envolvidas.

(b) Verifique a férmula

ot 0Os 1X2_ 0x Y] o | o

TRl
| I
V]
X
]

Solucgao.
(a) Temos,
0z 0z .
9 € oSy a—y:—e siny
Ox Ox
o’ as !
oy t oy s
VBT s JEis
Definindo
2(t,s) = e*cosVt? + 52
obtemos

0z : t
— = se’cosVi2 + 52 — e ———sin V2 + s2,
ot /2 ¥ 52

0z s
= te®cosV12 4+ s?2 — e’ ——sin V12 + s2.

% 12 + s2
(b) Com as notagoes acima, no ponto <x(t, s),y(t, s)) = (ts, V12 + s?) temos

0z Oz s 5 B ts s 2 2
[% 8_y} (gg(t,s),y(t,s)> = [e cosVt? 4+ 5?2 —e’sinVvit?+ s ]

Desta forma concluimos

t

or ox
{% %} [ g gs } = [etscosvt2—|—32 — e sin m] [ i s
at

Ox Oy Y
0z 0z

ds

‘/t2+52 ‘/t2+52

|



5. (Vide H. L. Guidorizzi, Calculo, Vol 2, 5* edi¢do, Exemplo (resolvido) 3, p. 255)

A imagem da curva v estd contida na interseccao das superficies

P42 +z=4 ¢ PP4y+z2=3
Suponha v(ty) = (1,1,1) e 7/(ty) # 0.

(a) Determine a reta tangente a -y no ponto 7(t).

(b) Determine uma curva v = 7(t) nas condigoes acima.
Solucgao.

(a) O vetor 7/(tp) tangente a v no ponto (1,1,1) tem a diregdo do vetor dado
pelo produto vetorial dos normais as superficies dadas, no ponto (1,1, 1):

QT +47+E)x Q7T + 7 +%)=37 —6%.
Assim, simplificando a apresentacao, a reta tangente procurada é
T: (xy,z)=(1,1,1) 4+ A(1,0,—-2), com X € R.
(b) Subtraindo a segunda equagao da primeira equagao do sistema

224+ 22 +2=4
?+y+z2=3

obtemos 2y? —y = 1. Logo, y = 1 ou y = —1/2. Como v passa por (1,1, 1), nos
restringimos a y = 1. Deduzimos entao, com qualquer das duas equagoes de S,

z=2—1%
Assim, determinamos a curva -:

v(t) = (t,1,2 —t?), onde t c R



6. (Vide H. L. Guidorizzi, Célculo, Vol 2, 52 edigdo, Exemplo (resolvido) 1, p. 253)

Considere a superficie
S oayz+ a2 +y° 4+ 2° =3z
Determine

(a) a equagao do plano tangente a S no ponto (1,—1,2).

(b) a equacao da reta normal a S no ponto (1,—1,2).
Solucgao.
(a) S é a superficie de nivel zero de
F(z,y,2) =ayz+2° +9° + 2% =32 =0,
cujo gradiente é
ﬁF = <yz + 322, 2 + 3y, xy + 32% — 3> .
Logo, um vetor normal ao plano 7 tangente a S em (1, —1,2) é:
VF(1,-1,2) = (1,5,8).

Logo,
m: I(x—=1)+5(y+1)+8(z—2)=0.

(b) A reta N normal a S em (1,—1,2) é

N: (x,y,z) =(1,-1,2) + X\(1,5,8), onde A € RN



7. Suponhamos que todas as fungoes a seguir sao diferenciaveis. Sejam F' = (z,y, 2)
e G(r,y,2), com (z,y,2) € R} ey =y(x) e z=2(x), com z € R, satisfazendo

F(x,y(z),2(x)) =0, Vz € R,
G(z,y(z),z(x)) =0, Vo € R,
(0,4(0),2(0)) = (0,0,0).

Suponha ainda que

95(0,0,0) = 2, 2—5(0,0,0):3, 95(0,0,0) = 4,
82(0,0,0) =4, §7(0,0,0) =6, %(0,0,0)=09.

Determine os valores de

@ dz

= (0) e %(O).

Solucgao.

Pela regra da cadeia temos, derivando as duas primeiras equacoes do sistema
acima em relacao a x e avaliando as derivadas em x = 0,

F,(0,0,0).1 + Fy(O, 0,0)y'(0) + £.,(0,0,0)2'(0) =0
G.(0,0,0).1+ Gy(O, 0,0)y'(0) + G.(0,0,0)2'(0) = 0.
Substituindo os valores dados obtemos
3 4 y'(0) | 12
6 9 2(0) | 4

Entao, pela regra de Cramer concluimos




