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1. Dadas as retas L e Lo
-1 -3 -2 -2 —6 2
L, T _ Y _ z o L, T _ Y &2+ 7
2 2 1 1 -1 3
determine:

(a) se Ly e Ly sao paralelas, concorrentes ou reversas.
(b) se forem concorrentes , determine o ponto de intersecgdo das mesmas.

(c) se forem reversas, compute a distancia entre Ly e L.

Solugdo. Vide Questao 2, 1* Prova de Célculo 11-10-2010.



2. Dé exemplos de fungoes f : IR? — IR tais que (verifique o que afirmar):
a) f admite derivadas parciais em (0,0) mas nao é diferencidvel em (0, 0).
b) f tem todas as derivadas direcionais em (0,0) mas nao ¢ ai diferenciavel.

¢) f admite derivadas parciais em Py = (¢, yo) mas o plano

T fa(o,yo)(@—0) + fy(To, ¥0)(y—y0) — (2—20) =0, 20 = f(20,%0) = f(F),
nao é tangente ao grafico de f.

of
c) existem as derivadas direcionais —=, V¢ unitario, mas nao vale a férmula

ov’

of = 4
—(0,0) = 0,0)-v.
20,0/ = $5(0,0) -0
Solugdo.
Seja
mQy
f(x,y) — x2+y2’ se (xvy) f (070)7
0, se (z,y) = :

(1°) Vejamos se f é diferenciavel na origem. Temos

lim = im .
(hk)=(0,0)  \/hZ+ k2 (hk)=(0,0) (h% + k2)V/h? 4 k2

Restringindo o computo do limite acima sobre a reta h = k, vemos que tgal
limite nao existe [cheque| e portanto f nao é diferencidvel na origem.

(b) Investiguemos a existéncia de 3—5(0, 0), com ¥ = (a,b) e |¥] = 1. Temos,

8—{(0, 0) = lim flat,bt) = F(0,0) = lim ab® = ab’.
ov t—0 t t—0

Logo, existem todas as derivadas direcionais na origem.

(c) Por (b), as derivadas parciais de f na origem existem e temos
V£(0,0) = (0,0) .
Logo, a equagao do plano 7 é
m:z=0.

Entretanto, a curva contida no no graico de f e dada por
t
V(t) = (ta L, f(ta t)) = |1t 5

é tal que ~/(t) = <1, 1, %> e tal vetor nao é paralelo ao plano 7 : z = 0.
Donde, tal plano m nao é tangente ao grafico de f na origem.

(d) Basta notar que para todo versor ¢ temos

g—é(o,()) =ab®> e Vf(0,0).7=001
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3. Determine — e — para
0s ot P
T =s+2t
z=e%gy, s
Y= ;

Solugao. Temos,

2 s
z = z(s,t)et Ttg <E>

e entao
O (s,8) = €72 (2 4 2) tg (2) + 072 (1) sec? (3)

$2

Gty =T (<)t (2) +eT (F ) sec? (1) W



4. A funcdo z = z(x,y) é diferencidvel e é dada pela equagao, com abc # 0,

Mostre que a equagao do plano tangente no ponto Py = (xg, Yo, 20) ¢

Tok Yoy 202

@ T et e T
Solugao.
O gréfico de z = z(x, y) estd contido no elipséide
2 2 2
.7 Yy F_
E pr + 5 + ol 1.

Ainda, o grafico de z = z(z,y) estd contido na superficie de nivel 1 da fungao

Assim, o vetor gradiente

920 2u0 2
VF(fc,y,Z)=<x0 v ﬁ>

a?’ b2’ 2

ortogonal a superficie de nivel 1 da funcdo f = F(x,y, z) no pnto Py = (o, Yo, 20),
¢ também normal ao plano tangente ao grafico de z = z(z,y) neste ponto P.
Portanto, a equacao de plano 7, tangente ao gréfico de z = z(x,y) em Py é
2o Yo 20
T §($—$0)+b—2(y—yo)+g(z—%) =0.

Desenvolvendo tal equacao e utilizando que

encontramos



5. Estude com relagao a maximos e minimos locais a fungao

flz,y,2) = 2% 4+ 20y + 3> + 2> — br — 4z .

Solucgao.

Os pontos criticos satisfazem
Vf(z,y,z) = (32> + 2y — 5,22 + 2y,22 — 4) = (0,0,0) .

Os pontos criticos sao

5 5
P=(-1,1,2) e P,=(2,-22).
1 ( 77)6 2 (37 37)

A matriz hessiana H f e o determinante hessiano H; f sao
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Em P, temos
Hf(Pl) =-32< 0, Hlf(P1> <0 e fx:p(Pl) < 0.

Logo, P1 ¢ um ponto de sela.

Em P;, temos
Hf<P2> =16 > 0, Hlf(P2> =8>0 efzm(P2> > 0.

Logo, P, é um ponto de minimo local estritoll



6. Extra.
Determine o ponto sobre a reta de interseccao dos planos z + 2y + 2z = 1 e
—3x — y + 22 = 4 que estd mais proximo da origem.

Solucgao.
Vide outra solucao em Lagrange, em MAT-145-10-2010, Exemplo 6, pg. 9-10.
Minimizemos a funcao D(x,y,2) = z* + y*> + 22, que indica o quadrado da

distancia de um ponto P = (z,y, 2) € R?® a origem, sujeita as restrigoes planares

m:r+2y+z=1 e m: —3rx—y+2z=4.

Notemos que, geometricamente, o problema tem uma solucao.

Notemos também que o plano m; é a superficie de nivel 1 de f(x,y, 2) = z4+2y+2
e o plano 7y é a superficie de nivel 4 de g(z,y,2) = —3x — y + 2z. Notemos
também que os vetores normais a 7 e my sao, respectivamente,

e, =(1,2,1) =Vf e 7., =(-3,-1,2) =Vg,

0s quais sao nao paralelos e protanto esta satisfeita a condicdo necessaria a
aplicagao do método dos multiplicadores de Lagrange:

Vf(P) x Vg(P) #0.
Entao, se Py € m; N7y é o ponto procurado, existem nimeros A e u tais que

VD(Ry) = AV f(p) + uV g(P),

ou, equivalentemente [utilizando que V f(P) x Vg(P) # 0]

21’0 2y0 22’0
1 2 1 |=10z¢— 10yo + 1029 = 0.
-3 -1 2

Assim temos,
Yo = To + 2o

e substituindo nas equagoes de m; e my encontramos
33170 + 32() =1
—4$0 + zp= 4,
o que implica

11 5 16
P0:(3307ZUO;ZO):( )I

15715715



7. Extra.
Seja f(xay) = (y - flf2)(y - 2:62)7 (may) S R?.
(a) Determine os pontos criticos.

(b) Compute a matriz hessiana nos pontos criticos. O que o teste do hessiano
nos informa ?

(c) Mostre que f restrita a qualquer reta y = mx pela origem, m uma constante
real, tem neste ponto um minimo local.

(d) Classifique os pontos criticos encontrados.

Solugao. Vide Hessiano em MAT 145-10-2010, Exemplo 7. pg. 9.



