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MAXIMOS E MINIMOS CONDICIONADOS E
MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Definig¢oes: Seja f: Dom(f) — R, Dom(f) C R", n =2,3. O ponto P, € Dom(f) é:

Ponto critico ou estaciongrio de f se Vf(P,) = 0.

Ponto de maximo [minimo] local de f se existe uma bola aberta B,.(P,), de cen-
tro P, e raio r > 0, tal que f(P,) > f(P) [f(P,) < f(P)], VP € B,.(P,) NDom(f).
e Um extremante local de f se é ponto de maximo local, ou minimo local, de f.
¢ Um extremante local de f em A C Dom(f), se P, € A é ponto de méximo local,
ou minimo local, de f restrita a A.

Nestas notas € indica sempre um aberto, de R? ou de R?.

Teorema 1 Sejam f,g € C1(Q) e L = {(x,y) | g(x,y) = 0}, ?g(z,y) 0, Y(z,y) € L.

Entao, se P, = (2,,Y,) € L é maximo, ou minimo, local de f em L, existe A € R tal que

(*) ef(Po> = A€g<Po)'

7 (to)

BNL={g(x,y) =0}
N

Figura 1: Teorema de Lagrange no Plano

c= f(«’lToy yo) R

Idéia (vide Figura 2-A): Se ?f(Po) # 0 é obliquo a L em P,, a curva C de nivel
f(P,), de f, cruza L e as de nivel ¢, de f, ¢ = f(P,), com graficos préximos a C, também
cruzam L e, orientando-as na direcdo (gradiente) de crescimento de ¢ vemos que P, nao é
méaximo, nem minimo, local de f em L, contra a hipétese. Portanto ? f(P,) é ortogonal

a L, assim como ?g(PO), e consequentemente paralelo a ?g(Po).

Prova: Localmente, em P,, L é uma curva (t), t numa vinhanga de zero, v(0) = P, e
7'(0) # 0 [v. Teor. 1 das Funcoes Implicitas]. Assim, (f o~)(t) tém extremante em ¢ = 0,
(fov)’(0) = 0 e, pela regra da cadeia, ?f(PO) 1 +(0). Porém, goy =0, ?g(PO) 1 +'(0)
e,V (0)#0e ?g(Po) # 0. Donde, ?f(PO) é paralelo a ?g(PO) e, a tese @



Interpretagoes: A idéia dada na prova do Teorema 1 é representada na Figura 2-B.
Completando-a, na Figura 2-A representamos as curvas de nivel ¢; < ¢3 < ¢3 < ¢4 =
f(xo,y0) = f(Po) no sentido de crescimento do gradiente de f (pois f cresce na diregao
do gradiente). E claro que o valor maximo de f sobre a curva L : g(x,y) = 0, corresponde
ao maior valor ¢ tal que a curva de nfvel f(z,y) = ¢ intercepta a curva L. Em tal ponto
Py de interseccao tais curvas tem mesma reta tangente e assim mesma reta normal, as
quais a priori tem diregao v f(P) e ?g(Po) (Figura 2-B), respectivamente. Logo, tais

vetores sao paralelos e ? f(Py) é um “multiplo” de Vg(FPp) ja que este é ndo nulo.

y
y ¥ £(P) = AV g(R)
ViR e = f(Py)
P c3
L:g(z,y)=0

&)
A B (C :curvas de nivel c

a,becde f L:g(z,y)=0

a<b=f(R)<c

X X

Figura 2: Duas interpretagoes, complementares, para o Teorema de Lagrange no Plano

Observagoes: Mantenhamos a notagao do teorema acima e sua demonstragao.

(1) Se P, é ponto critico de f e A = 0, tém-se Vf(P,) = 0 = AVg(P,) porém, nao existe
A tal que 0 # Vg(P,) = AV f(P,). Neste sentido a equacdo (*) é a melhor possivel.

(2) Pontos criticos de f pertencentes a L, sdo candidatos a extremantes locais de f
restrita a L.

(8) Se Vf # 0,V (x,y), localmente parametrizamos a curva de nivel ¢ = f(P,), de f,
por uma curva &, com &' # 0. Esta tem vetor tangente ortogonal a ﬁf(Po). Logo,
§'(P,) L Vg(P,). Assim, em P,, ' e v sendo nao nulos e ortogonais a Vg(P,),
sao multiplos um do outro. Logo, as curvas L = {(x,y) | g(x,y) = 0} e a de nivel

¢ = f(P,) de f, tangenciam-se em P,.
(4) Os extremantes surgem do sistema abaixo com uma equagao vetorial e outra escalar,
Vi(z,y) = AVg(z,y)
9(z,y) =0,

equivalente ao que segue, com trés equagoes escalares , nas trés incégnitas x,y, A :

af 1\ ®
or = Ao
af _ 0
3y = oy
g(w,y) = 0.



(5) E possivel eliminar o parametro A trivialmente mas a conveniéncia depende do pro-
blema. A resolubilidade de V f(P,) = AVg(P,) equivale a de

of  of

9r 9 —
99 o (P,) = 0.
9z dy

A questao da determinagdo dos extremantes locais de f sobre {(z,y) : g(z,y) = 0} é
usualmente referida como o problema da determinacao dos maximos e minimos de f
sujeita a restrigao g(z,y) = 0 ou, ainda, dos méximos e minimos condicionados de

f sujeita & condicao g(z,y) = 0.

Para aplicarmos os multiplicadores de Lagrange sao tteis os conceitos abaixo.
Definig¢oes topolégicas: Seja A C R, com n =1,2,3.

e A é fechado se seu complementar é aberto.

e A=K CR" é compacto se é fechado e limitado.

Segue, sem a demonstragao, um resultado fundamental para estudo de méaximos e minimos.

Teorema (Weierstrass) Dada f € C(K), K compacto em R", f assume valor maximo

absoluto e minimo absoluto em K. Isto é, existem P; e P, € K tais que

F(P) < f(X) < f(B), VX €K .

Exemplo 1: Determine a curva de nivel de f(z,y) = 22 + 16y? que seja tangente & curva

(um ramo de hipérbole) zy = 1, z > 0 e y > 0 e também o ponto de tangéncia.

Resolugao:

X

2?2 +16y2=8,2>0

Figura 3: Tlustracao para Exemplo 1

No ponto (z,,¥y,) em que as curvas se tangenciam seus vetores tangentes sao paralelos e

seus vetores normais também. O vetor normal a curva de nivel é o gradiente ? f e o vetor



normal a hipérbole xy = 1 é o vetor gradiente de g(z,y) = zy, ?g(:ﬂo7 Yo) = (Yo, To), que
¢ nao nulo pois z,y, = 1. Temos entao, ?f(xo, Yo) = A?g(xo, Yo) para algum A € R e,

<21'o, 32yo> =A <yoa ’Io> )

logo, 22,.32y, = A\Yo.AZg €, COMO ToY, = 1, obtemos 64 = A% e A = £ 8. Porém, como
z, >0 ey, > 0, a possibilidade A\ = —8 é inaceitdvel. Assim temos, x, = 4y, e portanto,
1 = 2oy, = 4y? e assim, y, = % e x, = 2 e o ponto de tangéncia é

1

(ajoayo) - (27 5) s

a curva de nivel é a elipse dada pela equagdo % + 16y% = f(2,3) =4+4=8 A

Exemplo 2: Analise os méximos e minimos de f(x,y) = 2 — 22y + 3y? com a restri¢io
2% + 2% = 1.

Resolugao:

Se E é aelipse E = {(x,y) : 22 = 2y?> = 1} e g(z,y) = 22 + 2y*> — 1 entdo E = g~ 1(0)
e ?g = (22,4y) # 0 sobre E. Como f é continua e E é compacto, pelo Teorema de
Weierstrass f assume maximo e minimo sobre E. Pelo Teorema dos multiplicadores de

Lagrange nestes extremantes existe A € R tal que
{ ?f(x, y) = A?g(m,y) N { (2x — 2y, —2z + 6y) = A (2z,4y)
2+ 2% =1 24+ 2%=1.
Eliminando o parametro A na primeira equacao do sistema a direita temos,
2z — 2y 6y — 2z

=0 = 8y(x —y) —4dx(By —x) =0.
2x 4y

Logo, dividindo a ultima equagao a direita por 4 e entao simplificando,

2(zy — %) — By —22) =0 ®x22—xy—2y2=O<:>(a:—%)2—(37y)2=O
& (x—2y)(z+y)=0.

Assim, obtemos as asolugdes P = (2y,y) ou @ = (—y,y). Como P e @) pertence a elipse

temos
_ 2 1

ou = ou = ou

2 2 _ _ 41 _ 1 1

P2yt =1 y=%2. Q_i(%,—%).
Computemos f em P e Q notando que f(x,y) = (z—y)*+2y%. Como f(—z,—y) = f(z,y)
temos,

f(%?iﬁ) _f(_%v_%):(%)2+2(%)2:%
1 1 11\ _ (212 1y

[}



Teorema 2 Sejam f, g € C1(Q), S = {P = (z,y,2) € @ | g(P) = 0}, uma superficie,
com ?g(P) £0,YPeS.SeP, = (ZoyYos 20) € S é extremante local de f sobre S, existe
A € R tal que:

VIP) =AVg(P,) .

Idéia Andloga a dada no plano. Se ?f(Po) # 0 ¢ obliquo a S em P, (i.e., ao plano T,
tangente a S em P, ), a superficie S’ de nivel f(P,), de f, cruza S em P, e as de nivel ¢,
de f, ¢ = f(P,), também cruzam S e orientando-as na diregao ? f(P,), de crescimento
de ¢, vemos que P, néo é extremante de f, contra a hipétese. Logo, ? f(P,) é ortogonal
a S, assim como ?g(Po) # 0 e portanto, ?f(Po) é paralelo a ?g(Po).

Prova:

Pelas hipdteses (vide Fungoes Implicitas, Teorema 2) S é localmente, em P,, uma su-
perficie z = ¢(t, s), (¢, s) numa vizinhanga de zero, ©(0,0) = P,. Logo, (0,0) é extremante
de f o e para toda curva 7y no gréfico de ¢, Gr(y), com v(0) = P,, (f o) tem méximo
ouminimoem ¢ =0e ?f(Po) 1 +/(0). Entéo, V f(P,) é ortogonal a m, o plano tangente
a Gr(yp) em P,. Também ?g(PO) é ortogonal a S, isto é, a w. Logo, os vetores gradiente

f(P,) e Vg(P,) sao paralelos e, como ?g nao se anula, segue a tese B

Obs 6: No Teorema 2 também é simples eliminar o parametro A e, novamente, a con-

veniéncia depende do problema. A resolubilidade de V f (P,) = )\ﬁg(Po) equivale a de

i ]k
of of of -0
o o o (P,) = 0.
99 99 99
ox ox 0z
Exemplo 3: Verifique que existe, e é inico, um ponto P no plano 3z + 2y + z = 12 cuja

soma dos quadrados das distancias de P a (0,0,0) e a (1,1,1) seja minima. Determine-o.
Resolugao:

Geometricamente, se K é uma bola fechada que contém os pontos dados e intersecta o
plano dado, o ponto procurado pertence a K e é entao o minimo absoluto da funcao
D(z,y,2) = (x =02+ (y —0)2+ (2 =02+ (x — 1)2 + (y — 1)® + (2 — 1)? restrita ao

compacto K. O Teorema de Weierstrass assegura a existéncia de tal minimo.

Pelo Teorema 2 os extremantes de D(z,y, z) com a restrigdo 3z + 2y + z = 12 satisfazem:

—

VD(z,y,z) = A(3,2,1) , AeR,

ou, eliminando o parametro A,

i j k i j k
O=|20+2x—1) 2y+2(y—1) 2z+42:z-1)| = 2[22-1 2—1 22-1
3 2 1 3 2 1



Desta forma é claro que desenvolvendo o segundo determinante pela primeira linha temos,
(2y —1—4z+2)i— (20 — 1 — 624 3)j + (42 — 2 — 6y + 3)k = 0 e portanto, 2y =4z —1 e
2 = 3z—1; donde, substituindo na equagao do plano, obtemos 3(3z—1)+(4z—1)+2z =12

_16 ,, _ 25 _ 34 LD
ez=1;,Y=1; €x = 7;. Logo, o ponto procurado é P, = (

34 25 16
14°14° 14 )

Atencao: neste caso também podemos eliminar A mais simplesmente com as equagoes
2z +2(x—1) 2u+2(y—1) 224 2(z—1)

3 B 2 N 1 (=2

Exemplo 4: Consideremos o plano 7 : ax + by +cz+d =0, a® +b% + % £ 0.

(a) Determine o ponto P; = (x1,y1, 21) no plano 7 mais préximo a origem.

(b) Com o método em (a) mostre que a distancia de todo ponto P, = (x4, Yo, 20) a0

plano é:
laz, + by, + ¢z, + d|

va?z +b% +c?

1# Resolugao:

(a) Geometricamente sabemos que existe tal ponto Py = (z1,y1,21) € que P; = (0,0,0)
se d = 0. Determinemos o minimo da fungao ®(z,y, z) = 22 +y?+ 22, o quadrado da
distancia, sujeita a restricao ax + by + cz +d = 0. Pelo Teorema dos multiplicadores

de Lagrange temos,

6‘1’(131) = <21‘172y1,221> =A (a, b, C> .
Logo, P, = (z1,y1,21) = %(a7 b,c) e, substituindo tais coordenadas para P, na
equacao para 7 obtemos 0 = axy + by; +c2z1 +d = %(a2 + b2 + ¢?) + d e portanto,
A

5 = —m. Assim, o ponto de 7 mais proximo a origem é:
d

P =——
1 a2 + b2 + 2

(a,b,c) .

(b) Geometricamente é claro que existe em 7 o ponto Py = (22, Y2, 22) mais préximo de
P, = (%0, Yo, %0)- Este ponto P, é minimo absoluto da fungao ¥(z,y,2) = (z—z¢)?+
(¥ — Yo)? + (2 — 2,)? restrita ao plano ax + by + cz + d = 0, que avalia o quadrado
da distancia dos pontos do plano 7w ao ponto P,. Pelo Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange temos,

VU(Py) = (2w — 2,), 2(y2 — Yo), 2(22 — 20)) = p{a, b, ) -

Logo, ITP; = 5{a,b,c) e a distancia de P, a m, dada pelo médulo de ]TP; é
%| (a,b,c)|. Por outro lado, como P, = P, + %5(a, b, c) pertence a m temos,

‘,

a(z, + 5

)+b(yo+%b) +C(Zo+%c)+d=0 ou,

g(a2 + 0%+ %) = —(axo + by, + czo + d)

I 2 2 2
s LAl i @ +b"+c%)  |amo + by, +czo +d|
e, finalmente, a distancia procurada é ‘5| (a, b, c) | = NG N




22 Solugao (Geométrica, simples e ndo utilizando multiplicadores de Lagrange):

Py = (20, Y0, 20)

\ﬁ

Figura 4: A distancia de um ponto a um plano.

—

Se P,, pertencente a m, é o pé da perpendicular por P, ao plano n temos que P,Ps é
- —

paralelo ao vetor normal a w, 1, = (a,b,c) # 0. Logo, existe A € R tal que P,P, =

T
A{a, b, c) e portanto a distancia de P, a w é |P,P;|. Porém, de

—_—
P22P0+P0P2:PO+)\<a,b,C> ,

segue que
0= a(zo + Aa) + b(yo + Ab) + c(zo + Ac) +d =0,
e assim, A\(a? + 0% + c?) = —(azo + by, + c2o +d) e X = —%. Donde,

_axg + by, + cz, + d|

—_—
P,Py| = |\ | {a,b,c)| =

Notagao O produto vetorial do vetor i € R? pelo vetor @ € R?, nesta ordem, é @ x 7.

Na demonstracio do teorema que segue utilizamos o elementar resultado: se @, v, 1w € R3

sdo tais que 4 X ¥ # 0 e W é ortogonal a @ X U entdo W é combinacao linear de @ e v.

Teorema 3 Consideremos trés fungoes f, g, h € CH(), © contido em R?, e a intersecgio
de superficies L = {P = (z,y,2) € Q] g(P) =0 e h(P) = 0}, satisfazendo:

Vy(z,y,2) x Vh(z,y,2) #0, V (2,y,2) € L.

Entao, se P, = (X, Yo, 20) é um extremante local de f sobre L, existem A; e Ay em R tais
que:

VF(Po) = M\ Vg(P,) + X2 VA(P,).
Prova:

Pelas hip6teses (vide o Teorema 3 das Fungoes Implicitas) L é localmente, em P,, uma
curva v = 4(t), 7(0) = P, e 4/(0) # 0. Como Im(7) estd contida na superficie de nivel
zero de g, temos Vg(P,) ortogonal a 4/(0) e, analogamente, VA(P,) ortogonal a ~(0),
vide Figura 5 a seguir. Logo, 7/(0) é paralelo a ﬁg(Po) X ﬁh(PO).

Ainda, (f ov)(t) tem méximo, ou minimo, local em t = 0 e Vf(P,) L 7/(0) # 0. Assim,
temos V f(P,) L Vg(P,)x Vh(P,) e, Vf(P,) é combinacio linear de Vg(P,) e Vh(F,) B



M 77 glzyy,2) =0

Figura 5: Ilustragao ao Teorema 3.

Obs 7: Uma vez mais é elementar eliminar os parametros A\; e A2 e a conveniéncia é
circunstancial. No Teorema 3, temos 6f(PO) = Alﬁg(Po) + )\gﬁh(Po) se, e somente se,

of of of

ox oy Oz

99 99 9y =

Oxr Oy Oz (PO> 0.

Oh  Oh  Oh

ox ox 0z
Obs 8. Os sistemas encontrados nos teoremas acima sao redutiveis a uma tnica equagao
vetorial, eliminando equacoes de restricao e acrescentando varidveis. Para o Teorema
3, e analogamente para os demais, definimos a funcao £ em cinco varidveis livres (vide

Exemplo 6, a seguir), ou nao condicionadas,

ﬁ(%%%/\ﬂ) = f(.%',y,Z) - )\g(.l?,y,Z) - ,uh(a?,y,z)

As solugoes do sistema mencionado sao os pontos de maximo ou minimo nao-condicionados

de £, os quais se encontram entre seus (de £) pontos criticos e satisfazem,

Vﬁ(m7y7z,)\,u) = <fz — Mgz — phe fy - )‘gy _,Uhy v fo— Mgz —ph, —g,—h> = 67
que é um problema sem condigoes de restricao e simétrico no sentido que as varidveis tem
igual importancia. Esta formatacao do problema é elegante e trivialmente generalizével

para uma fungao f com qualquer niimero de varidveis e com qualquer nimero de restrigoes.

Definigao: A varidvel A (ou u) é um multiplicador de Lagrange.

Em Economia, Geometria Diferencial, Célculo das Variagoes, etc. o multiplicador A é

convenientemente interpretado e ganha importancia por si so.

No exemplo 5 é frutifera a eliminagado dos multiplicadores (leia a resolucao sem tal eli-
minac¢ao no livro texto, Guidorizzi, H. L., "Um Curso de Célculo, vol 2 , 5% ed., pp.
330-331).



Exemplo 5: Determine os pontos mais afastados da origem e com coordenadas sujeitas

as restricoes x2 +4y? + 22 =4 ex+y+2=1
Resolucao:

Determinemos os pontos que maximizam a funcao D(z,y,2) = 22 + y? + 22, o quadrado
da distancia de (z,y,z) a (0,0,0) com as restrigdes g(z,y,z) = 0 e h(z,y,z) = 0, com
g(x,y,2) = x+y+z—1e h(x,y,2) = 2 + 4y*> + 22 — 4. Tais pontos pertencem a
interseccdo do elipséide g = 0 com o plano h = 0, a qual é um compacto K de R?. Como
D é continua, D assume maximo e minimo em K. Pela Observacao 7 ao Teorema 3, se

P, = (%0, Yo, 20) ¢ extremante local de D sobre K = {(z,y,2) : ¢ =0 e h = 0} temos

2z, 2y, 2z, Zo Yo 2o
1 1 1 =41 1 1 |=0.
2z0 8Yo 22, To Yo %o

Logo, 0 = 26(20 — 4Yo) — Yo(20 — To) + 20(4Yo — To) = 3yo(2o — x,) € temos y, = 0 ou

Zo = To.

Se y, = 0 obtemos
r+z=1
22422 =4,

P?r(l-2)P=4 & 22° - 2r-3=0&2=

1+ V7
—

Assim, P, = (HT‘ﬁ,O, %ﬁ) e P, = (HT‘ﬁ,O, %ﬁ) sao candidatos a extremantes.

Se z, = x, temos,
20 +y =1 =1-2
Y o Y T
2¢% +4y% =4 22 +2y2 =2
2 2 2 8
2 +2(1-22)"=292°-8=0 & szoua?:§.

Comparando os valores D(Py) = D(P;) =4, D(Ps) =1 e D(P,) = XL constatamos que

)
P = (”T\ﬁ,Q %ﬁ) e Py = (”zﬁ,o 1*‘ﬁ) sao os pontos desejados M

Neste caso os candidatos sdo P3 = (0,1,0) e Py = (%, —%,

©|oo

Exemplo 6: Determine o ponto sobre a reta de intersecgao dos planos z + 2y +2z =1¢€
—3r — y + 2z = 4 que estd mais proximo a origem.

Resolucao:

Minimizemos 22 + 42 + 22 sujeita as condicdes z +2y+2—1=0e -3z —y+22z—4=0.

Definindo

Lla,y, 2 M) = a4y + 2 = Ma+ 2y + 2 — 1) — (=32 — y + 22 — 4),



resolvamos o sistema

9 =22 —A+3u=0,
% =2y —22+pu=0,
% =2z—-A—2u=0,
9 = —(z+2y+2-1)=0,
9 =Brt+y—2:44)=0.
Das trés primeiras equagoes temos,
A—3u 2 —u A2
e R T

que substituidas na quarta e na quinta equacoes e entao simplificando fornecem
6A—3u =2
3\—14p =-8,

_ 52, _ 54 . _ 50,16
e A= 2= e = 2. Donde concluimos, r = ez=1 B

Estratégia para a determinagao de maximos e minimos,

locais e absolutos, sobre compactos.

Definigoes topolégicas: Seja A C R", n =1,2,3.
e O ponto P € A é um ponto interior de A se existe uma bola aberta, ndo vazia,
centrada em P e contida em A. Isto é, se existe r > 0 tal que B(P;r) C A.

e O ponto P € R™ é um ponto de fronteira de A se toda bola aberta, nao vazia,
centrada em P intersecta A e A®, o complementar de A. Isto é, se para todo
r >0, temos B(P;r) N A # () e também B(P;r) N A€ # ().

e O interior de A, int(A), é o conjunto dos pontos interiores de A.

e A fronteira de A, 0A, é o conjunto dos pontos de fronteira de A.
Dado P € A C R™ temos uma sé das possibilidades: ou P € int(A), ou P € J0A.

Determinagao de maximos e minimos, locais e absolutos, para f € C!(K):
Notemos que: (A) pelo Teorema de Weierstrass f assume méximo e minimo, absolutos,
em K. (B) Os pontos de méximo e minimo locais e interiores a K séo pontos criticos de
f- Isto é, neles o gradiente se anula. Assim, adotamos o procedimento abaixo:

(1) Restringindo f a int(K) determinamos os pontos criticos, candidatos a extremantes.

(2) Encontramos os possiveis pontos de méximo e minimo de f sobre a fronteira, 0K,

ou elementarmente ou por multiplicadores de Lagrange.

(3) O méximo e o minimo absolutos estao entre os valores de f nos pontos acima obtidos.

10



Exemplo 7. Dada f(z,y) = 622 +18xy+4y? —62—10y+5, determine os extremantes e os

méximos e minimos locais e absolutos de f no quadrado K = {(z,y) : |z] < 1e |y| < 1}.

Resolucgao: Os pontos criticos de f sao dados pela equagao

Vf =(120+18y— 6,182 +8y —10) = (0,0) = 22 +3y—1=0 e 9z+4y—5=0

Logo, o tinico ponto critico no interior de K é Py = (%, —%9>. A matriz hessiana de f é,
12 18
Hy =
18 8

e entdo, [y (Po) =12 > 0 e o determinante hessiano Hy(Fy) é negativo. Logo, Py é ponto

de sela e f nao tem maximo nem minimo locais no interior de D.

Assim, 0 maximo e o minimo absolutos pertencem a fronteira de K,
OK ={-1} x [-1,1] U {1} x [-1,1] U [-1,1] x {1} U [-1,1] x {1} .

Na figura abaixo as setas indicam a dire¢ao do vetor ortogonal a 0K.

y
V=27

v

v

Figura 6: Ilustracao ao Exemplo 7

Os extremantes locais na fronteira de K, mas ndo um vértice, satisfazem (v. Teorema 2):
Em {—1}x]—-1,1[temos z = —1 e 0 = f, = —18+8y—10; logo, y = 7/2, que descartamos.
Em {1}x]—1,1[ temos c =1e 0 = f, = 18 + 8y — 10; logo, y = —1 e P, = (1,—1) que
nao pertence ao segmento considerado, é um vértice e serd analizado a parte.

Em ] —1,1[x{—1} temos y = —1 e 0 = f, = 122 — 18 — 6; logo, = 2, que descartamos.
Em ] —1,1[x{1} temos y =1e 0= f, =122+ 18 — 6; logo, z = —1 e P, = (—1,1) que
nao pertence ao segmento considerado, é um vértice e serd analizado a parte.
Consequentemente, os pontos de maximo e o minimo se encontram entre o vértices. Te-
mos, f(1,1) =17, f(-1,—-1) =49, f(1,-1) =+1,e f(-1,4+1) = —T.

Resposta: Nao existem méximo ou minimo locais e interiores; f(—1,4+1) = =7 é o

minimo absoluto e f(—1,—1) = 49 é o méximo absoluto W
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Exemplo 8. Determine os pontos de maximo e minimo absoluto da fungao
flay,2) =2’ +y* + 22 + 2 +y
sobre o compacto M = {(z,y,2) € R3 : 2?2 + y? + 22 <4 ez > 1}.
Resolugao: Pelo Teorema de Weierstrass f admite pontos de maximo e minimo absolutos

em M. Se tais pontos estiverem no interior de M entao eles sao pontos criticos.

Os pontos criticos de f satisazem
Vi=(2r+1,2y+1,22) = (0,0,0)

e portanto o tnico ponto critico (—1/2,—1/2,0) nao pertence ao interior de M e assim
os extremantes de f pertencem & fronteira de M, OM. Entdo, os extremantes pertencem

a
M, = {(x,y,z) sttt =2%e 2> 1} ou My = {(:c,y,z) cz=1lea’+y* < 3} .
Se o extremante P = (xo, yo, 20) estiver em M7, por Multiplicadores de Lagrange temos,
?f = 220+ 1,2y0 + 1,220) = A {2x0, 2y0 , 220)
e portanto 2zg = A\2zg e entao : ou A =1 ou zg = 0. Se zg =0, Py € M; e descartamos
tal possibilidade. Se A = 1 entao temos 2xy + 1 = 2zy, uma contradigao!
Assim, os extremantes pertence a
My = {(x,y,z):z:lex2+y2§3} .
Para determiné-los estudemos os extremantes de
o(z,y) = f(z,y,1) = 2’ +y*+x+y+1 restrita ao disco compacto D = {(z,y) : 2*+y* < 3}.

Pelo Teorema de Weierstrass, ¢ assume maximo e minimo absolutos em D. Ainda, se os

extremantes pertencerem ao interior de D entao eles sao pontos criticos e satisfazem
Veleo, o) = (220 + 1,20 + 1) = (0,0)

e obtemos (—1/2,—1/2) , o qual pertence ao interior do disco D, e o ponto

1 1
Py=(—,—=,1).
0 ( 2 ) 2 9 )
Se os extremantes estiverem na fronteira de D, dD = {(x,y) : 22 +y* = 3}, eles sio extre-

mantes da restricao de ¢ a fronteira 9D e pelos Multiplicadores de Lagrange satisfazem:
€<P(ZE0 yY0) = (2x0 +1,2y0 + 1) = A (2z0, 2y0)

2$0 +1 2y0 +1
2z 2y0

e encontramos 0 = 4xoyo + 2yo — 4xoyo — 2x9. Logo, x¢p = yo €

como (xg,yo) € OD segue 223 = 3 e 19 = i\/é/Q e assim devemos analizar também
Py= (8 M6 1) e Py= (=8, 5 ),

Como f(Py) =%, f(P1) =4+ V6 e f(P) =4 — 6, temos que Py é ponto de minimo

absoluto e P; é ponto de maximo absoluto M
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Exemplo 9 (Um Argumento Importante).
Argumento: Seja S = {(z,y,2) : f(z,y,2) = 0} a superficie de nivel 0 de uma funcéo

f:Q—= R, Qum aberto de R, com f de classe C* e ?f(x,y,z) #ﬁ, Y(z,y,z) €S .

Seja Py = (x1,91,21) € R? tal que Py ndo pertence a S. Entdo, se Py é o ponto em S que
realiza a distancia de @ a S [isto é, |P; — Py| < |P, — P|, para todo P em S| temos,

existe A € R tal que PyP; = A?f(Po) )

— —
Donde, PyP; 1 S. Logo: PyP; L +/(tg), se v é curva de classe C! em S e v(tg) = Po.

Prova: Seja D(z,y,2) = (x—21)*4+(y—y1)*+(2—21)? definida em R3. Considerando um
disco fechado D(P;; R) centrado em P; e com raio R > 0 suficientemente grande tal que
K = D(P;;R)NS # (), temos que K é compacto (pois fechado e limitado). Pelo Teorema
de Weierstrass a fungao D restrita a K assume um valor minimo em algum ponto P € S.

E f4cil ver que P é o ponto Py procurado, o qual realiza a distancia de P; a superficie S.

Entao, como D restrita a S assume valor minimo em Py € S, pelo Método dos Multi-

plicadores de Lagrange ¢é vélida a equagao:

?(D)(PO) = )\ef(Po) , para algum A € R .

Computemos o gradiente de D(z,y, z). E f4cil ver que
V(D) = 2z — 1), 20y — 1) . 2z — 1)) .

e portanto,
—
?(D)(PO) =2(xo —x1,Y0 —Y1,20 —21) = 2P D1,

e consequentemente temos (notemos, abaixo, que a constante —2 é absorvivel por \)

2R P, = AV f(R) W
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