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FRACOES PARCIAIS!
TEOREMA DA DECOMPOSICAO EM FRACOES SIMPLES

Seja R[z] o conjunto dos polindémios com coeficientes reais e na varidvel x.

Seja @ = Q(z) € R[x] com [ distintos pares de raizes complexas conjugadas
(ndo reais) oy + i, ...,qq = i3 e k distintas raizes reais 7,...,7%. Entao, pelo
Teorema Fundamental da Algebra (TFA)? fatoramos () em seus fatores lineares

e quadraticos com suas respectivas multiplicidades e obtemos

Q) = clj((:v—a»?w?)w H(xw ceR,

onde m; e n; sao as multiplicidades das raizes complexas e reais, respectivamente.

Teorema 1 Seja @) = Q(z) € R[xz] como acima e P = P(x) € R[z] tal que
grau(P) < grau(()). Existem, e sdo unicos, nimeros reais A;;, B;; e C;; tais que
Pz) ™ Ay+Byx
Q(z) B ;jzl ((x—oz,;)Q +ﬁ¢2)j i=1j=1 (x =)

(1.1)

Prova:
Afirmacgao 1: Se v é raiz real de multiplicidade n de @ = Q(z) fatoramos
Q(x) = (z—v)"q(x), com g e R[z] e g(7) # 0, e existem tinicos C' € R e p € R[z],
com J(p) < 9(Q) - 1, satisfazendo
(1.2) P __ ¢ _ p)
(z-7)q(x) (z-1"  (z-7)""q(z)

1O teorema que segue baseia-se em dois resultados em “Analysis by Its History, E. Hairer
and G. Warner, Undergraduate Texts in Mathematics, 1996, pp. 118-123, Springer-Verlag,

New York”. Os exemplos (dois deles do citado livro) séo, entre outra formas, aqui resolvidos
inspirando-nos no chamado método de Heaviside, vide “Célculo, Vol 1, pp. 568-569, G. B.

Thomas, Addison Wesley, 2009”.
2D’Alembert em 1746 e que & época procurava métodos para integrar funcoes racionais

apresentou uma prova do TFA que foi, & época, considerada nao vélida e que hoje é valida.
Gauss em 1799 apresentou a mais famosa prova de tal teorema e Argand em 1814 mostrando a
eficiéncia dos nuimeros complexos simplificou, e muito, a prova de D’Alembert e apresentou a

mais clara e curta prova do TFA, até a atualidade.



Verificagao da Afirmacao 1:

Multiplicando (1.2) pelo denominador comum, temos a equagao polinomial

P(x) = Cq(x) + p(x)(z - 7).

Avaliando em z = v temos C = % e definimos p(z) € R[z] como a divisao

(exata) de P(x) - Cq(x) por (x —~). As unicidades de C e p = p(x) sdo ébvias.
Afirmago 2: Se Q(x) = ((x-a)? + ﬁz)mq(x) e q(a+if)#0,acR, 3 eR*,
existem tinicos A, B € R e polindmio p € R[z], grau(p) < grau(Q) - 2, tais que
P(x) _ A+ Bx . p(x) ‘
(@02 +) g (@-02+m)"  (@-a2+m)" o

Verificagao da Afirmacao 2:

Multiplicando pelo denominador comum, resolvemos a equacao polinomial

P(z) = (A+Bx)q(x) + pa)((z-a)*+5?) .

Avaliando tal férmula em x = a+if = zg € C (ou x = a—i3) determinamos A e B
reais? e definimos p(z) como a divisdo exata, em R[z], de P(z) - (A + Bx)q(x)

por ((x -—a)?+ ﬁ2)). A unicidade é elementar e encerra tal verificagao.

Claramente, por sucessivas aplica¢oes das Afirmagdes 1 e 2 obtemos (1.1).
Pedimos ao leitor mostrar, é trivial, que a unicidade dos coeficientes em (1.1)

(vide abaixo outra prova de tal fato) segue das unicidades nas Afirmagoes 1 e 2m

Mostremos uma variacao do Método de Heaviside (assim dito se Q(x) sé
tem raizes reais simples) para determinar (unicamente) os coeficientes em (1.1).

Computemos os coeficientes Ciy,,, C1 -1, -, C1,2, C1 1, nesta ordem.

Utilizando a fatoragao Q(x) = (x —v1)™Q1(x), Q1 € R[x], Q1(71) # 0, multi-

pliquemos (1.1) por (z—~;)™ e computemos a equagao obtida em = =;. Para o
_ Pl P(v1)
(z-71)"1Q1() » Qi(n)”

(x-;% por (z —~1)™ e computando o resultado em x = v,

obtemos C ,,; todas as demais parcelas ao serem multiplicadas por (z — ;)™ e

_ P)
T Qi(n)”

1 membro ( ) obtemos, é 6bvio Quanto ao 2 membro, mul-

tiplicando a parcela

o resultado computado em x = 7, produzem o numero zero. Logo, C ,,

3Pela equacio A + B(a +i3) = % € C temos A + Ba = Re(%) e Bf = Im(%). Se
P(z0)

utilizarmos x = a— i3 o resultado é o mesmo pois para tais A,BeR: A+ BZy=A+ Bzg = e




Cl,nl
(z-71)™1
funcao racional com numerador e denominador divisiveis por (z—-;) (Afirm. 1):

P@) G (@)
(z=7)mQu(z) (=)™ (z-m)"7'Ci(x)’

Igualado o ultimo membro acima com o que restou do 2 membro de (1.1),

Entao, passando ao 1 membro e efetuando a subtracao temos uma

com J(p1)<d(Q)-1.

recaimos no caso anterior e entao de forma andloga achamos o coeficiente C' ,,,-1.
Iterando tal procedimento identificamos os demais coeficientes C' js. E claro que
analogamente obtemos todos os coeficientes Cy/g jrs.

Similarmente (e utilizando a Afirmagao 2) obtemos ordenadamente os pares de
coeficientes (A27mz , Bl’ﬂ”i)’ (Aiymi—h Bi,mi—l)a ceey (A’L',la Bi,l)a 1= 1, ceny l. Veriﬁquel

Exemplo 1. Decomponha em fracoes simples,

P(x) 22°-32% - 921 + 2323 + 22 — 44z + 39

Q(x) x®+at-bad - a2+ 8r -4

Resolucao: Efetuando a divisao polinomial obtemos uma fungao racional com

o grau do polindmio numerador menor que o no denominador, e fatorando este,

P(x) 624 — 2022 + 4z + 19
=2x -5+
Q(z) (z-1)%(z+2)?
Pelo Teorema da Decomposicao em Fracoes Simples temos,
6% — 2022 + 42 + 19 A3 A2 Al B2 Bl
(%) = + + + + :
(x-1)3(x+2)2 (x-1)2 (z-1)2 z-1 (z+2)2 x+2

Multiplicando (*) por (z —1)? e entdo computando em x = 1 obtemos Az = 1.
Multiplicando (*) por (z +2)? e entdo computando em x = -2 obtemos B, = —1.
Pondo os termos 1(z-1)73 e —1(z +2)72 a direita a esquerda e simplificando,

62— 2022 + 42+ 19+ (z-1)3 - (z+2)2  622-bx -7 Ay A B
(**) = = —+ + .
(z-1)3(z+2)? (z-1)%(z+2) (x-1)2 z-1 z+2

Multiplicando (**) por (z—1)?2 e, ai, avaliando a fragao central em z = 1: Ay = -2.
Multiplicando (**) por (z+2) e, ai, avaliando a fragao central em z = -2: B; = 3.
**)

Pondo, em (**), os termos —2(z—1)2 e 3(z+2)~! a direita no meio e simplificando:

622 -5x-7+2(x+2)-3(x-1)* 3(z-1)(z+2) 3 Ay

= = = = Al =3.
(x-1)%(z+2) (z-1)*(z+2) z-1 z-1
Resposta: 220-325-92442323 +22 442439 _ 1 42 3 . -1 ., 3 g
p : O +zt-5r3-22+8x—4 T (z-1)3 7 (z-1)2 7 z-1 7 (2+2)2 T z+2



Exemplo 2. Decomponha em fracoes simples (wzﬂx;%

1 Resolucao: Via o que denominamos, aqui, variacao do método de Heaviside.

Pelo Teorema da Decomposicao em Fracoes Simples temos,

(+) o+ Ax+B+Ca:+D+E:B+F Ve eR
* = x )
(22+1)(22+2)2  22+1  22+2  (22+2)2’

Multiplicando (*) por (22 +2)? e entdo computando em x = i\/2 obtemos

e
Qﬁ@jﬂﬁngw@+F=zEﬁ—5eF:O

Pondo a esquerda em (*) o termo ﬁ obtido a direita e simplificando temos

o +x+5r(z?+1) 23 + 3z _Ax+B+Cx+D
(22 +1)(22+2)2  (22+1)(22+2) a2+1  22+2

()

Multiplicando (**) por 22 + 1 e entdo computando a expressao no meio em x = i:

3+ 31

5 =Ai+B = A=2e B=0.
22+ 2

Multiplicando (**) por 2242 e entao computando a expressao no meio em x = V/2i:

(V/24)3 + 3\/2i
-2+1

=CV2i+D = C=-1eD=0.

2 Resolugao: Escrevemos P(z) =2° +x, p(z) = (22 + 1)(22 +2)? ¢,

o+ _cm:+b+cx+d ex+ f
(22 +1)(22+2)2 22+1 22+2 (22+2)2’

VreR,

e entao, multiplicando ambos os membros por p(x) resulta

(2°+2) = (az+b)(2* +2)* + (cx +d)(2? + 1) (2® +2) + (ex + f) (2 + 1) ,Vz e R .
Efetuando as operacoes indicadas no 2 membro, a igualdade acima se escreve
25+x = (a+c)x+(b+d) 2+ (da+3c+e) 3+ (4b+3d+ f)2*+(4a+2c+e) r+4b+2d+ f YV e R,
e (v. Coroldrio 3.7) obtemos o sistema linear de 6 equagdes com 6 incégnitas:

(1) a+ec=1, (2) b+d=0, (3) da+3c+e=0, (4) 4b+3d+ f =0,

(5) da+2c+e=1, (6) 4b+2d+ f=1.



De (2) segue d = —b e portanto (4) e (6) se escrevem, respectivamente, b+ f =0
e 2b+ f = 0 que é visivelmente um sistema determinado; donde, b= f =0 e, entao,
d=0. De (1) segue ¢ = 1 -a e entao (3) e (5) se escrevem, respectivamente,
a+e=-3¢e2a+e=-1;cujasolucao éa=2ee=-5eportanto,c=1-a=1-2=-1
donde ¢ = —-1. Consequentemente,
¥+ 2x x %

= - - VzeR m
(22 +1)(22+2)2 22+1 22+2 (22+2)%’ ’

= : 2241
Exemplo 3. Decomponha em fragoes simples ———"=7>——.

Resolucao: Via método de Heaviside.

O denominador fatora-se: (x*+523+522-5x-6) = (x+1)(z-1)(x+2)(x+3).

Logo, temos

x2+1 A B C D
(%) = + + + :
(z+1)(x-1)(x+2)(z+3) x+1 z-1 x+2 z+3

1 . _ A2 _ 1
Multiplicando (*) por (z + 1) e, af, computando em = = -1 temos: A== = —3.

. 1. ; . -2 _ 1
Multiplicando (*) por (z - 1) e, af, computando em = 1 temos: B = 5 = 55.
Multiplicando (*) por (z +2 e, af, computando em z = -2 temos: C = 2.

1 ] _ . p_10__5
Multiplicando (*) por (z +3) e, ai, computando em = = -3 temos: D=3 =~ ®

Antes de estudarmos o caso em que Q(z) tem raizes nao reais revisemos C.
Revisao de Numeros Complexos.

Seja i € C tal que i2 = —1. Utilizando a Férmula de Euler,

e = cosf +isind, HeR,

temos

e” W = e%(cosy +isiny), V a,y €R.

Indicando as coordenadas polares de z € C por r € [0,+00) e 0 € R se:
z=r(cosf +isinf)

vemos que z = e, sendo ébvio que || = 1 e consequentemente 7 = |z|.



Chamamos (r,0), de forma polar de um ntumero z € C e identificamos:
z=(r,0), se z=r(cosf+isinf) .
Desta forma, se 2y = (r1,601), € 20 = (72,62), temos 21 = 1€ e 25 = r9e®2 e
2129 = (r1712,601 + 02), .
Assim, obtemos a Formula de Moivre:
2" =r"(cosnbf +isinnh) se z=(r,0), ,VneZ.

Invertendo tal féormula obtemos as n-raizes, n € N, de um nimero z = re? € C :

Radiciagao: Se neN e z =re® 0, as n solugoes de w™ = z = re? sao

Wy, = 7(/7_“6(%+%Tﬂ)i, k=0,1,...,n-1, ou
0 2km 0 2km

wk:<w7§+2k—ﬂ-) :{”/F(Cos(——i——) +isin(—+—)), k=0,1,...,n-1.
n n /o n n n n

Chamamos tais solucgoes wy ,k =0,...n — 1, de raizes n-ésimas de z.

Exemplo 4. Simplifique, aplicando o método de fragoes parciais,

1
1+ a4
y
)
— _ —1+4 1+
— = / _— =
0 V2 2 wo
1
1 0 1 g
—1-4
—Wo = 1-i _ ——
2 _— =
V2 V2 wo
\J

Figura 1: As quatro raizes quartas de z = —1.



Trés Resolugoes: Temos, vide Figura 1 acima,
. w2k, i T\
Z4+ 1 :O:} Z4 = —1 :6”" :>Z:wk :6(Z+T)l :6(Z+k5)lj l{2071’2’3 7

. , T _ o — 5wy L. S—
istoé, z € fjwp=e1', wy=e1'=-Wy, wo=€ed'=-wy, wg=e1"=wqy .
O polindomio x* + 1 fatora-se entao como

141 = x—m x—ﬂ-x—_pri L0 22 —\/2x+1)- (22 +V/ 22+
zt+1=( \/5)( \/5)( 7 \/5)( V2u+1)-(a®+V2a+1)

e obtemos pelo Teorema da Decomposi¢ao em Fracoes Simples,

) (2=~

1 Ax+ B Cx+D

(*) 4: + .
L+a* 22-22+1  22+22+1

1 Resolugao: Nao aplicando os citados métodos.

E facil perceber que,
A+C=0e B+D=1.

Ainda, computando a expressdo em (*) em z =4 obtemos

A=—QeB=

I _Ai+B -Ai+(1-B) -24 1-2B 1
2 V2 V/2i V2 V2 4 2

:C:

=%

2 Resolugao: Via método dos coeficientes a determinar (aritmética em R)
Multiplicando por (22 —+/2z +1)(22 + /2x + 1) a expressao (*) obtemos

1 =(Az+B)(22+V2x+ 1)+ (Cz + D) (22 -2z + 1)
= (A+C)a3 + (AV2+B-CV2+ D)z + (A+B\V2+C~-DV2)x+ (B +D),

e resolvemos o sistema de equacoes
A+C=0 , AV2+B-CV2+D=0 , A+BV2+C-DV2=0 ¢ B+D=1.

Substituindo a 1 (C'=-A) ea4 equacdes na2 temos 24v/2+1=0¢ A= —\/TE.
Substituindo a 1 equacao na 3 obtemos B = D e, pela 4 equacao, B=D = %

DN | —



3 Resolugao: Via uma variagdo do método de Heaviside (aritmética em C).
Escrevamos # na forma
1 Ax+ B Cx+D
) G m) @ ra) @ —varel | Pavaeed

Multiplicando (**) por 22 = /22 + 1 = (2 — wp)(z - w_o) e computando em wy:

1 1
— = A+ B=— ——— (1+z)+B ou,
2 Re(wo) - 2wy 4\}—{;— \/_
-1 A 2 1
! =1 el (—+B)+—z=A——£ B==

2(1+i) 4 4 4~

V2 V2 472

Multiplicando (**) por 22 + /22 + 1 = (z + @) (2 + wy) e computando em —wy:

1
—Cwo+ D
—2(4)0(—(4)0 - wo) o o

1 1 1 C C 2 1
:———i:(——+D)——i:>C:\/—_, D=- .
4&)0R€(Q)0) 4 4 \/i \/§ 4 2

V2 1 V2 1

1 ~2p 4+ 1 V2p 4+l

Resposta: —; 1773 1173 ,VreRm
Pl 2w+l x2+\/_x+1

Por fim, apresentemos o “método das derivadas” (importante em “Teoria de
uma Varidvel Complexa”) que utiliza derivadas em R para computar os coefi-
cientes em (1.1) correspondentes as parcelas provenientes das raizes reais.

Computemos em (1.1) os coeficientes Cl,,, ..., C1; relativos a raiz ;. Para
simplificar escrevamos n; = n. Entdo, pela fatoragdo Q(z) = (x — 71)"Q1(x),
Q1€ R[z] e Q1(71) # 0, pela expressao em (1.1) temos,

P(z) = Cin + Crn-t o G + Pi(2)
(z-7)"Qi(z) (z-7)" (z-7)"! (z-m) Qi(x)’
com p; € R[z] [e, é facil ver, d(p;) < (Q)—-n|. Logo, multiplicando por (x—~1)",

5)1((&2) =Cin+C1p1(x=7)+Cpo(x=71)+.. +C 1 (x =)+ gll((:;)) (z=7)" .
Computando a equagao acima em 7, resulta ((71)) =CY .

Computando a 1 derivada da equacao acima em -, resulta: (& ’ Y ) Cin-1-
Computando a 2 derivada da equagao acima em ~y; resulta: (&)” =2C p-2.

Por inducao finita, computando a k-ésima derivada, k=0,1,....,n -1, da equacao

acima em -, obtemos: (&)(k)(fyl) = KICy g Isto é, Cy g = ki(—)(k)( 1)



Exemplo 5. Decomponha em fracoes simples ﬁ

Trés resolugoes:
1 Resolugao: Nao aplicando os citados métodos.
Temos,

2 [(e-1)+1]2 (z-1)?+2(x-1)+1 1 s 2 s 1
(z-1)3  (z-1)3 (r-1)3 -1 (z-1)2 (z-1)3"°

2 Resolugao: Via método dos coeficientes a determinar.

Multiplicando por (z - 1)? a decomposigao

x? _ A s B s C
(z-1)3 (z-1 (z-1)2 (z-1)3

obtemos 22 = A(x - 1)?2+ B(z - 1)+ C = A2? + (-2A+ B)x + (A- B+ C). Logo,
A=1,B=2¢C=1.

3 Resolugao: Empregando derivadas.
Basta computar mos as derivadas de ordem 0, 1 ¢ 2 de F(x) = 22 em x = 1.
Logo,

Existem ainda outros métodos para decompor uma fun¢ao racional em soma

1

de fragoes simples. Cada qual tem suas vantagens, sendo que a maior ou menor
conveniencia de um método depende do problema em questao e, é claro, de pre-

feréncias individuais. Ainda, é conveniente ser “criativo”.



