MAT 143 - Calculo I para Ciéncias Bioldgicas - FCFUSP
Semestre 1 de 2015
TEOREMAS SOBRE MAXIMOS E MINIMOS,
DE ROLLE, DO VALOR MEDIO (TVM),
DARBOUX, TVM GENERALIZADO (CAUCHY) E
REGRAS DE L’HOSPITAL

Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Nesta secao apresentamos sete teoremas, provando os cinco relativos a de-

rivagdo e apenas enunciando os dois (logo abaixo) relativos a continuidade. Indi-

camos o intervalo aberto de extremidades a ¢ b por (a,b).

Teorema do Valor Intermediario (TVI, Bolzano). Seja f : (a,b) — R uma

funcao continua. Entao, a imagem de f, denotapor e definida por

Im(f) = f((a,0)) = {f(2) : x € (a,b)},
¢é um intervalo. Isto é, dado um mimero y satisfazendo f(x;) <y < f(x2), com
x1 e xo ambos em (a,b), entdo existe x em (a,b) tal que f(x) =y.

Prova.

Vide Fundamentos disponivel na pégina destinada ao curso ¢
Teorema de Bolzano-Weierstrass. Seja f : [a,b] — R continua. Entao, f
assume maximo (M) e minimo (m) em [a,b]. Isto é, existem x; e x5, ambos em

la, b], tais que

m= f(z1) < f(zx) < f(xg) = M, para todo x € |a,b].

Prova.
Vide Fundamentos disponivel na pagina destinada ao curso ¢

A seguir, utilizamos os resultados acima.



Condigao Necessédria para Maximos e Minimos. Seja f : [a,b] — R continua
e derivdavel em (a,b). Seja p um ponto de maximo local ou de minimo local de f.
Entao,

f'(p)=0.

Prova. Notemos que p € (a,b).

Temos

i L@ = SP) St h) — fp) — ).

h—0t h h—0— h

Se p é ponto de maximo local, o primeiro limite é maior ou igual a zero e o

segundo é menor ou igual a zero. Como eles coincidem, temos f'(p) = 0.

Se p é ponto de minimo local, analisando — f recaimos no caso acimade

Teorema de Rolle. Seja f : [a,b] — R continua, derivavel em (a,b) e tal que

f(a) = f(b). Entao, existe p em (a,b) tal que

f'(p)=0.

Prova.

Se f é constante, o resultado é ébvio.

Caso contrario, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass f assume um minimo
m = f(z1) e um maximo M = f(xg), com zy, 29 € [a,b] e m # M. Logo,
como f(a) = f(b), concluimos que ou x; € (a,b) ou x5 € (a,b).

Isto é, ou x; é um ponto de minimo local e f'(z1) = 0 ou x5 é um ponto de

maximo local e f'(z2) =0 &



Teorema do Valor Médio (TVM). Seja f : [a,b] — R continua e derivavel em
(a,b). Entao, existe p no intervalo aberto (a,b) tal que

f(b) — f(a)

=)

Prova.

A equagao da reta secante ao grafico de f pelos pontos (a, f(a)) e (b, (b))
é dada por

f(b) — f(a)

s(t) = f() + 22—

(t —a), onde t € R.
A seguir, definimos a funcao continua em [a, b] e derivavel em (a,b),
o(t) = f(t) — S(t), onde t € [a,b].

E claro que ¢(a) = f(a) — f(a) = 0 e ¢(b) = f(b) — f(b) = 0 e entéo, pelo
Teorema de Rolle aplicado a fungao ¢, existe p € (a,b) tal que

fb) = f(a)

b—a *

0=¢'(p)=fp) -9 =r()-—

Interpretacao fisica do Teorema do Valor Médio. Suponhamos que uma

particula move-se sobre uma reta e que s(t), onde
S [tl,tg] — ]R,

indica a distancia em metros desta particula em relagao a origem adotada na reta,
no instante ¢ medido em segundos. Entao, o Teorema do Valor Médio expressa
que em algum instante ¢y € [t1, 5] a velocidade instantanea v(ty) = s'(to) é igual
a velocidade média vpeqin 10 periodo [ty,t2]. Isto é, temos

As  s(ty) — s(t1)

At ty—1 %

s'(to) = v(tg) = Vmeédia =



Propriedade do Valor Intermedidrio para Derivadas (Darboux). Seja
f :la,b] = R derivavel em [a,b]. Entao, a imagem de f' é um intervalo.
Prova.

Consideremos um nimero A tal que
f'(e) <A< f'(d), com cedem [a,b)].
Mostremos que existe p em (¢, d) tal que f'(p) = A. Analisemos dois casos.

o O caso A = 0. Entao temos f'(c) < 0e f'(d) > 0.

Para x em um pequeno intervalo (¢, ¢+ €) [com € > 0] temos

fx) = f(c)

r—=cC

<0

e portanto f(x) < f(c).

Para 2 em um pequeno intervalo (d — 6, d) [com § > 0] temos

— fd

f) I
r—d

e portanto f(z) < f(d). Desta forma, o ponto de minimo = = p da fungao

f :]e,d] — R (com existéncia garantida pelo Teorema de Weierstrass)

pertence ao intervalo aberto (¢, d). Temos assim, f'(p) =0 = A.

o O caso geral. Basta vermos que g(x) = f(x)— Az satisfaz ¢'(c) < 0 < ¢'(d)d

Teorema do Valor Médio Generalizado (Cauchy). Sejam f,g : [a,b] — R
continuas e derivaveis em (a, b), com ¢'(x) # 0 para todo x € (a,b). Entao, existe

p € (a,b) tal que
f) = fla) _ f'(p)
g(b) —gla)  g(p)

Prova.

Inicialmente notemos que g(b) — g(a) # 0 pois caso contrério, pelo Teorema

de Rolle existiria z¢ € (a,b) tal que ¢'(x¢) = 0, contra a hipétese.



Consideremos a fungiio continua em [a, b] e derivével em (a,b),
p(t) = [f(b) — f(a)lg(t) — [9(b) — g(a)]f(t), onde t € [a,b].
Temos, ¢ claro,
p(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a) e (b) = —f(a)g(b) + g(a)f (D).
Logo, ¢(a) = p(b). Assim, pelo TVM existe p em (a,b) tal que
0=¢'(p) = [£(b) — f(a)lg'(p) — [9(b) — g(a)] ' (p).

Donde finalmente segue [f(b) — f(a)lg'(p) = [9(b) — g(a)lf"(p)%

Interpretacao geométrica do Teorema do Valor Médio Generalizado.
Esbogando no plano a curva y(t) = (g(t), f(t)), onde t € [a,b], e a reta S pelos
pontos (g(a), f(a)) e (g(b), f(b)) vemos que existe uma reta 7" tangente a curva
7, em algum ponto y(p), e também paralela a reta S. Isto é, se mp e mg sao os

coeficientes angulares de T e S temos,
mr =mg =

Note que geometricamente o vetor tangente a curva v no ponto p é o vetor

(f(t) — flp) 9(t) — 9(1?))

(&) =) _
t—p t—p t—p

— (hm f6) = 1) 4 9() _g(p)) = (f'(p),d(p)),

t—p t—p " t—p t—p

Y

t—p t—p

interpretado fisicamente como o vetor velocidade da curva v no “instante p”.
Ainda mais, o coeficiente angular my da reta T, paralela ao vetor +'(p), é a

tangente do angulo 6 que o vetor forma com o eixo Oz (faga um esbogo). Logo,

f'(p)

g (p) &

mp = tanf =



REGRAS DE L’HOSPITAL

Tais regras aplicam-se a analise das indeterminagoes

0 00
- e —.
0 00

Mostremos que sao também indeterminagoes
(i) 0.00 (ii) oo — o0 (iii) 0° (iv) o e (v) 1.
Prova. Temos,

(i) lim ot =13,
T—

(i) lm (z+15) —z = 15.

T—+00

i) lim (e%)% =7 =7,
T——00

iv) lim (%)% =7 =7.
Tr—+00

(V) lim (1 + 11171‘).1’ — 61n7r — *

T—+400 z

Estas cinco indeterminacoes sao redutiveis as indeterminacoes % ou .
E trivial ver que 0.00 é reduzido a
00
00
Quanto aos casos (iii), (iv) e (v), temos
00 _ 6Oan _ 60.(—00) : OOO _ 6Olnoo _ 6Ooo , 1° — eoolnl _ eoo.O‘

Pego ao leitor analisar o caso(ii).

Atencgao. 0 nao ¢ indeterminacgao pois

0% = X0 — goo(=) — ¢ ¢ £ 400},



Motivacao as Regras de L’Hospital. Mostremos inicialmente uma versao
simples e bem 1til de tais regras. Suponhamos f, g : (a,b) — R derivaveis (logo,

continuas) e p € (a,b) satisfazendo

f)=9m)=0 e ¢(p) #0.

Entao, temos

Verificagao.

E trivial ver que

Exemplos. Aplicando a regra acima (confira que podemos aplicé-la),

(1) hmx@sx:hmcosx—xsinx:1—021.
z—0 SINnx z—0 COST 1
T _1 z 1
2) lmo—— =lm-—— =-=1&

z—0 tanx z—0sec?ry 1

Primeira Regra de L’Hospital. Sejam f e g duas fungoes derivaveis no inter-

valo aberto (p,b), com ¢'(z) # 0 para todo z. Se

lim f(x) =0= lim g(x) e existir lim f()

st ot e (finito ou infinito),

entao temos

z—pt g(l’) z—pt gl(.ZE) '

Observagao. Vale uma regra similar nas seguintes quatro condicoes,

lim M = lim f(z)

r—p T —p T — +00 e T — —00.



Prova.
Definindo f(p) = g(p) = 0 obtemos f e g continuas em [p,b) e deriviveis no
intervalo aberto (p,b). Assim, dado = € (p,b) e aplicando o TVM generalizado

ao intervalo fechado [p, z|, consluimos que existe 21 € (p,x) tal que

fl@) _fl@)—0 _ flz)—flp) _ f'(z1)
g(

r)  gl@) =0  g@)—glp) (1)’
Desta forma, como x; — p* se x — p™, concluimos que

lim @) = lim S{a) = lim MJ.

z—pt g(ZE) r1—pT g’(xl) z—pt g/(l')

Y

Observagao. A 1? regra de L’Hospital sob a condigao “z — p~7 é trivialmente

equivalente a 12 regra de L’Hospital sob a condi¢ao “x — p™” pois

r—pt = -1z —p.

Segunda Regra de L’Hospital. Sejam f e g derivaveis no intervalo aberto

(a,p), com ¢'(x) # 0 para todo = € (a,p). Se

/
lim f(z) =400 = lim g(x) e existir lim Jz) (finito ou infinito),

T—p~ T—p~ T—=p— g/(ZL’)

entao )

lim M = lim f'(z) :

T—=p— g(]}) T—p~ gl(I)
Observacao. Vale uma regra similar nas quatro condigoes,

+

xr—p xr—p Tr — +00 e Tr — —00.
Prova.
Suponhamos
/
x
lim f/( ) = L, com L um niumero real nao nulo.
z—p~ ( (ﬁ)

Os casos L =0 e L = oo sdo deixados ao leitor.

Como f e g tendem a +oo se x — p~, podemos supor f > 0e g > 0.



Dado entdo € > 0, consideremos €/2. Por hipdtese existe a € (a, p) tal que

_ f'(0) € €
(1) cE[a,p):gl(C>€<L—§,L+§).

Também podemos assumir x suficientemente préximo de p tal que
f() > f(@) e g(x) > g(a).

Aplicando o TVM generalizado as fungoes f e g no intervalo [a, 2], obtemos

(2) 0< f(z) = /(@) = S para algum c € (a,p) .

g9(x) —g(@  g'(c)

Observemos que

Ainda mais [se x — p~, entdo a est4 fixo],

lim 9(a) = lim /(@)

AN =0
T—=p~ g(l’) T—p~ f(l')
e portanto existe @ € (a,p) tal que
1 — 9@
4) x€(@,p = 1 9 (1-6,1+0),
@)

com ¢ > 0, pequeno, e a ser adequadamente escolhido . Utilizando (3), (1) e (4)
[por (2) segue L > 0 e assim L > 0] supomos € > 0 pequeno o suficiente tal que
€
L—-->0
2

e obtemos a seguinte implicagao

ve@Gp) — LW _ S (1_§) e((t-5)a-9, (L+§) (1+9)).
f(2)

1 — 2

Por fim, escolhemos § > 0 e pequeno o suficiente tal que (notemos o caso § = 0)

€/2
L+¢€/2

((L - %) (1-4), <L + %) (1+ 5)) C (L—e, Lte) lbasta 0<d<

E



