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1. Regra da Cadeia (interpretagao e demonstragao).

Supondo z = f(y) e y = g(z) fungoes diferencidveis de R em R, determinemos
a derivada da funcao composta z = (f o g)(x). Interpretando derivadas como

limite de taxas de variacao temos

Az Az Ay
Az AyAz’
sendo que se Az tende a zero entao Ay = g(z + Ax) — g(z) também tende a zero

(pois g é continua, j& que g é derivével) e assim temos

2w (fog)

oy

Isto é, a taxa de variacdo da funcdo composicao (fog) é o produto das taxas de
variagao das fungoes f e g e, analogamente, a derivada (f o g)’ da composta é o

produto das derivadas f’ e ¢'.

A seguir, identifiquemos os pontos em que calculamos as derivadas. Conside-

remos x = p e y = g(p). Entao, temos

Az o (feg)lp+Azx)-(fog)(p)

(fog9)'(p) ¥ 5, P) Ay
_flg(p+Ax)) - f(9(p) 9(p+Az)-g(p)
9(p+Az) - g(p) Ax ’
g(p+AA9:;—g(p) . g(p) e
flg(p+Ax)) - f(g(p)) _ o).

g(p+Ar)-g(p)



Esta tltima aproximagao segue de
F(y) - f(g(p))
y-9(p)

o que efetivamente ocorre pois como ja vimos [a continuidade de g],

~ f'(9(p)) sey=g(p),

y=g(p+Ax) tende a g(p) se Az — 0.

Passando ao limite (para Az — 0) as aproximagoes acima, temos a identidade

(fog)(p)=1r'(9(r)g'(p).

Atencgao. O computo é valido desde que Ay = g(p + Ax) - g(p) # 0, o que é
verdade (para valores pequenos, nao nulos, de |Az| ) se admitirmos ¢'(p) # 0.

Temos entao a regra da cadeia provada nos pontos em que g’ é nao nula.
A seguir, fazemos a demonstracao completa.
Prova da Regra da Cadeia.
Por hipétese, f = f(y) é derivavel no ponto g(p). Logo,

lim f(y):f(g(p)) _ f’(g(p))-
v=9) Y- 9g(p)

Donde segue

=0.

i [£@) = Fla(@) = /(9@ (v - g(p))]
y—9g(p) Yy —g(p)

Seja E(y), com y # g(p), o quociente no ultimo limite. Temos

f) = f(g(p) - f'(g(p)ly-9(p)]=EWy-9®)],

com E(g(p))=0 e lim FE(y)=0.
y=9(p)

Entao, substituindo y = g(p + h) e dividindo por h encontramos

h))- h)- h)—
fg(p+ )})l fla(p) _ f’(g(p))g(p+ }1 9(p) E(g(p+h)) [g(p+ ]1 g(p)] .

Segue entao triviamente que

lim flg(p+h)) - f(g9(p))
h

h—0

= f'(9(p))g'(p) +0g'(0) = f'g(p))g'(p) *




2. Elementos para esbogo de graficos e determinacao de maximos e minimos.

I-Seja f:1=(a,b) >R é duas vezes diferenciavel e J = (¢,d) c (a,b).
(i) Se f'>0 sobre J entao f é estritamente crescente sobre J.
(ii) se f’ <0 sobre J entao f é estritamente decrescente sobre J.
(iii) se f" >0 sobre J entao f tem concavidade voltada para cima sobre J.

(iv) se f" <0 sobre J entao f tem concavidade voltada para baixo sobre J.

Il - Seja [ : I = (a,b) > R diferencidvel. Seja p um ponto que é de maximo
local ou de minimo local ou um ponto de inflexao de f [um ponto de inflexao é

definido como um ponto onde muda a concavidade].
(v) Se p um ponto é de maximo/minimo local entao f'(p) = 0.

(vi) Se p é um ponto de inflexao e f" existe e é continua, entao f"(p) = 0.

III - Seja f : [a,b] = R, derivdavel em (a,b) e continua em [a,b]. Seja p um

ponto de maximo ou de minimo de f. Entao,

ou p é um dos extremos do intervalo [a,b] ou f'(p) = 0.

IV - Definicao. Dada f:R - R, a reta
riy=mx+n
é dita uma assintota para f, em +oo, se

lim [f(x) - (mz+n)]=0.

T—>+00

Analogamente para assintotas em —oo e mesmo pra um ponto p € R, com f nao

derivavel em p [ podendo p pertencer ou nao ao dominio de f].



Provas e/ou Argumentos.

(INC)

(iv)
(1) (v)

Se f’>0 sobre J, dados = e y em J, com x <y, pelo TVM segue

f(y) - f(=)

= f'(¢) > 0, para algum c entre z e y.
Y-

Logo,
f(y) > f ().
Anélogo ao caso (i).

Interpretacdo. Suponhamos que a variavel é temporal. Se f” >0 sobre
o subintervalo J, entao as retas tangentes a curva descrita por uma
particula que se move ao longo do grafico de f, restrita a J, sao tais
que suas inclinagoes (coeficientes angulares) aumentam com o decorrer

do tempo. Logo, a concavidade é voltada para cima.

Interpretagdo. Andloga a interpretacao de (iii).

Suponhamos que p um ponto em que f é derivavel. Entao,

i L@ +R) = F(p) fp+h)-f(p)
h h

h—0*

= f'(p).

= lim
h—0-

Se p é ponto de maximo local, o primeiro limite é maior ou igual a 0

e o outro é menor ou igual a 0. Como eles coincidem, segue f’(p) = 0.
Se p é ponto de minimo local, analisando —f recaimos no caso acima.
Supondo f” continua, a concavidade antes do ponto p voltada para

baixo e apds voltada para baixo, temos f” < 0 antes de p e f"" > 0

depois de p. Logo, f"(p) = 0.

(III) Segue imediatamente de (II).

(IV) Nada hé a provar #



3. TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Seja I um intervalo aberto e f: I - f(I) c R continua e inversivel. Entao,
(a) f é estritamente crescente ou f é estritamente decrescente.
(b) J = f(I) é um intervalo aberto.
(¢) g=ft:J—1Ié continua.

(d) Se f é derivavel em z, com f'(x) # 0, entdo g é derivavel em y = f(x) e

Prova.

(a) Suponhamos z; < 2y < x3 satisfazendo f(z1) < f(x2) e f(x2) > f(x3).

Consideremos y tal que

max{(f(21), f(x3)} <y < f(22).

Pelo teorema do valor intermediério vy € f((xl,xg)) ey e f((xQ,:cg)) 7 A
funcao —f também é continua e inversivel e também nao pode ocorrerem as
condigoes f(x1) > f(x2) e f(x2) < f(x3). Segue entao que f é estritamente

crescente ou estritamente decrescente.

(b) Pelo teorema do valor intermediario, J = f(I) é um intervalo. Por (a), f é

estritamente crescente/decrescente. Logo, J nao possui extremidades.

(¢) Trocando f por - f, se necessério, podemos supor sem perda de generalidade
que f ¢é estritamente crescente. Consideremos entao y € J e € > 0 suficien-

temente pequeno tal que [g(y) —€,g(y) + €] c I. Existem entao y; e y» tais
que g(y1) = g(y) —€ e g(y2) = g(y) +e. Logo, g([y1,2]) = [9(y) — €, 9(y) +¢].

(d) Dado yo = f(x0) e y # yo, temos que g(y) = g(yo) = o se y > yo. Entao,

i S0 =900 L L 1 1
y=% Y — Yo y=yo LOW)-F9W))  zowo [@)=fxo)  fr(z0)  f'(g(yo))
9(y)-g(yo) T—x0



4. Duas Regras de L’Hospital

Uma indeterminagao ocorre quando no computo do limite de um quociente

encontramos uma expressao do tipo

0 00
— ou —.
00

0
O caso abaixo ¢ trivial e ilustrativo.

Sejam f e g derivaveis em p, tais que f(p) =g(p) =0 e ¢'(p) # 0. Entao,

i £ @) _ F(p)
= g(x)  g'(p)

Prova.

Temos

@) @) - )

w=p g(x) == g(x)-g(p)

f(z)-f(p)

__ ¥

z-p 9(x)-g(p)
T—p

- f(=)-f(p)
T—p

o 9(x)-g(p)
T—=>p Tr—p

_f'(p)
WION

Para mais sobre a regra de L’Hospital, vide Derivadas, na pagina do curso.



