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LIMITES E CONTINUIDADE

Def 1. Se f : A — R é uma funcao e p é um ponto de acumulacao de A entao
lim f(z) = L se Ve > 0, existe § > 0 tal que : |f(z) — L] <ese0< |z —p| <de

T—p

x € A.

Teorema 1 (Conservagao do Sinal). Seja f: A — R tal que glEILI}l) f(z) =
L # 0. Se L > 0, existe um intervalo I = (p — d,p + 9), 6 > 0, tal que
> fe)>L>0sexe(I—{p}nA

Obs. Temos, ¢ claro, um resultado analogo se L < 0.

Prova.

Dado e = % > 0, pela defini¢ao de limite existe § > 0 tal que se z € (p—0,p+
) — {p} e x € Aentdo, | f(x) — L| < e = £. Logo, ¢ facil ver, f(z) € (£,22) W

Teorema 2 (Propriedades). Sejam p um ponto de acumulagao de A e

fungbes f: A—-Reg: A— R. Se lim f(z) = L; e lim g(x) = Ly entao,
T—p

(a) lim f(z) +g(z) = L + Lo.
(b) limcf(x) = cLy, Ve € R.

T—p
(¢) lim f(x)g(x) = Ly Lo.
T—p
(d) glﬁig;)%:%,seLg#O
Prova.

€

(a) Dado € > 0, consideremos 5. Existem d; > 0 e d, > 0 tais que

[\elle)

(O<|z—pl<drexeA)=|f(x)— L] <
(O<|z—p|<drercA)=|g(x)— L] < 5.
Logo, se § = min(d,02) e 0 < |z —p| < J, com = € A, entdo, pela
desigualdade triangular, |(f+¢)(x) — (L1+ Lo)| = |f(2) — L1+ g(z) — Lo| <

[f(@) = Lal +lg(2) = Lo <5+ 5 =€
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(b) O caso ¢ = 0 é 6bvio. Se ¢ # 0, dado € > 0 consideremos ¢’ = - Entéo,
existe 0 > 0 tal que se 0 < |z —p| <6, x € A, temos [f(z) — Ln| <€ =5
e, assim, |cf(x) — cly| <e.

(c¢) Como glgll)g(x) = Ly, existe 0; > 0 tal que se 0 < |z —p| < 01, x € A,
entao |g(x) — Ly| < 1; logo, |g(z)| = |g(x) — Lo+ La| < |g(x) — La| +[La| <
1+ |Lo|. Assim,

(1) O0<lz—p|<t(zed) =|g(z)| <1+ |Ls .

Entao, dado € > 0, e para a funcao g considerando i existe 9y > 0

2 |L1€|+1)’
tal que,

€

(2) O<|z—p|<d(zeA) :>|g(x)—L2|<m.

Quanto a funcao f, para o valor de € acima seja Entao, existe

2(|L26|+1)'
03 > 0 tal que,

€
2(|Ly| +1)

Desta forma, escolhendo ¢ = min(d; ,ds ,d3), que é estritamente positivo, se

B) O<|zr—pl<ds(zel) = |f(zx)— L1 <

O<|r—p|<dexeA, (1)(2) e (3) estao satisfeitas e entdo,
(f9)(2)—LiLo| = |[f(z)—Li]g(x)+[g(x)—Lo] L1| < [[ f(2)—Li]g(z)[+|[g(x)—L2]L:| <

< |f(z) = Lullg(@)] + l9(x) = La| [ L] ;

mas,

m(1+|[z2|):§

|f(x) — L1 |g(=)
]Ll\ <3

’g(m)_LQHL” S |L1|+1

donde, [(fg)(z) — L1Ls| < §+§=¢

(d) Escrevendo % =f (x)rlx), por (c) vemos que é suficiente mostrarmos

lim - = L

z—p 9(2) Ly

Notemos que existe d; > 0 tal que se 0 < |x—p| < §; entdo |g(z) — Lo| < |L2‘

e, portanto, |Lo| = |z — g(@)] -+ lo(@)] < %21 + |g(a)] . assim, lg(z)] > 2
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ou, ainda, ol < Tl
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Dado entao € > 0 consideremos # Como lim g(x) = Ly, existe dy > 0 tal
T—p

quese 0 < |[z—p| < b9, x € A, entdo |g(z)—La| < # e, consequentemente,

para 0 < |z —p| < 6 = min(d;,d9),x € A, temos,

1 L g(z) = Lo| 1 1 €lls* 2 1

-7 l= T = l9@)—Le <
9 ()] [ Le| “g(a)] L] 2 |La| | Lo

g(z) Lo —

Corolario 1. Para todo polinémio p = p(x) e para todo zop € R temos
Jim p(x) = plao).
Prova.

Basta notarmos que lim x = xg e que um polinémio é uma soma de parcelas
T—T0

da forma a;z", a; € R, e ' = z....x é o produto do monoémio x i-vezes e
. . . ; 2 ~
que, pelas propriedades acima, xlglxl a;x" = a;x, e entao, se p(r) = a,a" +
0
...a1Z + ag entao,

lim (a,z" 4+ -+ 4+ a1x + ap) = lim a,z" +--- 4+ lim aq
T—T0 Tr—T0 Tr—x0

= a,r{ + -+ a1xo + ap = p(xo)M

Corolario 2. Para toda fungao racional R(x) = %, p e ¢ polindmios, se
<, - < 1 p(@) _ plwo)

xo nao é raiz de ¢ = q(x) entdo xlg];lo @) = a@e)"

Prova.

Segue do coroldrio 1 e do teorema 2(d)M

Teorema 3 (Do Confronto). Sejam f, g e h trés fungoes, a valores reais,
definidas em A C R. Suponhamos que p é um ponto de acumulacao de A e

que exista § > 0 tal que,
g(x) < f(x) < h(x), sexe€(p—38,p+d)—{p} e, z €A.

Entao, se lim g(z) = lim h(z) = L, segue que lim f(z) = L.
T—p

T—p T—p



Prova.

Dado € > 0 existem, respectivamente, para g e h, 61 > 0 e d5 > 0 tais que,
(O<|z—p|<dhexeA)=|g(z)—L|<e
(0<|zr—pl<dpexeA)= |h(x)—L|<e.

Logo, se = min(d;,d3) > 0e 0 < |x —p| < J e, ainda, x € A, temos que
g(x) e h(z) pertencem ao intervalo (L — €, L + €) e, portanto, como f(x)

estd entre g(z) e h(x), f(x) também pertence ao mesmo intervalol

Teorema 4 (Limite da Fungao Composta). Sejam f : X — Y e
g Y — R tais que,

lim f(x) =y,
T—xTQ

lim g(y) = L,
Y—Yo

existe r > 0 tal que f(x) # yo se v € (xg —r,xo +7) — {20} .
Entao,
li =1 =1L.
Jim g(f(2)) = lim g(y)

Prova.

Como lim g(y) = L, dado € > 0, existe §; > 0 tal que:
Y—Yo
(1) O0<|ly—w|<dreyeY = Jgly)—L|<e.
Como lim f(z) = yo, para o d; acima existe dy > 0 tal que,
T—T0

(2) O<|z—az9|<dre ze€X = |f(x)—yo| < .

Tomando-se § = min(dy,7), por (2) e pela terceira condi¢ao nas hip6teses

segue que
B) O0<lr—xo|<dexeX = 0<|f(z)—yo| <.
Combinando (3) e (1), nesta ordem, temos entao,
O<|z—xo|<dezeX = |g(f(x))—L|<e
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Logo, lim ¢(f(z)) =L = lim g(y)M

T—To Y—Yo

Def. f: X — R é continua em um ponto de acumulagao zo € X, se

lim f(x) = f(zo) .

Tr—xQ

Obs. Se ¢y € X nao é ponto de acumulacao de X, zy é dito um ponto

isolado de X. Toda funcao é declarada continua em seus pontos isolados.

Proposigcao 1. Os polinomios e as fungoes racionais sao fungoes continuas

em seu dominio.
Prova.

Segue da definicao de continuidade e dos corolarios 1 e 2 B

Teorema 5. Sejam f : X — Y eg:Y — R tais que, lim f(z) =

T—To
Yo € ¢ € continua em zy . Entao,

lim g(f(z)) = lim g(y) = g(yo) -

T—xQ Y—Yo
Prova.

Como g é continua em zq, dado € > 0, existe §; > 0 tal que,

[y =yl <1 = |g(y) — g(yo)| <e.
Como lim f(z) = yo, para o d; acima existe 0 > 0 tal que,
T—TQ
0<|z—m0] <d = |f(x) —yo| <61 .

Combinando as duas afirmacoes acima temos,

0<|z—wo| <0 = [9(f(x)) = g(yo)| < M



Corolario 3. Sejam f: X - Y eg:Y — R tais que f é continua em z( e

g ¢ continua em yo = f(x). Entao, (go f)(z) = g(f(z)) é continua em x.
Prova.
Segue imediatamente do teorema 5 W

Corolario 4. Se f : X - R e g: X — R sao continuas em p € X entao,
f+g, f.gecf (c €R),sdo continuas em p. Ainda mais, se g(p) # 0 entao

g, definida no conjunto em que g nao se anula, também é continua em p.

Verificagao: Consequéncia imediata das propriedades dos limites W

APLICACOES

. (1° Limite Fundamental) lim *2¢ = 1.
0—0

Verificagao: Feita em aula.

lim (1+ )" =e.

r—F00

Verificacao: Feita em aula.

. (2° Limite fundamental) lim el =1,
T—
Verificacao: Mudando a variavel h = e¢* — 1, h — 0, obtemos e¢* = h + 1,
r=1In(h+1) e,
e’ —1 h 1 1

x In(h+1) +In(h+1) - In(h+ 1)%

Para y = % temos, y — Fo00 segundo h tende a zero pela direita ou esquerda

e7
e’ —1 1

v (Lt iy’

mas, por 2, acima, lirin (14 i)y = e e, assumindo que a fungao exponen-
Y—To0

cial é continua (e portanto, sua inversa, a fungao logaritmo também),

1
lim In(1+-)Y=Ine=1,

y—Foo Y
e assim,
r—1 1
lim — lim In(1+-)=1.
z—0 €x y—Foo Yy



4. f(x) = senz, z € R é continua.

Verificagao: Pelas férmulas de prostéferese, sen x—senp = 2sen*5® cos #.
Assim, como |cos(z)| < 1, Vz, e, como ji vimos na demonstragao do 1°

limite fundamental, [senz | < |z|, Vx, segue que,

T — T+ T —
0< |senx — senp| = 2|sen P cos p|§2\ p|:|x—p|.
2 2 2
Logo, pelo teorema do confronto, lim |senz — senp| = 0 e, portanto,
T—p
lim senx = senp.
T—p
. f(x) = cosz, z € R é continua.
. ~ . s ’ _ + —
Verificacao: Pelas férmulas de prostaferese, cos v—cosp = —2sen(*52) sen(*32).

Assim, como [senx | < 1, Vz, e ainda, |senx| < |z|, Vz, segue que,

0 < Jcosx —cosp| < 2|sen$+psenw_p| < 2|:1:—p| = |z —p|.
2 2 2
Logo, analogamente ao exemplo 4, lim cosx = cosp.
T—p
. Sea>0, f(r) = a® é continua.
Verificacio: Temos, f(z) = a® = e*¢ = (g o h)(z), como h(z) = zlna

e g(y) = e¥. Portanto, como g e hsao fungoes continuas, pelo coroldrio 3,

f = goh étambém continua.

. f(x) = Y/x,x > 0 é continua.

Verificagao: Mostremos que lim {/z = {/p. Suponhamos, inicialmente,
T—p

p > 0.
Como a" —b" = (a —b)(a" '+ ...+ a7 + ...+ b)) sea= {/re
b= {/p, temos,

e p= (VF— P4 VT e T
Assim, se 0 < d; < 5 e |r—p| <d =% entdo, é ficil ver, z > L e

[ Va4 Va1 pit. +/pr1] > (g)%+...+(g)"7571'+%+...+(E)"Tfl

. Pyt
e—p| > [ — Bl nb),
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e, portanto, [{/z — ¢/p| < —L= |z —p|.

n(%)

Consequentemente, dado ¢ > 0, considerando 6 = min (51, en(g)nT_l)

temos,

1 1
[r—p| <0 = [Va—/p| < ﬁu—m < T
n(§) " ”(5)

Logo, 31612713 J/x = /p, sep > 0.
Se p=0,dado e >0sejad=¢€" Se 0 <z < temos 0 < V< Vo =ce,
assim, lim /2 = 0.
z—0
flx) = 24, com p, q € Z, mdc(p,q) =1, é continua em (0, 400).

Verificagao: Temos f(z) = (g o h)(z), com h(z) = Vz e g(y) = y*, que
sao continuas em (0, +00), pelo exemplo 7 e pela proposicao 1, respectiva-
mente. Logo, como composicao de fungoes continuas é também uma funcao

continua, f é continua.

. As fungoes trigonométricas tan x, cot x, sec x, cossecx sao continuas em seus

dominios.

Verificagao: Consequéncia imediata dos exemplos 4 e 5 e do corolério 4.



