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TEOREMAS SOBRE LIMITES E CONTINUIDADE DE FUNCOES

E intuitivo que para analisarmos uma funcao f numa vizinhanca de um ponto
P nao € necessario que p pertenca ao dominio de f mas sim que proximo a p

existam infinitos pontos do dominio da fun¢ao. Introduzimos a definicao abaixo.

Notagao. Dados dois conjuntos A e B a diferenca de conjuntos “A menos B” é
A\B={a€ A: a¢ B} ={a € A: ando pertence a B}.

Definigao. Dado A C R, um ponto p € R é ponto de acumulagdo de A (nao é
necessdrio que p pertenga ao conjunto A) se todo intervalo I nao degenerado e
centrado em p, e entao da forma I = (p — d,p+ 0) com d > 0, contém algum

ponto de A que seja distinto do ponto p. Isto é, para todo d > 0 temos

(I\{p})NAZ0.

Definicao. Se f : A — R é uma funcao e p é um ponto de acumulagao de A,
dizemos que o limite de f(x) é um nimero L, se x tende a p, se para todo € > 0,

existe § > 0 tal que temos

|f(x) — Ll <ese0<|x—p|<dexe A

Notacao.
lim f(z) =L

T—p

Teorema 1 (Conservagao do Sinal). Seja f : A — R tal que

lim f(z) =L #0.

T—p

Se L > 0, entao existe um intervalo [ = (p—4§,p+9), de raio 6 > 0, tal que temos

L 3L
0<§<f(x)<7 se x € INA masz #p.



Observacdo. Temos, é claro, um resultado analogo se L < 0.
Prova.

Dado
L

=—=>0
€ 9 s

pela definicao de limite existe § > 0 tal que se x € (p — J,p+ ) N A, mas

x # p, entao I
f@) -l <e=3.

roe (5.5 ) *

Teorema 2 (Propriedades). Seja p um ponto de acumulagao de A e duas

fungoes, f : A — R e também g : A — R. Se

Logo, é fécil ver,

lim f(z) =Ly e limg(z)= Lo,
T—p

T—p

entao

(a) lim f(z) +g(z) = Ly + L.

(b) lim ¢f(z) = cLy, para todo ¢ € R.

T—p

(c) }jg}l)f(ﬂf)g(fl?) = LiLs.

(d) lim@ = %, se Ly # 0.

z—p 9 z)

Prova.
(a) Dado € > 0, consideremos €/2. Existem d; > 0 e d5 > 0 tais que

se0<|r—p|<dexeA entdo |f(x)— L <
se0<|r—p|<dyex €A entdo |g(r)— Lo| <

Nl o

Logo, se § = min{d,02} e 0 < |z — p| < 0, com = € A, entao, pela

desigualdade triangular obtemos

(f +9)(@) = (La+ Lo)| = [f(2) = Lo+ g(2) — Lo| <



(b) O caso ¢ =0 é ébvio.

Se ¢ # 0, dado € > 0 consideremos

Entao, existe § > 0 tal que se 0 < |x — p| < J, com = € A, entao temos

\f($)—L1!<€/=H

e portanto |cf(x) — cLy| < e.

(c) Como

lim g(fﬁ) = L27

T—p
concluimos que existe um nimero d; > 0 tal que se 0 < |x — p| < 471, com

x € A, entao temos |g(z) — Lo| < 1. Donde segue
9(x)] = [9(x) = Lo + Lo| < [g(x) = Lof + [Lof <1+ |Ls|.
Sendo assim, obtemos

(1) se 0<|z—p| < (comz e A), entdo |g(z)| < 1+|Lof.

Entao, dado € > 0, e para a funcao g considerando o nimero

€
2(La| + 1)

concluimos que existe do > 0 tal que

€
2 0<|x— <0 cA ta — Ly < —n——.
( ) se |.T pl Q(COIII.T ) entao |g([L’) 2| 2(|L1|+1)

Quanto a funcao f, para o valor de € acima seja

€
2(|L2| + 1)

Entao, existe 63 > 0 tal que,

€
3 0<|z—p| <o €A ta <.
( ) se |ZE p| 3(COH’1[L‘ ) entao |f(l‘) 1| 2(|L2|—|—1)
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Desta forma, escolhamos § = min{d; ,ds,03}, que é estritamente positivo.
Assim, se temos 0 < |z — p| < § e também temos = € A, entao as condigoes

(1),(2) e (3) estao satisfeitas e encontramos
[(f9) (@) = LiLa| = [[f(x) = La]g(x) + [g(x) = La] L]

<|[f(@) = La]g(@)| + [[g(x) — La ] L]
< [f(2) = Laflg(2)| + |g(2) = Laf | La].

Mas,
|f(2) = Lillg(2)| < sqmmmy(1+[L2|) = 5

9(x) = Lo| |Ln| < grpyLal < 5
Donde entao segue

€
— — €.

(£9) (@) = LaLa| < 5 +

2
Escrevendo
) _ )
9(x) g(x)’
pelo item (c) vemos que é suficiente mostrarmos
, 1 1
im — = —.
a=p g(x) Lo

Notemos que existe d; > 0 tal que se 0 < |z — p| < §; entdo

ola) — L] < 22
e portanto
Lol = |Lo — 9(a)| + lo()] < 22 4 g
Donde entao segue
|Ls| , 1 2
lg(z)| > — o ainda, rel < Tl

Dado entao € > 0 consideremos o nimero

€|L2’2
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Como

lim g(x) = L27

T—p

concluimos que existe do > 0 tal que se

6’[/2‘2

se 0<|z—p|l <y comze A, entdo |g(x)— Lo| < 5

Consequentemente, para 0 < |z — p| < 0 = min{d; ,d2}, com z € A, temos,

‘ L 1] |gl) — L
ga) Lol [g(2)]|Le]
1 1
= l9(@) = Lol 7 7
|9(x)] [Le]
€‘L2|2 2 1 *
=€
2 |La| [Lo|

Corolario 3. Para todo polinémio p = p(x) e para todo xo € R temos

lim p(z) = p(zo).

Tr—xTQ

Prova.

Basta notarmos que

lim x = xg
T—T0

e que um polindmio é uma soma de parcelas da forma a;z%, a; € R, e
2 = x...2 é o produto do mondémio x i-vezes e que, pelas propriedades
acima temos

lim a;z" = a;x,
T—T0

e entao, se p(z) = a,x™ + - -+ + a1z + ap entao segue

lim (ap,z" 4 -+ a1z + ag) = lim a,2™ + -+ + lim qq
T—T0 T—T0 T—IT0

= apxy + - + a1xo + ap = p(xy)



Corolario 4. Para toda funcao racional

_ plx)
Rlw) = q(x)

se xg nao é raiz de ¢ = q(x) entao temos

, com p e q polinomios,

o P@) _ plao)

==w0 q(x)  q(zo)

Prova.

Segue do coroldrio 3 e do teorema 2(d) &

Teorema 5 (Do Confronto). Sejam f, g e h trés fungées, todas a valores reais
e definidas no conjunto A C R. Suponhamos que p é um ponto de acumulacao

de A e que exista § > 0 tal que,
g(xz) < f(x) < h(z), sexe(p—0,p+6)NA masx+#p.
Suponhamos também que

lim g(x) = lim h(x) = L.

T—p T—p

Entao, segue
lim f(z) = L.

T—p

Prova.

Dado € > 0 existem, respectivamente, para g e h, 61 > 0 e d > 0 tais que,

se0<|z—p|<drex €A entdao |g(xr)—L|<e
se0<|r—p|<dexeA entdo |h(z)—L|<e.

Escolhamos entdo § = min{ d;,d2} > 0. Desta forma, se 0 < |z — p| < o
e ainda x € A, concluimos que g(z) e também h(x) pertencem ao inter-
valo (L — €, L + ¢€). Consequentemente, como f(z) esta entre g(z) e h(x),

deduzimos que f(z) também pertence ao mesmo intervalo &



Teorema 6 (Limite da Fungao Composta). Sejam f: X - Y eg:Y - R

tais que
lim f(x) =y,
T—T0
lim g(y) = L,
Yy—Yo
existe r > 0 tal que f(x) # yo se v € (xg — r,xo + 1) mas x # xo.
Entao,
lim g(f(z)) = lim g(y) = L .
T—T0 Y—Yo
Prova.

Por hipétese, lim g(y) = L. Logo, dado € > 0 existe §; > 0 tal que
Yy—Yo

(1) se 0<|y—yo| <d1e yeY entdo |g(y)—L| <e.

Por hipétese, lim f(z) = yo. Entdo, para o §; acima existe do > 0 tal que,
T—T0

(2) se 0 < |z—mxo| < dpe z € X entdao |f(z)—yo| < 1.

Tomando-se § = min(dy,7), por (2) e pela terceira condi¢ao nas hip6teses

segue que
(3) se 0 < |z—xo| <dex € X, entdo 0 < |f(x)—yo| < 1.
Combinando (3) e (1), nesta ordem, temos entao:

se 0<|z—xo] <dexeX, entdo |g(f(z)) —L| <e.
Logo,

lim g(f(z)) = L = lim g(y) &

T—x0 Y—Yo

Definicao. Uma funcao f : X — R é continua no ponto xg € X, com zy um

ponto de acumulacao de X, se,

lim f(x) = f(zy).

Tr—xT0

Observacgao. Se g € X nao é ponto de acumulacao de X, entao zy é dito um

ponto isolado de X. Toda fungao é declarada continua em seus pontos isolados.



Proposicao 7. Os polinémios e as fung¢oes racionais sao fungoes continuas em
seu dominio.

Prova.

Segue da definicao de continuidade e dos corolarios 3 e 4 &

Teorema 8. Sejam f: X =Y eg:Y — R tais que,

T—>To
Entao,
li — 1 = .
Jim g(f(2)) = lim g(y) = g(y0)
Prova.

Como g é continua em xy, dado € > 0, existe §; > 0 tal que,

[y —yol <61 = |g9(y) —9(wo)| < €.

Como lim f(z) = yo, para o d; acima existe 0 > 0 tal que,
T—rT0

O<|J]—ZEO|<5 — |f(.17>—y0|<(51

Combinando as duas afirmagoes acima temos,

0<|z—wzf <0 = [9(f(x)) —g(wo)| < e

Corolario 9. Sejam f: X - Y eg:Y — R tais que f é continua em xy e g é

continua em yy = f(xo). Entao, (go f)(z) = g(f(z)) é continua em x.

Prova.

Segue imediatamente do teorema 8 &

Corolario 10. Se f: X - R e g: X — R sao continuas em p € X entao, f + g,
f.g ecf (c € R), sao continuas em p. Ainda mais, se g(p) # 0 entao g, definida
no conjunto em que g nao se anula, também é continua em p.

Prova.

Consequeéncia imediata das propriedades dos limites &



APLICACOES.

1. Primeiro Limite Fundamental.

o
sent _ |

=y

Verificagdo. Em aula.

2. Terceiro Limite Fundamental.

1
lim (14+-)"=e.

r—+oo €x

Verificacdo. Em aula.

3. Segundo Limite fundamental.

et —1
lim =
x—0 X

1.

Verificacao.

Mudando para a variavel h = e¢* — 1, com h — 0, obtemos ¢* = h + 1,
r=In(h+1)e,
e —1 h 1 1

x In(h+1) +1In(h+1) - In(h+ 1)%

Para y = % temos que y — +oo segundo h tende a zero pela direita ou

esquerda e temos
e’ —1 1

— -
x 1
In <1+ 5)

Mas, por 2 (terceiro limite fundamental) segue

1 Yy
lim <1 + —) =e.
y—Foo Yy

Ainda, assumindo que a fung¢ao exponencial é continua (e portanto, sua

inversa, a fungao logaritmo também), obtemos

1 )
lim ln<l+—> =lne=1.

y—Foo Yy

Assim, encontramos

T _ Yy
im & 1n<1+1) —1.

z—0 x y—too Yy



4. A fungao f(x) =sin x, onde x € R, é continua.
Verificagdo. Pelas férmulas de prostaférese temos

. . . T—p rtp
sin  — sin p = 2sin 5 cos 5

Notemos que | cos(z)| < 1, para todo z. J4 mostramos na prova do primeiro

limite fundamental que |sin x| < |z|, para todo x. Segue entao que

Lr—p
2

<2

0 < |sin x —sin p| = 2 |sin

(O}

x—pc Tr+p
2 2

‘ = |z —pl
Logo, pelo teorema do confronto temos

lim |sin z —sin p| =0
T—p

e, portanto
lim sin x = sin p.
T—p

5. A funcdo f(x) = cosz, onde x € R, é continua.

Verificacdo. Pelas formulas de prostaférese temos

. (:B—I—p) . (x—p)
cosx — cosp = —2sin 5 sin 5 .

Assim, como |sin z | < 1, para todo z, e ainda, |sin x| < |z|, para todo z,

segue que

.+ . X =
sin psm p‘SQ

0 < - <2 e
< Jcosx —cosp| < 5 5 [z — pl

Logo, analogamente ao exemplo 4,

lim cos x = cosp.
Q?—)p

6. Se a > 0, a fungao f(x) = a” é continua.

Verificacao.

T zlna

Temos, f(z) = a® =e = (g o h)(x), como h(zx) = zlna e g(y) = €Y.
Portanto, como as fungoes g e h sao ambas continuas, pelo corolario 9 segue

que f = go h é também continua.
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7. A funcao f(z) = /x, onde x € [0,4+0c0), é continua.

Verificacdo. Mostremos que

lim {/z = /p.
T—p
Suponhamos, inicialmente, p > 0.

Substituindo na identidade
a"—=b"=(a—b)(a" 4 a4 40",

1 1
os valores a = {/x = x= e b= {/p = p=, encontramos

Se |[r —p| < & entdo temos x > £ e

n—1 n—1

n—1-j5 j p) n
§ Taoph >n(= .
v en (2

j=0
Donde segue -
z—pl > [Va- | n(5) "

e portanto

7 — | < 122
0 ()

A seguir, dado € > 0 consideremos o niimero

6:min{§,en(§)n;1}.

Se |x — p| < § entao temos
|z = p| 0

n(5) (3

/7 - /7] <

Donde segue
lim {/z = /p, sep>0.

T—p

Se p=0, dado € > 0 sejad =€". Se 0 < x < ¢ temos

0< Yzr<Vé=c¢ e, assim, lim /z =0.

z—0+
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8. A funcao
flx) = xg, onde p € Z, q € Z e mdc(p,q) = 1,
¢ continua no intervalo aberto (0, +00).

Verificacao.

Temos
f(x) = (goh)(x), com h(z) = ¥z e g(y) =y",

que sao continuas em (0, +00), pelo exemplo 7 e pela Proposi¢ao 7, respec-
tivamente. Logo, como composi¢ao de fungoes continuas é também uma

funcao continua, f é continua.

9. As fungoes trigonométricas
tanz, cotx, secx e cossecx

sao continuas em seus dominios.
Verificacao.

Consequencia imediata dos exemplos 4 e 5 e do corolario 10.
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