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A VERSAO DE DINI DO TEOREMA DA FUNQAO IMPLICITA

A descoberta do teorema da func¢ao Implicita é geralmente atribuida a A. L.
Cauchy (1789-1857). Porém, a primeira formulagao deste resultado para um sis-
tema com véarias equagoes e variaveis deve-se ao italiano Ulisse Dini (1845-1918).
Em sua prova Dini (1870) usou indugao e a nao degenerescéncia do determinante
jacobiano. Na Italia, o Teorema da Funcao Implicita é atribuido a Dini, cuja
versao nao garante a unicidade local da solucao.

Notagdes. Indiquemos

x=(x1,...,T,) € R,
Y= (yh"'aym) ERm,

1 y, = (y27‘ .. 7ym) € Rm—l,
y=(y;y) e RxRm

(T1s- Tni Y1, Ym) = (T31Y) = (25913Y).

Teorema. Consideremos m fungoes F;(z1,...,Tn; Y15+, Ym), com i =1,...,m,

de classe C! em um aberto de R™ x R™ contendo o ponto (a;b) e tais que
Fi(a;0)=0,..., F,(a;b) =0.

Suponhamos que ¢ nao nulo o determinante da matriz

‘gly:;(a b) ... 6F1(a b)
J = :
%I;T(a b) ... 8Fm(a b)
Entao, existem m fungoes yi(z),...,yn(z) definidas em uma vizinhanga aberta

de a que satisfazem, para cada x nesta vizinhanca,

Blz;yi(e), . ym(2)] =0, yi(a) = by,

Folz;yi(z), ... ym(z)] =0, Ym (@) = by,

Prova. Seja I, a matriz identidade de ordem m.



e Pela regra da cadeia as funcoes

Fi(z;2) = Fy[x;0+ J (2 -b)], ondei=1,...,m,

satisfazem [832]?' (a; b)] =JJ ! =1,,. Podemos entao supor J = I,,,.

Xm
e A seguir, argumentemos por inducao.
Se m =1, sabemos que a afirmacao é valida. Suponhamos a afirmacao valida

para m — 1. Dado um sistema com m equacoes e m variaveis dependentes,

como acima, consideremos a primeira das equagoes

Fi(z;y1;y") =0 e a condigao Fi(a;by;b") =0.

o0F,
oy

numa vizinhanga de (a;b’) tal que para (z;y’) nesta vizinhanca temos

Como 52 (a;by;b") = 1, segue que existe uma funcao y; = p(z;y’) definida

Filz;o(x;y');9']=0 e p(a;b’) = by.

Substituindo a funcao ¢ nas equagoes seguintes obtemos o sistema, com

m — 1 equagoes e m — 1 variaveis dependentes,

Bylz; (92, - Um)i Y2, - -+, Ym] = 0, Fyla; p(a;b');0'] =0,

Enlz;o(@ya, - Ym)iY2s - Ym] =0 Frla;(a;b'); 0] = 0.
Derivando as equagoes em S obtemos

a_yl(a’7 b) ay] (CL, b ) +

E claro que [g?i (a; b)]2<ij<m = I,,-1. Por hipétese de inducao existem

fungoes y2(x), ..., ym(x) definidas numa vizinhanca de a tais que

Fx[l’ﬂo(%%(x)a ce 7ym(x))7y2('r)7 ce 7ym('r)] = 07 para cada i = 27 <ee, M,

e satisfazendo ys(a) = b, ..., ym(a) = b,. Também temos

Filz;o(z;92(2), - Y (2));92(2), - ym ()] = 0.

Definindo 1 (z) = ¢(z;y2(2), ..., ym(x)) encerramos a prova m
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