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Nesta demonstracao do TFA utilizaremos a existéncia das raizes quadradas de

um numero real positivo arbitrario. Notemos que as raizes quadradas complexas de
22 =a+1b, com a e b reais,

sao dadas por
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b
sgn(b) = 7k se b#0esgn(0)=1.

Assim, podemos extrair todas as raizes 2/-ésimas de um nimero complexo dado.

Utilizamos também, sem demonstracao, que os polinomios complexos sao

funcoes continuas e também o teorema que segue.

Teorema (Weierstrass). Seja f: D — R continua, com D um disco compacto

(fechado e limitado) no plano. Entao, f assume um valor minimo no disco D.
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Teorema Fundamental da Algebra. Consideremos o polinomio nao constante
P(z)=ag+aiz+-+a,z",
com coeficientes complexos. Entao, existe zy € C tal que

P(Zo) =0.

Prova.
E facil ver que,
[P(2)] 2 lanllz]" = lao| = - = |an-a|l2["™, para todo z € C.

Logo, |P(z)| = +o0 se |z| = +00. Como P ¢ continuo, pelo Teorema de
Weierstrass a func¢ao |P(z)| assume um minimo em algum zy € C. Podemos

supor (é trivial verificar) zy = 0. Definindo S = {w € C: |w| =1} segue

(1) |P(2)]*-|P(0)]* > 0, para quaisquerr>0ew € S'.
Sendo P nao constante, existe o menor k€ {1,...,n} tal que

P(z) = P(0) +2*Q(z), com @Q um polinémio e Q(0) # 0.
Substituamos tal expressao para P(z), avaliada em z = rw, em (1). Obtemos
|P(0) + r*w*Q(rw)> = |[P(0)* = 2Re [erka(rw)] +7?*Q(rw)* = 0,
para todo r > 0 e para todo w € S'. Donde, dividindo por 7* > 0 segue
2Re [Wu)kQ(rw)] + r*|Q(rw)*> 20, para quaiquer r > Oe w € S,

cujo lado esquerdo é uma fungao continua em r, onde r € [0, +o0). Impondo

r — 0% encontramos

(2) 2Re[P(0)Q(0)w*] >0, para todow € S,

Seja a = P(0)Q(0). Fatorando poténcias de 2 obtemos k = 2m, m {mpar.
Substituindo w = 1 em (2) temos Re(a) > 0. Escolhendo w tal que w? = -1,
e entdo w* = -1, obtemos Re(a) < 0. Donde, Re(«) = 0. Escolhendo w tal

que w? =i, obtemos w* = +i e @ = ¥i. Donde, Im(a) = 0. Logo, a =0 e

P0)=0s



