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Capitulo 1

SERIES

1.1 - Introducao

Talvez o mais antigo e famoso argumento envolvendo um somatoério infinito
seja o paradoxo “Dicotomia”, de Zenao de Eléia (entre 490 e 485 - c¢. 430 a.C.),

“Um corredor nunca pode chegar ao fim

de uma corrida pois antes de chegar

ao fim, ele precisa chegar ao meio.

Depois, ao meio do que falta

e assim sucessivamente ad infinitum”.

Atualmente, interpretamos tal paradoxo como o computo do somatorio dos

termos de uma progressao geométrica infinita de razao
1

r==

2

e, é claro, tal soma é 1. Isto é,

4= 1

N —
=~
ol

Porém, para Zenao um somatdério infinito nao poderia ter soma finita.

Quase um século apés Zenao, Eudoxo (408-3557 a.C.) utilizou somatérios

infinitos e computou areas e volumes (método da exaust3o).



Somatorios infinitos enumeraveis sao a base do calculo integral e surgem

também com a férmula de Taylor (e outros processos de aproximagao)
14 nr
f(l'o) + f’(flﬁo)(l‘ - .CL’()) + %(I - 1’0)2 + %(LE - LE‘O)3 + .-

Tendo definido uma forma de somar, dada uma sequéncia investigaremos se é
possivel atibuir a ela um valor (a soma da série) e veremos que com frequéncia nao
seremos capazes de responder qual é este valor. Citemos e traduzamos Beardon [2,
p. 61], “Enquanto frequentemente precisamos saber se uma dada série converge ou
nao, com frequéncia temos pouco ou zero interesse no valor exato da soma infinita.
Em outras palavras, a existéncia da soma infinita é em geral mais importante que
o seu valor. De fato, exemplos em que obtemos uma forma explicita para o valor
da soma infinita sao bem raros, e na maioria dos casos onde a soma é importante,

temos que recorrer a métodos computacionais para estima-la.”

O axioma/propriedade do supremo é a ferramenta tedrica a indicar a soma
de uma série de termos positivos. Na pratica, comparamos a série com uma série
geométrica para decidir se existe ou nao a soma da série. Séries de niimeros reais
que apresentam termos positivos e termos negativos requerem, em geral, cuidados

extras e para estas mostraremos uns poucos critérios e o Teorema de Rieman.

Apresentamos também uma secao dedicada a importante representacao deci-

mal de um ntmero real.
Séries de niimeros complexos sao redutiveis a duas séries de niimeros reais.

Neste texto apresentaremos também a série binomial complexa, que é uma
série de poténcias. Entretanto, um estudo mais geral das importantes Séries de

Poténcias Complexas requer uma abordagem mais especifica.

As séries condicionalmente convergentes e as séries absolutamente convergen-
tes sdo analisadas mais detidamente no segundo e ultimo capitulo (Somas Néo
Ordenadas).

Este material também nao contém um estudo das importantes Séries de Fou-

rier (séries de fungoes trigonométricas).

1G. F. B. Riemann (1826-1866) criou a geometria depois utilizada na fisica relativistica.
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1.2 - Elementos

Definicoes. Uma sequéncia em R, ou em C, é uma funcao x : N - R, ou uma
fungao x : N - C, indicada = = (z,,), com x,, = z(n), para todo n € N. Escrevemos

entao, (r,) = (x1,22,x3,...) e ainda, (x,) = (zp)n = (Tn)nen. Alnda mais,

e Se {n; < ny < n3g < -} é um subconjunto infinito de N, entdo (x,,) =

(Tnys Tngs Ty, - - -) € uma subsequéncia da sequéncia (xy,).

e (z,) é uma sequéncia real crescente [descrescente] se z,, > x, [x,, < T, ] para

todo n > m, onde n e m pertencem a N.

Notemos que toda subsequéncia é uma sequéncia.

Exemplos. Temos, em R, os exemplos abaixo de sequéncias e subsequéncias.

e Se x, = n, para todo n € N, entdao (z,) = (1,2,3,...) é a sequéncia estrita-

mente crescente dos naturais.

e Se y, =2n, onde n € N, entao (y,) é a subsequéncia dos pares da sequéncia

dos naturais.

e SereRes,=1+r+r2+--+r" onde neN, entao (s,) é a sequéncia das

somas finitas das progressoes geométricas de razao r, de 1 a r™.

e Se x, = 1/n, onde n € N, entao

ae(l),

é a sequencia dos inversos dos naturais.

e Se z, = ¥/n, onde n € N, entao (72,41) = ("V2n+1),eny é uma sub-

sequéncia da sequéncia (/n).



Definigoes. Seja (x,) uma sequéncia real (isto é, x,, € R para todo n), ou uma

sequéncia complexa (isto é, x,, € C para todo n). Dizemos que a sequéncia (x,,)

converge a L € R (respectivamente, L € C) se para todo € > 0 existe um

indice ng tal que temos |x,, — L| < € para todo n > ny. Temos entao a notagao

lim =z, = L.

n—>+00

diverge se nao existe L € R (respectivamente, L € C) tal que lim x, = L.
n—>+oo

Seja (z,) uma sequéncia real. Dizemos que (x,,) diverge a +oo se para todo

M e R existe ng € N tal que x,, > M se n > ng. Utilizamos entao a notacao

lim z, = +oo.

n—>+00

Seja (x,) uma sequéncia real. Dizemos que diverge a —oo se para todo M € R

existe ng € N tal que x,, < M se n > ng. Utilizamos entao a notagao

lim =z, = —o0.

n—+oo
Seja (x,) = (z,) uma sequéncia complexa. Dizemos que (z,) diverge a +oo

se (|zn|) diverge a +oo. Utilizamos entao a notagao

lim |z,| = +oo.

n—>+oo

Exemplos. Seguem exemplos de sequéncias reais convergentes e divergentes.

Se x, =n, para todo n € N, entao lim n = +oo.

n—+oo
_en+l ~
Selr|<les,=1+r+r2+--+7r"=2"— ondeneN, entao
. 1
lim s, = .
n—>+oo 1—7r
Se x,, = 1/n, para cada n € N, entao
. 1
lim —=0.

Se
1 n
:zn:(1+—) , para cada n €N,
n

lim (1+l) =e.

n—>+oo n

entao segue
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Consideremos uma sequéncia (a, )y, real ou complexa.

A série de termo geral a, [ou série gerada pela sequéncia (a,)y, também de-

notada (a,)] é o par ordenado

((an), (sn)),
com (s,) = (sp)n a sequéncia das somas parciais de (a,) e
Sp =g+ + ay,

a soma parcial de ordem n da série. [Destaquemos que com a expressdo para a
soma parcial estamos explicitando como somar os termos da sequéncia (ay,).]

Tal série é dita convergente se (s,) converge a um numero (em R ou C) e
s=lims, (se existir o limite)

¢é a soma da série indicada por
+o00
S= Y .
n=0
A série é dita divergente se a sequéncia (s, ) é divergente. Neste caso, dizemos

que a soma da série nao existe.

Abusando da notacao, denotamos uma série arbitraria ((a,), (s, or
Y )
+00
S .
n=0
Se a série Y, %0 a, converge, escrevemos
+00
> ay, < oo.
n=0

Ainda, dado p em N, definimos a série 3, % a,, como

+00 +o00
Zan=2bn, onde b, =0, se n<p, eb, =a, sen>p.
=p

n=0

Para investigar a convergéncia de 7% a, podemos ignorar qualquer quanti-

dade finita de seus termos pois temos

n
Sp = 5p + Z a.n, para todo n > p,
m=p+1



e é claro que existe lim s,, se e somente se existe

m=n

lim Z Aoy, -
n—>+oo

m=p+1

Isto é, a série ¥;%) a,, converge se e somente se a série ;% ., a,, converge. Se uma

destas converge, temos

+o00 +o00
Yoan=Ss,+ Y. an.
n=0

n=p+1
Uma série compl Y2 2, conver ment rtes real e imaginari
a série complexa )’ 7 z, converge se e somente se suas partes real e imaginaria,

dadas pelas séries reais Y., Re(z,) e Y520 Im(z,), convergem e entao segue
+00 +o00 +o00
Y zn= Y Re(z,) +i ) Im(z,).
n=0 n=0 n=0
Teorema. Suponhamos a,, >0, para todo n € N. Entao, a série
+o00
2. an
n=1

é convergente se e somente se a sequéncia das somas parciais s, = ai + -+ a, é

uma sequéncia limitada.

Prova. Imediata aplicacgao do Axioma/Propriedade do Supremo #

Corolario (Critério da comparagao para séries de termos positivos).
Suponhamos 0 < a,, < b, para todon € N. Se a série ¥} % b, é convergente, entao
a série Y% a,, é convergente.

Prova. Segue diretamente do teorema acima #

Proposicao (Propriedades de linearidade). Sejam Y.7% z, e ¥, % w, duas
séries convergentes de niimeros complexos e seja A um niimero complexo. Entao,

as séries Y020 (2, + wy,) € Y020 Az, sdo convergentes e satisfazem

+o00 +00 +00 +00o too
Z(zn+wn)=Zzn+an e Z()\zn)=)\2zn.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Prova. Exercicio (segue das propriedades de linearidade para limites de sequéncias).
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Proposigao (Critério do termo geral). Seja ¥,% a, uma série (real ou com-

plexa) convergente. Entao, lim a, = 0.

n—+oo

Prova.
E 6bvio que s,41 - S, = a,,. Por hipdtese, existe a (em R ou C) tal que
lim s, =a.
n—>+oo

E facil ver que lim s,,; = a. Segue entao
n—>+oo

lim a, = lim (s;41-5,) = lim $,,1— lim s, =a—-a=04
—>+00 n—>+0o

n—+oo n—+oo n

Definigao. Uma sequéncia (a,) é de Cauchy se dado € > 0 existe ny tal que
la, — an| < €, para quaisquer n,m > ng.

Proposigao (Critério de Cauchy para séries). Seja ¥, a, uma série em
C. Tal série converge se e somente se para todo € >0 existe ng € N tal que temos
|ans1 + Qpeo + - + anap| < €, para quaisquer n>ng e p € N.

Prova. Seja s, a n-ésima soma parcial da série dada.

E evidente a identidade |an41 + Gnaa + -+ + Qpap| = |Snap — Sn|- Logo, a série

dada satisfaz a desigualdade desejada se e s6 se (s,) é de Cauchy.

Uma sequéncia real é convergente se e somente se ela é de Cauchy. [Por hora,
assumamos este muito importante e classico teorema (que estd provado na

segao 1.4 “Resultados sobre Sequéncias e os Testes da Raiz e da Razao”)].
Por extensao, uma sequéncia em C é convergente se e so se ela é de Cauchy.

Portanto, sao equivalentes: Y% a, satisfaz a desigualdade desejada, a

sequeéncia (s,) é de Cauchy, (s,) converge e a série Y., a,, converge #
Definigoes. A série Y.'% a,, em C, é
o absolutamente convergente se Y% |a,| < .
o condicionalmente convergente se Y% a, converge mas ¥ ;% |a,| = oo.

Logo mais veremos que as séries absolutamente convergentes convergem e

estudaremos o exemplo classico de série condicionalmente convergente. A saber,

+00 _1 n
> (=1) (série harménica alternada).
n=1 n



Exemplo 1. Temos que

n—+oo

X nwy . N nm
Z sen | — | diverge pois lim sen #0.
n=0 2 2
Exemplo (Série Geométrica). A série geométrica

oo
Yt =1+z+27+2%+- onde z €C,

n=0
satisfaz
+o00 1
Zz"=1 , selzl<1, e diverge se |z| > 1.
n=0 —z
Prova.

Pela férmula para a soma de uma progressao geométrica finita temos,

]__Zn+1
1+2z+22 +---+z":1—, se z#1,
-z
e ja vimos que lim 2! =0, se |z] < 1. Logo,
n—>+oo

+o00 1 n+l

. . -z 1
Y 2= lim (1+z+2°+-+2") = lim = , se |z| < 1.
n=0 notoo notoo ] —z 1-2

Se |z| > 1 temos lim z" # 0 e, pelo critério do termo geral, a série diverge #
n—>+oo

Exemplo 2. A Figura abaixo, ilustra geométricamente a série geométrica e real

+00

Zr”, com 0<r<l1.
n=0

Se 0 é o angulo indicado, por semelhanca de triangulos temos

IT+r+trm+e 17
1 Cl-r r-r2 gpm_gpnel
;9
! " S
e
‘ T 1
1 r r2 3t T-r

Figura 1.1: Série Geométrica de Razao 0 <r < 1.

10
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Viarias das fungoes usualmente estudadas apresentam um desenvolvimento em

séries. Vejamos algumas delas.

Definicao. A série de Taylorg de uma funcao f : (a,b) - R infinitamente
derivavel (que indicamos f € C'*) em torno de um ponto xg, calculada em um

ponto x, é

" (z = x0)".

n=0

A série de Taylor de f avaliada em = pode convergir ou nao ao valor f(z) e

pode até mesmo divergir.

O polinomio de Taylor de ordem n de f em torno de xg é

L (2)2(!x0) . f("; (!xo)

2

Po(x) = f(xo0) + fM (20) (x — o)

(z—x0)” +- (z —x0)™.

O erro cometido ao aproximarmos f(z) por P,(z) é

A série de Taylor de f no ponto x converge a f(x) se e somente se

im R,(z)=0.
Neste texto utilizamos as férmulas de Taylor com resto infinitesimal, integral, de
Cauchy e de Lagrange. Tais férmulas estao apresentadas em
http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-FORMULATAYLOR.pdf

Definicao. A série de Maclauri de uma fungao f: (-r,r) >R, comr >0 e

feC>, éa série de Taylor de f em torno do ponto x = 0.

2B. Taylor (1715). Tal série ja era conhecida pelo escocés J. Gregory (1638-1675) e, na fndia,

antes de 1550.
30 escocés C. Maclaurin (1698-1746), em 1742. Alguns mateméticos a anteciparam e Gre-

gory ja as conhecia para tanz, secx, arcsecx e arctanz, vide Exemplo sobre a funcao arco

tangente. Clio, a musa da histéria, é com frequéncia caprichosa ao batizar teoremas.

11
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Exemplos 3 (As séries de Taylor-Maclaurin para as fungoes exponencial
real, seno real e cosseno real). Seguem as séries de Maclaurin das fungoes

reais e*, senx e cosz.

(a) Pela que jé estudamos sobre a fungao exponencial real segue

+00 n

e’ = Z g para todo z € R.

n=0 '“*
(b) Pela férmula de Taylor com resto de Lagrange para a funcao sen x na origem

temos, fixado x € R,

2

k
senzx =sen(0) +sen’(0)z +sen”(0)% +oet sen(k)(O)%+ sen**1 ()

xk+1

(k+1)

para algum T entre 0 e 2. E claro que senn("(z) = (=1)"senz e também
sen(®*1)(z) = (-1)"cosx e assim, sen(®”)(0) = 0 e sen®*+1)(0) = (-1)".
Ainda mais, é 6bvio que

ket | [+

G| = (e D)

sen**1)(7)

sendo que temos

|[L’|k+1
(i1 — 0 se k - +o0.
Logo,
1’3 1’5 LL’7 £L’2n+1 +00 £L’2”+1
T gy (—]) 4= 1y
sen(w) =w =g+ - et U g 20" 5

(c) Similarmente a (b) temos

cos(®) z = (=1)"cosz, cos@) x = (-1)"*!sin x,

cos(? 0 = (=1)" e cos+1) () = 0.

12
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Exemplo 4 (A série harmoénica). A série harménica

+ool

n=1 1

divergeH. Verifique.

Exemplo 5 (Série harmonica generalizada). A série harmonica generalizada

converge se p > 1 e diverge se p < 1.

Prova.

Fixo p> 1, se sgn_; é a (2" - 1)-ésima soma parcial da série temos

(1 1) (1 1 1 1)
Sgn_1=1+ —_t— )+ |+t —+ — + —
2p  3p 40 5p  GP TP

Sendo assim, como

é uma série de termos positivos, a sua sequéncia (s,) das somas parciais é

limitada e portanto a série converge. Desta forma, se p <1 temos
m 1 m
2722
n=1T n=1

e portanto a série dada diverge.

S

4N. Oresme (1323?7-1382), parisiense e bispo catdlico, provou este resultado em 1350, um
grande feito a época.
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Exemplo 6 (Série para logaritmo e a série harmoénica alternada). Mostre-
mos a convergéncia da série para a funcao Inz, chamada série de Mercator (1668

e a convergéncia condicional da série harmonica alternada, dadas por

2 3 x4 xd pntl
1 1 = - — el — —_ _1 n _]_< < 1
n(l+z)=x st g gt E Y + ( )n+1+ : r< 1, e
1 1 1 1 1
In2 =1- =+ == =+ —+-+ (-1)" $ o
2 3 4 5 n+1
Prova.

Vale a progressao geométrica
1—t+t2—t3+---+(—t)"— 1( 2 , com t# -1.

Destacando 1/(1 +t) e integrando obtemos, para cada x € (-1, 1],

T 1 213'2 213'3 213'4 xn+1 x (_t)n+1
In(1 :f L odtere T T (-1 f—dt.
n(l+r) = | g dt=om o+ oo (=) o 1+t

o Caso z €[0,1]. Para 0 <t <z <1 (vide figura) temos 1 <1 +1¢.

0 | ‘ | 2 1
Figura 1.2: A disposicao 0<t<z<1.

Donde concluimos

n+1
|[ 1+t

¢ Caso x € (-1,0). Para -1 <x <t <0 (vide figura),

T n+2
< [ poigpe o Loy
0 n+2 n+2

Y ;
Figura 1.3: A disposicao -1<x <t <0.

encontramos

O<l+z<1+t<1, 13%3 L

e entao
+t 1l+zx

0
n+1 1 1 n+2 1 N>+00
f < [|(—t)"+1|dt= 2™ =0
1+t l+x l+zn+2 = (1+x)(n+2)

°0 danés N. Mercator (1620-1687), que desenhou as fontes de Versailles. Pietro Mengoli

(1625-1686), também danés e um dos principais precursores do estudo de séries infinitas, obteve

o mesmo resultado e chamou de logaritmo natural os valores determinados por tal série.

14
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Exemplos 7 (Série para arco tangente e a série de Leibniz). Mostremos
a convergéncia da série para arctanx, dita série de Gregory(1671)9 e da série de

Leibniz, dadas respectivamente por

23 PR 2+l
t =r- — + — ——+-+ (-1)"——+ <1,
arctans = z - = 5 - (-1) 51 . |z
T 1 1 1 1 1
Leibni —=1- =4+ —= =+ —+--+(-1)"
(Leibniz) 3 375 7 9 )5
Prova.
Similarmente ao tltimo exemplo acima, integrando
]‘ _ 2 4 ni2n n+1 t2(n+1) R
1+t2—1—t +t5 -+ (-1)" "+ (-1) 1+t2,comte )
encontramos
3 xd 7 2n+l x $2(n+1)
t — e e (-1 + (-1)"*t dt, z e R.
arctan(z) =w=g+ et () gimg + (DT 0 g dh e

Concluimos entao mostrando que para |z| < 1 a parcela contendo a integral

na equacao acima tende a zero se n — +oo.

De fato, obtemos

x $2(n+1)

o 1+¢2

x2n+3
2n + 3

]_ n—+oo

<
2n+ 3

(I

< [mtz("“) dt| <
0

Observacdo. A série de Leibniz converge condicionalmente pois, claramente,

1
2n-1

v

1
2n

e, utilizando o Exemplo acima temos

+00

ZL

+
8

S

= +00.

l\Dl}—‘

S
I

6 Gregory foi o introdutor do termo convergéncia e deduziu a série de Leibniz antes que este.
y q
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1.3 - Critérios da Comparacao
Dado z € C, temos
0 < max(|Re(z)[, Im(2)[) < [2] < [Re(z)| + [Im(z)]).

Teorema. Toda série Y77 z, (em C) absolutamente convergente é convergente.

Prova.

o A série complexa dada origina duas séries em R. A saber,

+Z:Re(zn) e +Z:hn(zn).

Logo, a série dada converge absolutamente se e somente se sua parte real
e sua parte imaginaria convergem absolutamente [devido as desigualdades
max(|Re(z,)], Im(z,)]) < |zn| < |Re(z,)] + [Im(z,)]]. Portanto, sem perda

de generalidade podemos supor a série em R.

Consideremos entao uma série Y.'% |a,| < +oo, com cada a, € R. Temos

0< ap+|ay| £ 2|a,| e entdo, como a série Y.' % 2|a,| converge, pelo critério da
~ s . , o . +00

comparagao segue que a série de niimeros positivos ¥, %) (a, +|a,|) converge.

Portanto, como a série ¥ °0(—|a,|) é convergente, concluimos que a série

+o00 +00 +00
D an =) (an +lan]) + 3, (~lan|)
n=0 n=0 n=0

também converge #

Seguem resultados que desde o Critério da Comparagao abaixo até os Critérios
da Razao e da Raiz, nao dependem da relagao de ordem em R e sim da fungao

modulo e, portanto, valem em C.

Proposicao (Critério da Comparacgao). Secjam Y %% a, e Y% b, séries em
POSsIC P C J n=0 n=0
C. Se existem ¢ >0 e ng € N tais que |a,| < ¢|b,|, para todo n > ng, e ¥, |bs| < 00

entao temos

+00

Y lan] < oo.

n=0

Prova. Segue do critério de comparacao para séries de termos positivos e das

propriedades de linearidade#
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Exemplo 8. A série

+00 1 1
3" —sen —
n=1T n

é convergente.

Prova.

Pela conhecida desigualdade

|sen 0] < 10|, para todo 0 € R,

segue
1 1 1
—sen —| < —, para todo n € N.
n  nl  n?
Pelo Exemplo 5 segue
+00 1
—<
Lo <

Entao, pelo Critério da Comparacao, e como convergéncia absoluta implica

em convergencia, concluimos que a série dada converge #

Exemplo 9. Temos,

+o00 1
5 o= oo
nn
Prova.
Como

n, para todo n e N,

computando o logaritmo natural nos dois lados desta inequacao obtemos

np
D!

1
Inn<n e — >—, paratodoneN.
nn n

Mas, pelo Exemplo 4 a série harmonica diverge. Isto é,

1

+00
Y = =400
n=1

n

e assim a série dada diverge #
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O critério que segue guarda semelhancas com o critério da comparagao (para

séries quaisquer) que acabamos de mostrar. Entretanto, é 1itil enuncid-lo a parte.

Proposicao (Critério da Comparacao no Limite). Sejam

+o00 +o00
Z a, € Z b,, com cada b, # 0,

n=0 n=0

séries complexas satisfazendo

im % =L e[0,+o0].
Entao, vale o que segue.
(a) Se L=0 e Y% |bn| converge, entao ¥, |a,| converge.
(b) Se 0 < L < +o0, entao ¥.'% |an| converge se, e sé se, 1% |bn| converge.
(c) Se L =+o00 e Y720 |by| diverge, entao .77 |an| diverge.

Prova.

(a) Se L =0, entao existe ng € N tal que temos |a,| < |b,| para todo n > ng.

Logo, N N
Y an] € 7 |bal < +o0.
n=ng n=ng

(b) Neste caso, existe ng tal que para todo n > ngy temos

L 3L
bn_s n S_bn-
ol < laul <2

A tese segue entao do critério da comparacao para séries de termos positivos.

(c) Existe ng € N tal que para todo n > ng temos |a,| > |b,|- Logo,
+o00 +00

Z|an| 2 Zlbn| =+oo 4

n=0 n=0

18
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Exemplo 10. Temos,

i 13n3+2n-3
Z < 00
n’ +4n5 - 3n2 + 20

n=1

Prova.

Como a série

f 1
n4
n=17
é convergente (ja mostramos) e
13n3+2n— 2

s nA(13nd+2n-3) 13+ 5 -5

lim A== = lim — - 5 = lim 5 = 13,
note L ntoo 7T+ An® — 3n2 + 20 notee 14 4 — 5 4 20

n n n° n

pelo Critério da Comparacao no Limite segue que a série dada, de termos

positivos, é convergente #
Exemplo 11. A sequéncia ({/n) satisfaz

lim n=1.

n—>+oo

Prova. Exercicio #

Exemplo 12. Temos,

+o00 1
= +00.
= n n n
Prova.
Pelo Exemplo 11 segue

1

. n¥n . 1 _

nl—lgi-noo 1 B n1—1>IPoo {L//ﬁ a 1

Ja vimos que a série harmonica diverge. Isto é,
+o0o 1
Y = =+o0.
n=1 T

Logo, pelo Critério da Comparacao no Limite, a série dada diverge #
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1.4 - Resultados sobre Sequéncias e os Testes da Raiz e da Razao

Teorema. Toda sequéncia real (x,) admite uma subsequéncia mondtona (isto é,
crescente ou decrescente).
Prova. Chamemos o indice n de um “ponto de pico (cimo)” da sequéncia (x,,)

se ocorre x,, > x,, para todo m > n.

¢ Se (z,) tem uma quantidade infinita de pontos de pico, {n; < ny < ---},

entao a subsequéncia (l’nk)keN ¢é estritamente decrescente pois temos

Ty > Tpy > o,

¢ Se (x,) tem uma quantidade finita de pontos de pico, seja n; um natural
estritamente maior que todos os pontos de pico de (z,). Como n; nao é
um ponto de pico entao existe ng > nq, ng € N, tal que z,, < z,, e, como
ne também nao é ponto de pico segue que existe ng > ny, ng € N, tal que

T, < Tny. Iterando, temos uma subsequéncia crescente da sequéncia (z,, )%

Lema. Se (z,) éreal, crescente [decrescente] e limitada. entao (z,) é convergente.

Prova.

Como (-z,) é crescente se (x,) é decrescente, basta supormos (z,) cres-

cente. Entao, pela propriedade do supremo segue que existe
f =sup{x, :neN}.

Logo, dado € > 0 existe ng € N tal que - e < x,, <. Vide figura.

ﬂ_e Ty 5] 1

Figura 1.4: A disposigao f-e<x,, <3

Entao, como (z,) é crescente, para todo n > ng temos 3 — € < z,,, < z,, < f3,

o que implica |z, — 5| < € se n > ng#

Teorema. Toda sequéncia real limitada admite uma subsequéncia convergente.

Prova. Segue do teorema e do lema imediatamente anteriores #
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Teorema. Seja (x,) uma sequéncia em R. Entao, (x,) é convergente se e

somente se (x,) é de Cauchy.

Prova.
(=) Seja z € R tal que limz,, = z. Entao, dado € > 0 existe ng € N tal que temos
|z, — z| < € para todo n > ny.
Logo, para todo n >n e todo m > ng temos
|z, — x| < €e |, —z|<e,
e entao
|2n — | < |0 — 2| + |20 — 2| < 26
(<) Dado € =1, existe ng tal que temos
|z, — x| < 1, para quaisquer n >ng e m > ny.
Donde segue
|z, — .| < 1, para todo n > ny.
Isto mostra que a sequéncia (z,) é limitada.

Entao, pelo teorema imediatamente anterior, a sequéncia (z,) tem uma

subsequéncia (z,,) que é convergente a um real .
Mostremos que a sequéncia (z,) converge a x. Consideremos um arbitréario
e > 0. Entao, existe um indice ky tal que temos

|z, — | < € para todo k > k.

Por hipétese, (x,) é de Cauchy. Logo, existe também um indice ng tal que
temos

|, — .| < € para todos n >ng e m > ng.

Consideremos k* € N tal que k* > kg e ng, > ng. Entao, para todo n > ny,
temos

|z, — xp, | <€ com |z, —x|<e.

Donde segue

|z, — x| < 2¢, para todo n > ny,.

Isto mostra que (x,) é convergente (converge a z) #
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J& vimos que toda sequéncia real tem uma subsequéncia monoétona. Assim,
admitindo —oo e +00 como valores (ndo nimeros) para limites, toda sequéncia real
tem uma subsequéncia convergente na reta estendida [—oo0,+00] = RuU {—00, +00}.

Doravante, as sequéncias reais que divergem a +oo, ou a —oo, sao interpretadas

como sequéncias que convergem na reta estendida.
Definicoes e Notagoes. Consideremos uma sequéncia real (x,,).
o Um valor L € [—o0,+00] é um valor de aderéncia de (x,) se existe uma
subsequéncia (x,, ) que converge a L.
o Consideremos o conjunto
L={L¢€[-00,+00]: L é valor de aderéncia de (x,)}.
Temos L + @ (pois toda sequéncia real tem subsequéncia convergente).
Denotemos o infimo e o supremo, na reta estendida, de L por
inf £ = liminf x,, = limz,, e supZ =limsupz, = limz,.

Das propriedades abaixo, utilizaremos mais a Propriedade (e). A leitura da
prova das demais pode ser adiada para quando necessario. Por completitude,
enunciamos e provamos todas as principais propriedades.

Propriedades. Seja (x,) uma sequéncia real e L € [-o0, +00].
(a) Se (x,,) é uma subsequéncia convergente a L, entao

liminfx, < L <limsup z,.
(b) Se (x,) converge a L, entao toda subsequéncia de (x,) converge a L.

(c) A sequéncia real (x,) converge a L se e somente se L é o tinico valor de

aderéncia de (z,). Isto é,

lim z,=L <= liminfx, =limsupz, =L.

n—+oo

(d) O limsupx, e o liminf z, sao ambos valores de aderéncia de (x,). Assim,
limsup z,, € o maior valor de aderéncia de x,, e, por outro lado, liminf x,, € o

menor valor de aderéncia de z,,.

(e) Suponhamos limsup x,, real. Entao, dado € >0 existe N tal que temos

T, <limsupx, + € para todon > N.
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Verificagoes.

(a) E evidente. Pois, neste caso, L € L.

(b) Caso L € R. Entao, dado € > 0 existe ng tal que temos: |z, - L| < € se n > ny.

Seja (x,) uma subsequéncia qualquer de (z,). Por definigdo de sub-

sequencia, existe kg € N tal que ny, > ng. Entao, para todo k > ky temos

g 2Ny >No € |xp, — L] <e.

Logo, (z,,) converge a L.

Caso L = +oo. Deixo a leitora verificar tal caso.

Caso L = —o0. Trocando (z,) por (-z,) reduzimos este caso ao anterior.

(c¢) Analisemos a “ida” e a “volta”.

(=)

(=)

Por (b), toda subsequéncia de (x,) converge a L. Logo, £ = {L} e

consequentemente limsup x,, = liminf x,,.

Caso L € R. Consideremos € > 0 e o intervalo aberto (L —¢,L + €).

Consideremos o conjunto de indices
J={jeN:z;¢(L-¢L+e)}.

Suponhamos (por contradi¢ao) que J é um conjunto infinito de indices,
digamos J = {n; < ny < ng < -}, vemos que existe uma subsequéncia
(7,,) fora de (L —¢,L +¢), Seja (y;) = (zn,). Entdo, como toda
sequéncia admite subsequéncia convergente, segue que existe uma sub-
sequéncia (y;, ) convergente a um valor fora do intervalo (L —¢, L +€).
Portanto,
(Zn;, ke
é uma subsequéncia de (z,) convergente a um valor distinto de L#

O argumento acima mostra que J é finito. Seja N o maximo de J.
Entéao, para todo n > N temos que n ¢ J e portanto z,, € (L —€, L +¢€).

Consequentemente, a sequéncia (x,) converge a L.

Casos L = +00 e [ = —00. Deixamos a leitora.
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(d) Caso limsup z,, real. Escrevamos limsup z,, = (3.

Entao, pela definicao de supremo segue que existe uma sequéncia de valores

de aderéncia [y, [, 3, ... satisfazendo

B—1<Qsﬂ
n

Como existe uma subsequéncia de (z,) que converge a [y, seque que existe

um indice ny tal que z,, € (f-1,5+1).

Como existe uma subsequéncia de (z,) que converge a [y, seque que existe

um indice ny > ny tal que
1 1
Ty, € -=,0+=].
ce(8-5.843)
Por iteracao, encontramos uma subsequéncia (Zlfm,:lfm,l’m, ...) satisfazendo
1 1
l’nj E(ﬁ——,,ﬁ‘F—,).
J J

Donde segue que (x,,) converge a 3. Logo, 8 é valor de aderéncia.

Caso limsup z,, = +o0. Analisemos dois sub-casos.

Sub-caso LNR limitado superiormente. Isto é, suponhamos que o con-

junto formado pelos valores de aderéncia reais é um conjunto limitado.

Entao, como sup £ = limsup z,, = +o0 e LNR é limitado superiormente,
segue imediatamente que +oo € L. Isto é, +oco é um valor de aderéncia
da sequéncia (z,,).

Sub-caso £ N R ilimitado superiormente. Entao, existe uma sequéncia
de valores de aderéncia reais (l1,1ls,l3,...) tal que limy_, o [y = +00.
Para k =1, como [; é um valor real de aderéncia, existe um indice nq
tal que z,, € (I1 —1,0; +1).

Para k£ = 2, como [, é um valor real de aderéncia, existe um indice
ng >ny tal que x,, € (I; —1/2,1; +1/2).

Por iteragao, encontramos uma subsequéncia (Z,,, Tn,, Tns,---) tal que

T, e(lk—%,lk+%), para todo k=1,2,3,....
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Caso limsup z,, = —00. Seja L um valor de aderéncia arbitrario. Utilizando

a propriedade (a) segue que
—oo < liminf z,, < limsup z,, < —o0.
Logo, —oo é o tnico valor de aderéncia de (x,) e

lim z, = —oo.

n—+oo
Isto é, a sequéncia (z,) converge na reta estendida ao valor —oo.

Casos liminf z,, real, liminf x, = —oo0, e liminfx, = +co. Basta aplicar os

resultados anteriores a sequéncia (—x,). Notemos que (por favor, cheque)

limsup(-z,) = -liminfz,, e liminf(-z,) = -limsup x,,.

(e) Basta ver que no caso contrario existe entao um valor de aderéncia de (z,)

que supera limsup x,, o que é uma contradicao#

O Teste (geral) da Raiz, enunciado abaixo, é também chamado Critério de
Cauchy (1821). Eis o enunciado (traduzido) de Cauchy:

o o . . 1
“Ache o limite ou os limites para os quais a expressao (u,)= converge
quando n cresce indefinidamente e denote por k£ o maior destes limites,
ou, em outras palavras, o limite dos maiores valores da dita expressao. A

série sera convergente se k < 1 e divergente se k> 17.

A seguir apresentamos os Testes da Raiz e da Razao. A apresentacao destes
dois testes inclui duas formas gerais, as quais utilizam os conceitos limsup e
liminf. Com frequéncia, mas nao sempre, podemos substituir estes dois limites
pelo limite usual. Abaixo, enfatizamos tais fatos e relacionamos estes trés citados
limites (limsup, liminf, e o limite usual) com os dois citados testes (nas suas
formas gerais e nas suas formas nao gerais).

As verificagoes que seguem para os Testes da Raiz e da Razao utilizam tao
somente a Propriedade (e) [e sua andloga para o liminf z,|, para os valores de

aderéncia de uma sequéncia, provada acima.
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Teorema (Teste da Raiz, geral). Sejam Y,% a,, uma série complexa e

limsup {/]a,| = R € [0, +o0].
(a) Se R <1, a série dada é absolutamente convergente.
(b) Se R > 1, a série dada é divergente.
(c) Se R =1, o teste é ineficiente.
Prova.

(a) Seja A tal que 0 < R < A < 1. Vide figura.

0 | R | A 1
Figura 1.5: A disposicao 0 < R< A< 1

Por defini¢ao de limsup existe ng tal que se n >ng entdo {/|a,| <A e

+00 +00
Y lan| < ) A" < 0.

n=ng n=ng

(b) Pela defini¢ao de limsup existe uma subsequéncia (a,, ) satisfazendo

"/ |an,| > 1, para todo k.

0 R

‘ ‘ n ‘
Figura 1.6: A disposicao 1< R
Donde, |a,,|>1 se k € N. Logo, lima, #0 e Y% a,, diverge.

(c) Observemos que

+00 > 1

a série harmonica Z — diverge enquanto a série Z —; converge
n=1 n=1 T
) 1 . 1
e lim = lim =14

n—+oo % n—too /2

Teste da Raiz (simplificado). Suponha lim {/|a,| = R € [0,+00]. Se R < 1,

entdo Y% |an| converge. Se R > 1, entdo Y, % a, diverge. Se R ¢ {0,1,00},

interpretamos que Y.»% a, se comporta como a série geométrica Y% R™.
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Teorema (Teste da Razao, geral)H. Dada ¥./% a, em C, com a4 # 0, sejam

|an+1|

@] e R=limsup
|an| |an|

r =liminf
(a) Se R <1, a série dada é absolutamente convergente.
(b) Ser>1, a série dada é divergente.

(c) Ser <1< R, o teste é ineficiente.
Prova.

(a) Seja A eR tal que R< A< 1 (vide figura).

0 R 1
Figura 1.7: A disposicao R< A< 1

Pelas propriedades de limsup, existe ng tal que para n > ny temos

[

Entao, para n > ng obtemos a desigualdade

Anl| |Qp- a
aal laucal Jmpnil), | ynonog,

a =
o= Fa T el Jamd

donde segue

+o00
> Jan| < +oo.

n=ng
(b) Existe ng tal que n > ng implica (vide figura)

|11 > 1.
|an|

0 | | | ;
Figura 1.8: A disposicao 1<r

Donde segue |a,41| 2 |an| 2 |an,| > 0.

(¢) Os exemplos para o Teste da Raiz (geral) servem aqui#

Teste da Razao (simplificado). Se lim ‘“g—::l =pe[0,+00], entdo r = R =p. Se
p <1, entdo ¥, %0 |as| converge. Se p> 1, entao ¥ % a, diverge. Se p ¢ {0,1,+o0},

interpretamos que Y% a, se comporta como a série geométrica Y20 p™.

"Também dito Critério de d’Alembert. Este teste ji era conhecido antes de d’Alembert.
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Teorema (Comparagao entre os limites da razao e da raiz, para sequéncias).

Seja (x,) uma sequéncia limitada em (0,+00). Temos,

. Tp+1 .. . . Tn+l
liminf =~ < liminf {/z, < limsup {/7, < limsup —
xn n
Em particular,
. Tn+1 ~ . . Tn+1
se lim ——= =Le[0,+00] entao lim {/z, = lim —/—.

n—>+oo l’n

Prova.

o Basta provar

limsup /x, < limsup

pois assim, para a sequéncia

teremos

lim sup

n/xn

Logo, das identidades

n—>+oo n—>+oo xn

Tn+1
n
( 1 )
Ln ) neN
< limsup
Tn+l
Ty 1

1 1
/T, liminf v/7,

segue a desigualdade para o liminf.

lim sup

o Entao, é suficiente provarmos que

Tn+1

¢>q = limsup

e limsup = —
Tpe1  liminf x;‘—:

implica limsup ¢z, <c.

Dado ¢ > ¢, onde ¢ é o maior valor de aderéncia da sequéncia

(xn+1
Ty

sabemos que existe p € N tal que

).

L+l

n>p implica <c
T
Logo, para n > p segue
Tp+1 Lp+2 x
<o, P2<e,..., X<
Lp Tp+1 Tn-1
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Multiplicando estas desigualdades membro a membro obtemos

1
In o mp
Ty cP
Pondo
x
k=22
cP

vemos que k independe de n e, x, < kc", para todo n > p. Assim, vale a
desigualdade /z, < Vke¢ para todo n > p. Portanto, como lim ¥k = 1,

concluimos que

limsup ¢/, < limsup(Vke) = lim Vke=c#

Adendo. Vale entao a propriedade

1- |an+1|
||

=L e [0,+00] implica lim {/|a,|= L.

Logo mais, nesta secao, vemos outra prova deste fato.

Exemplo 13. Consideremos 0 < a <b e a sequéncia
() = (a,ab,a®b,a®b*,a®b?, a3, . . ).
Se n é par, encontramos

Tntl _ g, T, = (ab)z e /z,=\ab.

Tn

Se n é impar, encontramos

Tn+l n=1 11 va
=b, x,=(ab)za e Yx,=(ab)z72n Ya=\Vab .
- (ab) i = (ab) 72w 0= Vabs =

Por fim temos,

Tn+l Tny

L = max(a,b), lim /7, = Vabs

=min(a,b), limsup
Tn Tn

liminf

Pelo Exemplo 13 (vide também o Exemplo 14) vemos que pode existir o limite
da raiz e sem que exista o da razao. O Teste da Razao é em geral mais “facil”.

Porém, o Teste da Raiz é mais eficiente.
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Exemplos 14. As séries abaixo convergem pelo teste da raiz enquanto o teste

da razao é inconclusivo para ambas.

(a) Consideremos a série

1 1 1

1+1+1+ =+ =+
2 3 22 32 28 3

Vale o que segue (cheque).

liminf ¢/a, = lim % in= !

liminfa"+1 :lim(g) =0 e

a, 3
. Ap41 . 3\"
lim sup :hm(§) = +00.

(b) Consideremos a série

1111111
§+1+—+—

— +—+—+
8 4 32 16 128 64

Vale o que segue.

R 1
liminf /= = =,
an, 8
An41
lim sup — = 2,
Qn

1
Ya, = = se n é impar,

\/_

—senepare

limc/ﬁ=—
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Exemplo 15. Vale o que segue.

+o00 nn 1
. n .
=+o00, lim Vn!=+oco e lim—==0.

/n!

i n
lim —— =e,
n

\/m n=0 m

Prova.

o Aplicando o teste da razao a série dada encontramos

n+l | n n
fi (7 D! :lim(n+1) :lim(1+l) “e.
(n+1)Inn n n

Logo, a série diverge.

¢ Comparando limites da razao e da raiz, para sequéncias (v. teorema), segue

.oa/n" . n
lim v/ — =lim =e.
n! vn!

o Para finalizar, notemos que

Ll ™ —pe=0a

V/nl n /nl

lim

Exemplo 16. A série
+o00
Z nz", onde z € C,
n=0

converge absolutamente se |z| < 1 e diverge se |z| > 1.

Prova.

Pelo teste da raiz (é também facil aplicar o da razao) encontramos
+o00
lim {/n|z" = |2]lim Y/n=z] ¢ ) |nz"| <o se|z]<1.
n=0

Por outro lado, se |z| > 1 obtemos
+00

|2]" >1, limn|z[* = +o0, limnz"#0 e Y nz" diverge#
n=0
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Exemplos 17. As séries complexas obtidas das séries de Taylor na origem de

e, senx e cosz,

trocando a variavel x € R pela variavel z € C convergem absolutamente em C.

Prova.

Sendo as séries, respectivamente,

oo on +00 . 22n+1 too 2n
Lo LD g e |
n=0 n=0 (2n+1)! =0 (2n)!

(vide Exemplo 3), basta mostrar que

De fato, as outras duas séries sao, em valor absoluto, majoradas por esta.
Aplicando o Teste da Razao encontramos

|2

T noweo 1

Zn+1n!
(n+1)!zn

lim =0, para todo z € C* #

Exemplos 18. As séries complexas obtidas das séries reais

+00 (_1)nxn+l oo 2+l
In(l+2)=Y 2" tanz = 3 (-1)"
n(l+xz) Z:O a1 e arctanz Z:o( ) o il

trocando a variavel real x pela variavel z € C, convergem absolutamente na bola
B(0;1)={z€eC: |z| < 1}.
Prova.

As séries a considerar sao, respectivamente,

+00 . Zn+1 +00 " Z2"+1
> (-1) e (-1 -
fopar n+1 = 2n+1

Fixemos z € C com 0 < |z| < 1. Pelo teste da razao temos

()

2n+32 1
n O ke i E
n—>+oo (7, z|™

n+oo (20 + 3) 220+

Aplicando o Teste da Razao conscluimos que as séries complexas conside-

radas convergem absolutamente se |z| < 1 #
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A seguir, mostramos uma versao mais fraca do “teorema comparando os limi-
tes da razao e da raiz, para sequéncias”. Esta versao nao utiliza os conceitos de

“limsup” ou “liminf” e nao se aplica ao caso em que “o limite L é igual a +o0”.

Proposicao. (Igualdade entre os limites da razao e da raiz, para sequéncias).

Se lim 0211 =L, com L real, entdao lim {/|a,|=L.
n—>+oo |an| n—>+oo

Prova.

Dado € >0, seja 0 < § < € e ngy tal que para cada n > ng temos

L_sclmal s

|an]
Logo,
(L —5)n_n0|an0| < |an| _ |an| |an—1| ..... |an0+1|| n0| < (L +5)n n0|an0|
|an-1] |an-2] |a no|

e, ainda para n > ny,

(L=6) _ faul _ (L+0)"
(L=0)" = Janel = (Lro)e

Sendo L -6 < L <L +§ temos (omitimos o caso L =0, que é similar)

(L=6)" _ o _ (L+0)"

Lo 7 ap,| = L™
Entao, definindo
_ |an0|
= T
encontramos
< Vlan| < Va(L +6), para todo n > ny.
Como

L-e¢ L+e

L—5<1<L+5 e gl;\/azl,

fixamos N > ng tal que

sen>NentéoL_€<" <L+E
Q )
L-9 L+9
Assim procedendo, concluimos com
(L-¢)< < Ylan| € Va(L+6) < (L+e¢), para todo n > N #
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1.5 - Critério da Integral

Proposigao (Critério da Integral). Sejam Y% a,, com a, >0 para todo n,
uma série e f : [p,+o0) - [0, +00), continua e decrescente, com a,, = f(n) sen > p.
Entao,

+o00

+o00
a integral f f(x)dz converge se e s6 se a série Z a, converge.
p n=0

Prova. Pode ser ttil acompanhar a demonstracao com a figura abaixo.

Y
y = f(x)
area p+1
area Q2
\K area a,,
p p+lp+2 ... n T

Figura 1.9: Tlustracao para o Critério da Integral.

Se k>pexelk, k+1], entdo temos

k+1
ak+1$f(x)$ak, a1 < A f(l’)dl’ <ap e

éaml < é/};kﬂf(x)dl' _ /p‘n+1f(x)dx < Zak .

Logo, a série Y72 a, é convergente se e somente se
n+l

lim f(x)dx=[p+°°f(x)dx<oo+

n—>+oo Jy,

Uma funcao como no critério acima sempre existe mas, em geral, nao é util.
Basta definir f em [n,n+1] tendo por grafico o segmento unindo os pontos (n, a,,)

e (n+1,a,41).
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Exemplo 19. Pelo critério da integral a série harmonica generalizada

+o00

Zﬁ’ com p e R,

converge se e somente se p> 1.

Prova.

De fato, se p <0 é ébvia a divergéncia. Se p > 0, a funcao real e continua

(1, 4+00) 32 0 f(z) = =

xrP

é decrescente. Vide figura abaixo

1 2 3

L

Figura 1.10: Graficos para —, comp<1,p=1ep>1.

O resultado segue entao da féormula

__1

. . T
lim - = lim —M&
/+oo dl’ M —+o00 N ] M—-+0o P
1

xP

x—p+1

, p# 1L,

lim lniw= lim InM, p=14

M —+o0 M—+00

35



Exemplo 20. Supondo «, 3 > 0, temos
+o00 1 <
EErTE—— oo
s n(Inn)?
se e somente se vale uma das condicoes: « > 1 ou entao, a=1e > 1.

Yy

1 T

Figura 1.11: Graficos de %, com a > 1, e de Inz.

Prova.

o O caso a > 1. Este é trivial e segue do critério da comparagao, pois temos

1 1 X1
——— < — com Z — < oo convergente.
n*(Inn)f = n> =ine

¢ O caso 0 < a<1. Como a funcao

_
z(Inz)p’

fx) =

onde z > 3,
¢é continua e decrescente, analisemos a integral

+o00 1 d
/?: x®(Inx)?s .

Com a mudanca de varidavel y = log x obtemos

i _
dy_

+o00 1 d +00 ey d +o0o e(l—a)yd
./3: r*(Inz)s x_./h;?, ecvyP y_./h;?, yP v
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o O sub-caso a < 1. Dado N € N, com N > 3, existe uma constante cy > 0 tal
que temos

e= > cnyN| para todo y > 0.

Entao segue

+oo o(1-a)y
f dy = +o0
ms  yP

e pelo Critério da Integral concluimos que a série diverge.

¢ O sub-caso o« = 1. Temos

+00 1 d +o0 ] p / 1
Ay = 2y < e
/1;3 z(Inw)s v /1;3 Yo y < oo se e so se 3

Abaixo estd hachurada a regidao dos parametros «, 3 > 0 tais que a série no

exemplo imediatamente acima converge.

B

a>lefp 20
ou
a=1lef >1

1 o
Figura 1.12: {(a,ﬁ) : f: m < oo}.
n=2
As séries de Abel sao as séries do tipo
Z 1
(Inn)B’

n>2 T

onde 3> 0.

Pelo exemplo acima, tais séries convergem se > 1 e divergem se 3 = 1.
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1.6 - Critério de Raabe

Os critérios a seguir sao um refinamento do critério da razao.

Proposicao (Critério de Comparagao de Razoes). Sejam
+00 +o00
Z ap € Z bk
n=0 n=0

duas séries em C* = C — {0}. Suponhamos que exista p € N tal que

Ap+1 bi+1
< |—=—|, para todo k > p.
a by,
Vale o que segue.
+00 +00
Se " |by| converge, entao Y |ax| converge.
n=0 n=0

Dito de outra forma, temos

+00 too
Y agl = +00 = " |by| = +o0.
n=0 n=0

Prova.

Da hipétese temos, para cada k > p, a desigualdade

A+1 ak
bk+1 bk
Logo, para k > p temos que
a sequéncia ] decresce, L] < lay| e entao |ag| < M|bk|.
|0 bk~ 1ol bl

Pelo critério da comparacao, segue a tese #
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+o00
Proposicao (Critério de Raabe). Seja ¥ a,, uma série complexa, com |a,| # 0

n=0
para cada n, satisfazendo
. An41
lim n(l— = )=Le[—oo,+oo].
n—+oo a,

As seguintes afirmacoes sao verdadeiras.

+o00
(a) Se L >1, a série Y a, é absolutamente convergente.

n=0
+00 1o
(b) Se L <1, série ¥, |a,| diverge. Pode ocorrer que ¥, a,, convirja.
n=0 n=0

(c) Se L =1, o critério é ineficiente.
Prova.
(a) Seja « tal que 1 < «a < L. Entao, existe N € N para o qual temos

(1

Logo, para tais valores de k encontramos

Af+1
Qg

) > «, para todo k> N.

A1
(73

<1—g.

k

Para continuarmos fagamos uma observagao.

Observagao. Paraa> 1,z > -1 e f(x) = (1+2)® temos f” >0, f'(0) = «,

a concavidade do grafico de f voltada para cima e a reta tangente ao grafico

de f no ponto (0,1) dada pela equagdo y = 1 +az. Logo, (1+x)* >1+auw.

Assim, utilizando tal desigualdade para o ponto

1
r=——
k
obtemos
1
ks o N\ g ba 1
1——3(1——) = = , onde b, =
Como temos .
Y — <oo (pois a>1),
n:07la

pelo critério da comparagao entre razoes segue que Y10 |ax| é convergente.
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(b) Seja N €N tal que para cada k> N temos

k:(l—“’“l)sl.
Qg
Assim,
Ut 1 k-1 1 s
>loc = ok R hde by = —
ar kT kLT, e Ty

Como a série harmonica diverge, pelo Critério de Comparacoes de Razoes
segue que

+o00
Z ay diverge.
k=0

No Exemplo 28 veremos que a série

KRa(a-1)..(a-n+1)

>

n=0

‘ , com —1<a<0,
n!

¢é condicionalmente convergente. No Exemplo 23 veremos que tal série sa-

tisfaz a condicao

Ap+1
G,

ala-1)..(a-n+1)
n! '

lim n(l—

n—>+oo

)=a+1<1, onde a, =

(c) Exemplo 21. A série (vide Exemplo 20)

+00 1

kz:;klnk

diverge pois

+o00
f ! da:zln(ln:)s)|;°°:+oo.
2

rlnx
O que ocorre se aplicarmos o teste de Raabe? Simplificando a expressao na

condicao no teste de Raabe para tal série obtemos

el - klnk _k (k+1)In(k+1)-klnk
(k+1)In(k+1) ) k+1 In(k +1) ’

Como
k k—+o00
>

k+1
estudamos a fracao entre colchetes na expressao acima,

(k+1)In(k+1)-klnk In(k+1)F!—Ink*
In(k +1) - In(k+1)

L,

In(k+1) (1+1)"
T In(k+1)
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Mudando para variavel continua encontramos a indeterminagao

o0

o0

Aplicamos entao e regra de L’Hospital.
Pela regra de L’Hospital segue

‘ ln(x+1)(1+%)x

im
z—>+00 In(z+1)

1
———7 @ @ 1)
= lim 4(x+1)(11+;) {(1+1) +($+1)(1+1) [1n(1+1)+x :”21]}
Ir—>+oo ) X xXr xXr 1 z
lim {1+(x+1)[1n(1+l)— ! ]}
Tr—>+00 €T

r+1
. 1
= lim (:L'+1)ln(1+—)

Tr—>+0o €T

[lim In [(1 + %)x (1 + %)] =In(e) = 1.

Em suma, para este problema o Teste de Raabe é ineficiente#

Exemplo 22. A série (vide Exemplo 20)

+o00 1
2
k=2

k(In k)2

é convergente pois

+00 1 d +oo ] d
A z(Inx)? x—[ g2 e

og?2 ’y2

O que no informa o Teste de Raabe? Simplificando a expressao na condi¢ao
no teste de Raabe para tal série, obtemos

I(k:)zk(l— kln® k )

(k+1)In*(k+1)
k [(k+D)In*(k+1)-kIn’k
k+1 In?(k +1)
ok 1+k:1n2(k+1)—kln2k
Ck+1 In?(k +1)
Etrivialque |
lim——=1 e lim — =1,
k+1

z>+oo In(z + 1)
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Assim, simplificando a andlise de I(k) encontramos

kln®(k+1) - klnk _kln(k:+1) — Ink In(k+1) + Ink
In?(k +1) - In(k +1) In(k+1)
Donde segue
. In(k+1) + Ink
lim =
k—+o0 In(k+1)

Concluindo, temos

In(k+1) - Ik _ In (Er1)

lim & = k==
breo In(k+1)  keseo (k4 1)
In(1+1)"

= lim ( k) =

kotoo In(k+1)
elim/(k)=1.

Isto é, para este problema o Teste de Raabe ¢é ineficiente#

Exemplo 23. Seja o € R\ N. Entao, a série
f ala
n=1

é convergente se o > 0 e divergente se a < 0.

-1 (a=-2)(a-n+1)
n!

Prova.

Seja a, o termo geral da série dada. Temos, para n - +oo,

(=) - (-
an, n+1
:n(l—n_a) — a+1
n+1

A afirmagao segue entao imediatamente do Critério de Raabe #
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1.7 - A Série Binomial Real

A descoberta da férmula binomial é atribuida a Newton (em uma carta de
1664 ou 1665) que nunca a publicou ou provou e, ainda, outros ja a haviam
estudado. O destaque de Newton deve-se a ele ter mostrado que as séries infinitas
nao deviam ser vistas como aproximagoes mas como outras formas das fungoes
que representam e, além disso, estabelecido regras operatorias para séries reais

da forma .
Zanz”
n=0
(hoje chamadas séries de poténcias) tais como divisao e multiplicacao. Abel

mostrou a série binomial complexa para (1+2)°, com z€C, |z| <1, ec e C\ N,

sujeita a uma definicao apropriada de (1 + 2)°.

Definicao. Dado o € R \ N, definimos o coeficiente binomial

(a) = ala=(a-n+ 1), onde n € N, com (a) =1
n n! 0

Teorema (Férmula Binomial). Fixemos um expoente arbitrario o € R\ N.

Consideremos a fungao f(z) = (1 +z)%, onde x € (-1,1]. Vale o que segue.

(a) (Lea) =y

n=0

oo

(a)z", sexe(-1,1).
n
No ponto x =1 temos
(b) 20‘22(2), se a > 0.
Prova.
o SejaneN. A fungao f(z) = (1 +x)« satisfaz
fM(2) =ala-1)[a-(n-1)](1+z)*™".

Temos f(M(0) =a(a-1)-[a-(n-1)] e fO(0) =1. Donde

(7) - 220

n n!
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Seja x € (-1,1]. A férmula de Taylor com resto integral fornece

(1+x)a=go( )x”+RN(x), com RN(x)=/0.x%(x—t)th.

«
n

Notemos que

(N+1) ala=1)-(a- _N-— a— a—N-
f - () _ o 1)1\/!( N)(1+t)a N-1 =a( Nl)(1+t) N-1

(1.7.1) )
Ry(z) = o) {(1 +t)o"N-1(z — )N dt.

Fixemos x € (-1,1). Provemos que Ry(z) - 0 se N - +oo.

Analisemos o valor absoluto no integrando em (1.7.1). Isto é, analisemos

x -tV

1 ta—l - "
(1+t) 1+t

Primeiro. E evidente que t = (1 +¢)o~! = el@-D(+) ¢ bem definida, nao
nula, estritamente positiva e monétona no intervalo [—|z|,|z|] c (-1,+1).

Portanto, existe uma constante C' = C'(z) satisfazendo
(1+t)*! < C para todo t € [~|z], || ].

Segundo. O caso x positivo e t € [0,z]. Entao temos

lz-t| -t =
= < <z
1+¢ 1+t 1+t

Terceiro. O caso x negativo e —1 <z <t <(. Entao temos

lz—t| t-—x tlz|+|z|
< < =
1+t 1+t 1+¢

|-

Resumindo, obtemos

oo

; < Clz[N, para todo t entre 0 e z.
+

Donde segue .
Rx@l <0l
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Mostremos, com o teste da razao, a convergéncia da série

+00 _ 1
> (a ):E", se |x| < 1.
n=0 n
De fato, basta observar que
Gra)2™!| | (a=1)(a=2)-(a-1-n-1+1)n

()

(n+D)l(a-1)(a-2)~(a-Ll-n+1)"

|z, se |z| < 1.
n+1
Portanto, a série converge e seu termo geral tende a 0. Logo,

lim RN(ZIZ') =0.

(b) O casox=1e a>0. Por (1.7.1), para todo N grande o suficiente segue

o) £ o=

O coeficiente binomial é limitado. De fato, denotando (a simbologia é usual)

[a] o menor nimero natural que é maior ou igual a «, encontramos

|(oz]:]1)| _ (o - 1)(04—2)1(('12—.3‘)‘-‘-]-\5@— 1-N+1)

e (-2 (-9 (- ) () )
(1—@(1—%)---(1—@)‘.

N—+o00

RN(l) —> 0

<

Logo,

Exemplo 24. Seja x € (-1,1). Vale a férmula

- -t Sy (e -1 B R D

1-z n=0
Prova.

Mera consequéncia do Teorema (Férmula) Binomial pois,

(_1)n(_1/2) = (—1)"(_%)(__ ~1)-(-5-n+1)

n n!
~ (1/2)(3/2)-(1/2 +n - 1) ~ 1/2-3/2---(2n-1)/2
- n! - n! B
~ 1-3-(2n-1) ~ 1-3-(2n-1)
= 5] S i) sen+0 #
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1.8 - Série Telescépica, Critérios de Dirichlet e Abel.

Proposicao (Série Telescépica). Seja (b, )y uma sequéncia complexa. Entao,
a série
+o00

> (b = bys1)

n=0

converge se e somente se a sequéncia (b,) converge e, neste caso, temos

+o00
Z(bn - bn+1) = b(] - lim bn

n=0

Prova.

Trivial pois a série 3r %0 (b, —bn41) converge se e somente se a sequéncia das
somas parciais

Sp = (bo _bl) +eet (bn _bn+1) =by — bps1, onde n e N,

converge e, sendo este o caso, o limite da série é

lim s, =by—limb, #

n—>+oo

Exemplo 25 (Uma série telescépica). Temos,

+00 1

Hn(n+1)

Prova.

Basta notar que

A seguir, veremos o critério de Dirichlet. O alemao P. G. L. Dirichlet (1805-

1859) é o precursor do conceito de fungao como correspondéncia.
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Proposigao (Critério de Dirichlet). Em R, consideremos Y% a,, uma série
(nao necessariamente convergente) com sequéncia das somas parciais (s,) limi-

tada e (b,) uma sequéncia decrescente tal que lim b, = 0. Entao,

+o00
Z anb, € convergente.
n=0

Prova.

Temos a1b1 + agbg = al(bl — bg) + (a1 +CL2)b2 = Sl(bl - bg) + Sgbg,
albl + a262 + agbg = Sl(bl — bg) + Sgbg + agbg = Sl(bl — bg) + 82(b2 - bg) + 8363,

e, de forma geral (verifique a férmula, a indugao é simples) segue
a1b1 + agbg + -+ anbn = Z Si—l(bi—l — bl) + Snbn.
Para M € R tal que |s,| < M temos

Z|51121 Z 21—' = Mb;.
Donde segue que a série
Z Si—l(bi—l - bz)
n=2

¢é absolutamente convergente e portanto convergente. Desta forma, como

lim s,b, =0, concluimos que a série Y% a,b, é convergente #

No resultado abaixo pedimos menos de (b, ), porém exigimos mais de Y20 ay,.

Proposigao (Critério de Abel). Em R, sejam Y.'% a,, convergente e (b,) uma
sequéncia decrescente de niimeros positivos (nao é necessario limb,, = 0). Entao,
Z a,b, converge.

n=0

Prova.

Para ¢ =1imb,, ¢é claro que (b, -c) N 0 [i.e, a sequéncia decresce e converge
a 0]. Logo, pelo Critério de Dirichlet ¥,;% a, (b, — ¢) converge e, devido a

hipdtese, 7% ca, = ¢ Y120 @, também. Assim, Y 7% a,b, converges

O noruegués N. H. Abel (1802-1829), aos 19 anos, provou a impossibilidade da
resolucao por radicais das equacoes algébricas de grau maior ou igual a cinco.

O italiano P. Ruffini (1765-1822) dera uma prova (1799) de tal resultado, menos

satisfatéria e que passara despercebida.
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1.9 - Critério (Leibniz) para Série Alternada

Proposigao (Critério de Leibniz). Se (b,) é decrescente e limb,, = 0, entao
+o00
> (-1)"b,, converge.

n=0

Prova. Consequéncia direta do critério de Dirichlet #

Como direta (e famosa) aplicagao do Critério de Leibniz temos que

+o00 _1 n
a série harmonica alternada Z
n=1

converge.

Refinemos o critério de Leibnitz e apresentemos uma outra prova (mais geométrica).

Proposicao (Critério de Leibniz - 1682). Seja (a,) uma sequéncia decres-

cente tal que lima,, = 0. Seja m € N. Entao, a série
+o0o
(1 —az+az—as+as—ag+-) =y (-1)"*'a, converge e
n=1

+00

Z(—l)”*lan - Sm

n=1

<y, onde s, =a; —ag + -+ (=1)™*a,,.

Prova.

Figura 1.13: Critério de Leibniz.

Seja (s,) a sequéncia das somas parciais da série considerada.

Claramente, a sequéncia so, = (a1 —ag) +-+-+ (ag,_1 —ag, ) é crescente. Ainda

claramente, a sequéncia sg,.1 = a1 —(ag—az) —+--—(ag, —agns1) € decrescente.
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Observemos que
0 < 595, < 8941 £ 81 = ay,

0 < Sons1 — Sop = A2pe1-
Logo, (s2,) € (S2n+1) s80 mondtonas, limitadas e convergentes e tem mesmo

limite a. Portanto, a série em consideracao é convergente.

Seja m par ou nao, a esté entre S, € Spi1 € | =S| < [Sm = Sma1| = Ame1 *

Exemplo 26. A série
+o00
> (-1)"sen (—a) , onde o> 0,

converge absolutamente se o > 1 e condicionalmente se 0 < a < 1.

Prova.

Claramente L
. senn—a
sen— >0, se >0, lim —— =1
noe n—too
n

e pelo Critério do Limite,
+00 1 too
Y sen— < oo > Y — < oo,
n=1 n n=1T
Logo, a série dada converge absolutamente se e s6 se o > 1.

Ainda, como sen’0 = cos0 = 1 > 0, a funcao # ~ senf é crescente num

intervalo centrado em 0O e

1
(sen—) N0, se a>0.
nOé

Pelo Critério de Leibniz a série dada converge se 0 <a<1 #

Mostremos que a hipdtese (a,,) decrescente é essencial no enunciado do Critério
de Leibniz.
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Exemplo 27. A série

+00 1 1
Z(—l)”an, com ay, = — sen é impar e a, = —jsen é par,
n=1 .

diverge e lima,, = 0.
Prova.

E 6bvio que lima, = 0. Como

+o00 1
2
n=1 "¢
é convergente, segue que a série
+00
an, com b, =0 senéimparebnz—‘ se n é par,
m n!
n=1
é convergente. Portanto, se a série
+o00
(-1)"ay
n=1
for convergente entao a série
+o0 +o00 +00 ]_
Z(—l)”an - Z b, = Z Cn, CcOmM ¢, = —— se n é impar e ¢, =0 se n é par,
n=1 n=1 n=1 n

é também uma série convergente. Encontramos uma contradi¢ao pois

1 1
1l+=-+-+ -
3 5

diverge (vide observagao ao Exemplo anterior) #

Exemplo 28. A série abaixo é condicionalmente convergente:

Ra(a-1)(a=-2)(a-n+1)

>

n=1

, —1<a<0.
n!

Prova.

Seja
ala-1)(a=-2)(a-n+ 1).

a, =

Pelo Exemplo 23 temos

+o0o
Z la,| = +o0.
n=1
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Porém, sendo
n-au )

= <1, pois —a<1,
n+1

Ap+1
G,

temos que a sequéncia (|a,|) é decrescente e existe

lim |a,|= L.

n—>+00
Mostremos que L = 0.

Fixando n € N e escrevendo [ = 1 + «, da dupla desigualdade -1 < a < 0

segue a dupla desigualdade 0 < § <1 e, para p € N arbitrario,

anei| n-a n+l-(1+a) ~ 16
a, | n+1 n+1 - n+1l’
Ap+p _ Aptp an+p—1man+1 :(1_ 5 )(1_ 6 )”‘(1_ 5 )
a, (pp-1 Apip-2  On n+p n+p-1 n+1)’
p p+n -n
() [f2)< (1 : ) <(1- ; ) (- . )
an n+p n+p n+p
Como

a €T
lim (1 - —) =e?,
T—>+00 T
tomando em (*) o limite para p - +o00 obtemos

L

— <e™? para todo neN.
an

Desta forma obtemos

0<e’L< lim a, =L,

n—>+oo

o que implica L =0 pois e > 1.

Logo, pelo critério de Leibniz segue que a série

+00 +o00
Z(—l)”|an| = Qn
n=1 n=1

é convergente #
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1.10 - Férmulas para liminf z,, e para limsup z,,.

Para uma sequéncia real e limitada (z,,) c [m, M] c R, onde m < M, podemos
expressar analiticamente o liminf x,, e o limsup x,,. Para cada n € N, consideremos

Xn=A{Tn, Tos1,-- .} E ébvio que X; o> Xy 2--2 X, 0. Donde segue

IA

infX; <infXyo<--<infX,, <infX,,;4 <--<M

M >supX; >2supXy >--2supX, >sup X, 2--->m.

m

As sequéncias (inf X,,) e (sup X,,) sdo limitadas, respectivamente crescente e

decrescente e entao convergentes. Com tal notacao temos o resultado que segue.
Teorema. Se (z,) c R é uma sequéncia limitada entao

lim inf X, =liminfz, e lim supX, =limsupz, .

n—+oo n—>+oo

Prova.
Sejam a, =inf X, e b, =sup X,,, onde n e N. Sejam a =lima, e b=1limb,.

Mostremos que todo valor de aderéncia de (z,) pertence a [a,b]. Considere-
mos z = limx,,, com (z,,) uma subsequéncia convergente de (x,). Temos
ap, < Tp, < by,, para todo k € N. E claro que a,, - a e b, — b. Segue

a=lima, =lima,, <z =limz,, <limb,, =limb, =b. Logo, z € [a,b].
Sé nos falta entao mostrar que a e b sao valores de aderéncia.

Iniciemos com a sequéncia crescente (a,) = (inf X,,). Dado € = 1, como
a, 7 a segue que existe m € N tal que a -1 < a,, = infX,, < a. Por
defini¢ao de infimo, existe n = ny > m tal que inf X,,, < z,, <a+1. Segue
Tp, € (a—1,a+1). Dado € = 1/2, existe m > n; tal que a - 1/2 <inf X,, < a.
Armentando como antes obtemos ny > ng tal que z,, € (a —1/2,a + 1/2).

Por iteracao, construimos a,, — a. Logo, a é valor de aderéncia.

Trocando (x,) por (-z,), —b é valor de aderéncia de (-z,) e b de (x,)*

Com as nota(;()esH nlzllfz T, para inf X,, e supx,, para sup X, escrevemos,
= m2n

liminfx, = lim infx,, e limsupz, = lim supx,,.

n—>+oo m2n N—>+00 15y

8Gauss, com tais notacdes, definiu corretamente os limites inferior e superior de uma
sequéncia e provou o Teorema acima, em um fragmento de 1800 sé publicado no inicio do
século XX.
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1.11 - Representacao Decimal

Em 1790, na Franca, com a nova ordem , foi criada uma comissao para a re-
forma dos pesos e medidas e em 1799 o sistema métrico como hoje o conhecemos
e o sistema decimal foram adotados. Haviam proponentes do sistema duode-
cimal. A. M. Legendre (1752-1833) nao foi apontado por nao ser claramente
proé-revolucionério (mediu o comprimento de um meridiano facilitando a adogao
do metro e talvez para provocar os duodecimalistas tenha aventado o sistema de

base onze). Lagrange, a principio , também nao foi apontado, por ser estrangeiro.

Um numero real z da forma

ai ag Uy,
T=ag+ —+ =t ——
10 10 10n
com ay um natural arbitrario e ay,as,...,a, naturais tais que 0 < a; <9, é usual-

mente indicado em sua representacao decimal finita
T =0p,0102...0y

e é claro que z € Q. Porém, nem todos os nimeros racionais tem representacao
decimal finita. Por exemplo, se

1
—=i, com a,n € N,
3 10"

entao 3a = 10" o que é impossivel pois 3 nao divide 10.

Lema. Dado x € R, é bem definido o nimero inteiro [x]] =max{neZ:n<z} e
[z] €z < [z] +1.

Prova.

Mostremos que S = {n € Z : n < x}, obviamente limitado superiormente, é
nao vazio. Se x >0 entao 0 € S. Se z <0 entao —z >0 e entao, como N nao
¢é limitado superiormente, segue que existe p € N tal que p > —z e portanto

-p<z. Donde, —-pe S. Seja [z ] =sup S.

Pela Propriedade Arquimediana existe n € S tal que [z] -1 < n < [z].
Portanto, n < [z] <n+1leentdon+1>sup S, n+1¢S e x<n+1. Logo,

S={..,n-2,n-1,n} en=maxS=supS = [z] *
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O numero [|z|] é o maior inteiro menor ou igual a x e a funcdo
[-]:R—Zé afun¢do maior inteiro.
Teorema. Seja x > 0. Para todo n € N, existe um decimal finito r,, = ag,a; ... ay,

tal que
1

T LT <Ty+—.
107
Prova.
Pelo Lema é 6bvio que ag = [z] é um inteiro positivo e,

ag <r<ag+l1.

Consideremos a; = [10(z — ag)]. Como 0 <10(x - ag) < 10, segue que

ay aq 1
0<a; <9 <10(x - < 1 —<x< — +—.
<a; <9, a1 <10(xr-ap)<a;+1 e ox0+10 x a0+10+10

Analogamente, se
a
a2=[[102(x—a0—1—(1))]]
obtemos 0 < as <9,
2 aq aq 2 aq a9 1
ClQSlO (x—a0—1—0)<a2+1 ea0+1—0+1—02£x<a0+ﬁ+1—02+1—02.

Procedendo por inducgao, obtemos o resultado desejado #

Corolario. Mantenhamos a notacao acima. Temos, r, 7 x.

Prova. E ébvio que (r,) é crescente e, ainda,

1
OSx—rn<1—0n, para todo n e N #

Definicao. Se x>0 e ag,ay,... ,ay,,... sao dados pelo Teorema imediatamente
acima entao

I =ap,0a1020as...

é uma representagao decimal infinita de z.
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A representacao decimal infinita de x > 0 nao é necessariamente a tnica re-
presentacao. Uma outra surge ao escolhermos ay o maior inteiro estritamente
menor que x e trocarmos a desigualdade imposta no enunciado do Teorema da

representacao decimal pela condigao

1
< -
rn<x_rn+10n.

Assim procedendo obtemos

9 9 9
1 = - ee - fee = P
0 + T + o+ Ton + 0,999999
e também
1 9 9 9
10n:10n+1+W+..+10n+3+ :0’00999,

com os 9's ocorrendo a partir da (n + 1)-ésima casa decimal.
Por exemplo, para
1
"8
temos as representacoes

1 1 2 5
Lo 2 5 195000,
TR ¢
1

1 2 4 9
=—+

1,2, 4 . 20.124999 ... .
810 102 T 10° T 107 1 ’

Proposicao. Os niimeros
m
r=——>0, com m,neN,

10"

tem apenas duas representacoes decimais.

(a) No caso x ¢ N, temos as possibilidades

g, @1 - .. .Qp-1.0,.9.9.9..., coma, #9, ouag,ay. ...ap1.(a,+1).0.0.0. ... .

(b) No caso = € N, temos as possibilidades

a,999... ou (ag+1),000....

Os demais nimeros em [0, +00) tem representagao tnica.
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Prova.

Suponhamos duas representacoes distintas de x > 0,

n b b, ,
x=a0+%+---+f—m+--- = b0+1—8+---+ﬁ+---, com(0<a;,b;<9eieN,

Sejap=min{ieN:a; #b;}. Caso p>1, temos a; =b; se 0<i<p-1le

ap  Ape1 apn by by by,

+ 4o —— 4+ . = + 4o+ — 4+
100 10p+ 107 10r  10p+ 10m

-+, com ayp # by.

Admitamos, sem perda de generalidade, b, = a, + k, com k > 1. Entao,

Qp+1 Qp, k bp+1 bn
o — e = —— 4+ Foee o —— 4 e,
10p+1 107 10r  10P*1 107

Na equagao acima, o maximo no lado esquerdo ocorre se e s6 se a; =9, para

todo 7 >p+1 e o maximo é
1

100
O minimo no lado direito ocorre se e s6 k = 1 (estamos supondo k > 1) e

b; =0, para todo i > p+1 e o minimo é

1
10P°
Assim, como vale a igualdade, temos b, = a, +1 e, para todo ¢ > p+1, temos
a;=9eb;=0¢
aq ap-1 Qp 9 9 _ bl bp—l Ay +1
WG T T e T T T gt o T

O caso p =0 ¢é andlogo #
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Capitulo 2

SERIES, COMUTATIVIDADE E
ASSOCIATIVIDADE

2.1 - O Exemplo de Dirichlet

O conceito de convergéncia de uma série ja havia sido utilizado algumas vezes
por Euler (no século XVIII também foi utilizado, entre outros, o de que o termo
geral tende a zero) e muitos mateméticos haviam operado livremente com séries
divergentes e Euler tentara formalizar o estudo destas séries . Com Cauchy e sua
insisténcia em que as séries divergentes nao possuem soma, e o sucesso de Cours

d’Analyse (1821), a defini¢ao atual se estabeleceu.

Em 1833, Cauchy notou que uma série de termos reais nao todos positivos
poderia ter uma sub-série divergente e Dirichlet (1837) apresentou os rearranjos

da série harmonica alternada

1 1 1 11 1 1 1
log2=1-=-+=-—-—+-- e §log2:1+———+—+———+

e provou a comutatividade para séries absolutamente convergentes.

Em 1854, Riemann escreveu (em seu Habilitationsschrift) que “ja em 1829,
Dirichlet sabia que as séries infinitas caem em duas classes essencialmente dife-
rentes, conforme permanecem convergentes ou nao apds seus termos terem sido
feitos positivos. Em séries do primeiro tipo os termos podem ser arbitrariamente
permutados. Em constraste, o valor de uma série do segundo tipo depende da

ordem de seus termos” e prova seu Teorema do Rearranjo, enunciado a seguir.
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(Teorema do Rearranjo.) Uma série convergente (de termos reais) que nao
é absolutamente convergente pode convergir a um arbitrario dado valor real C

apos uma apropriada reordenacao de seus termos.

2.2 - Séries Absolutamente Convergentes e Comutatividade

Recordemos que

+00 +00

Y a, ¢ absolutamente convergente se Y |a,| < oo.
n=0 n=0

Definigao. A série ¥, % a, é comutativamente convergente se todo rearranjo (re-
ordenacio)

+o00
Z ao(k)y, com o :N — N bijetora,
n=0

é convergente. [Veremos que se uma série é comutativamente convergente, entao

todos os seus rearranjos tem uma mesma soma finita (i.e., convergem a um mesmo

nimero).|

Exemplo (Dirichlet, 1837). A série harmonica alternada

+00 (_1)n+1
n

=1

3

nao é comutativamente convergente.

Prova.

Ja vimos (Capitulo 1) que

+00 _1n+1
(=1) =1n2.
n=1 n
Entao,
PSRN DS B SO0 SN S B S
2 3 4 5 6 7 8
In 1 1 1 1 1
—= — —— += ——+ —+
2 2 4 6 8 10
E trivial ver que vale a identidade
1n72=0+%+0—%+0+é+0—%+0+1—10+---,
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pois uma soma parcial de ordem 2n (par) da terceira e tltima série acima é
igual a soma parcial de ordem n da segunda série acima e, uma soma parcial
de ordem 2n+1 (fimpar) da terceira série acima é igual a sua respectiva soma

parcial de ordem 2n.

Somando a primeira série com a terceira série (ambas acima) obtemos

3In2 11 1 1 1 1 1 1
=l+-——t+ -+ -+ — — =+ -,
2 3 2 5 7 4 9 11 6

que é um rearranjo da série inicial mas com valor (soma) diferente#

Um exemplo como acima, em R, s6 poderia ocorrer com uma série alternada
pois, felizmente e como é esperado e mostramos abaixo, todos os rearranjos de
uma série de termos positivos tem um mesmo limite em [0, +o0]. Se este limite é

+oo dizemos que a série diverge comutativamente a +oo.

Recordemos que uma série complexa Y72 2,, converge condicionalmente se

+00 +o00
Y zp<oo e Y |zp|=+oo.
n=0 n=0

Se z é o ntmero tal que z = Y'% z,, entdo z é a soma da série.

Observagao. Para uma série Y% p, de termos positivos (isto é, p, > 0), con-

vergente ou nao, e com sequéncia de somas parciais (s,), é facil ver que

n—+oo

+00
lim s, =) p, €[0,+00].
n=0

Teorema (Comutatividade para séries de positivos). Seja Y»% p, uma

série de termos positivos (convergente ou nao) e o : N - N uma bijecao. Entao,

+o00 +00

Z Pn = Z Po(k)-

n=0 k=0
Prova.

Computando o limite para N — +oo da trivial desigualdade

N +00
an < Zpo(k), para todo N e N,
n=0 k=1

segue
+o00 +00
Z Dn < Z Do(k)-
n=0 k=0

Vice-versa, ¥x% Potr) < XnZoPn *
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Definicao. Consideremos uma série real (i.e., de termos reais)
+00
>,
n=0

A parte positiva de a,,, indicada p,, , e a parte negativa de a,, indicada ¢,, sao

an, Sea, >0 0, se a, >
Pn = € dn =
0, sea, <0 -a,, sea, <
Para todo n € N seguem
_ lan|+an
0 < pp < |an| n =pn —q =
(2.2.1) oo : vosn e
0<gn < an| [@n] =P + g janl-a
n = "9 -

Mantendo a notagao na definicao acima, investigamos abaixo as convergéencias
absoluta, comutativa e condicional de uma série de termo geral a,, € R, para todo

n € N, analisando as séries determinadas pelas sequéncias (p,) e (¢n)-

+o0o

Teorema. Seja Y a, uma série de niimeros reais. Vale o que segue.
n=0

+o00 +o00 +o00
(a) X lan|= X put ¥ Gn-
n=0 n=0 n=0

(b) (Teorema de Dirichlet.) Se a série ¥, a,, converge absolutamente entao
ela é comutativamente convergente (e todos os rearranjos tem mesma soma,),

as séries geradas pelas sequéncias (p,) e (¢,) convergem e

+00 +00 +00
Zanz an_ZQn-
n=0 n=0 n=0

+00 +0o0o +00
(c) Se a série Y a, converge condicionalmente, entao Y. p, = Y. ¢, = +0o.
n=0 n=0 n=0

+00
(d) I Se ¥ a, converge condicionalmente, tal série admite rearranjo divergente.
n=0

LA argumentacio na prova deste item provém da famosa prova do Teorema de Riemann.
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Prova. Utilizemos as relacoes em 2.2.1.

(a)

(b)

E trivial que
too m m m +00 +00
Z la,| = lim Z la,] = lim an + Z gl = Z lpn| + Z |gn] -
n=1 m=>+oo n=1 m=>+oo n=1 n=1 n=1 n=1

Como 0 < p, < |an| € 0 < q, <ay|, segue que as séries Y720 p, € Y020 ¢ sS40
convergentes. Pelo teorema imediatamente anterior, tais séries sao comuta-

tivamente convergentes. Logo, é claro que a série dada pela subtragao
+o00 +o00 +o00
Z Pn — Z qn = Z G,
n=0 n=0 n=0
é também comutativamente convergente. De fato, supondo que ¢ : N - N

¢é bijetora encontramos
+00 +00 +00 +00 e +00
Zaa(k) = Zpa(k) - qu(k) = an - Z qn = Z Qp,.
k=0 k=0 k=0 n=0 n=0 n=0

Como ¥,% a, converge, da identidade a,, = p, — ¢, concluimos que

+00 too
Y pn converge <= > g, converge.
n=0 n=0

Por hipétese, Y720 [an| = +o0. Entéo, por (a), ao menos uma entre as séries

Y P € Y2 qn diverge. Logo, estas duas tltimas séries divergem.

Por (c) temos
+00 +00
Z DPn = Z qp = +00.
n=0 n=0
Reordenamos a série da seguinte forma.

Na etapa 1, coletamos os primeiros termos, a,, > 0, com soma > 1.

Na etapa 2, os primeiros termos negativos cuja soma com os anteriores
é <0.

Na etapa 3, subtraidos de N os indices ja escolhidos, coletamos os

préximos termos positivos cuja soma com os anteriores é > 1.

Por indugéo, o rearranjo obtido é tal que a sequéncia (t,) de suas somas
parciais admite uma subsequéncia (t,,) com t,_ > 1, para todo k, e uma

outra de termos negativos. Logo, (t,) diverge #
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Corolério. Seja Y% a, uma série real. As seguintes afirmagoes sao equivalentes.
(a) A série e todos os seus rearranjos sao convergentes.
(b) A série é absolutamente convergente.
(c) As séries Y120 pn € Ym0 qn S&0 convergentes.

(d) A série é comutativamente convergente e todos os seus rearranjos tem uma

mesma soma, a qual é finita (um niimero).
Prova.

(a) =(b) Pelo teorema imediatamente acima, item (d), a série ¥, a,, conver-

gente por hipdtese, ndo converge condicionalmente. Logo, Y120 |an| < oo.
(b) <(c) Segue do teorema ja citado, item (a).
(b) =(d) Segue do teorema ja citado, item (b).
(d) =(a) Obvio #
+o00
Observacao. Dada uma série complexa ) z,, valem as seguintes propriedades.
n=0
e A série Y% 2, converge comutativamente se e s6 se as séries reais
+o00 +00
Y Re(z,) e Y Im(z,)
n=0 n=0
sao comutativamente convergentes.

e Valem as desigualdades, para todo natural n,

(2.2.2) 0<Re(za)| < zal » 0<Im(2,)| < 20| € |2n| < |Re(2n)|+Im(2,)]-

Com tais observacoes obtemos o resultado abaixo para séries complexas.

Corolario. Dada Y% z, complexa, as seguintes afirmagoes sao equivalentes.
(a) A série Y720 z, é absolutamente convergente.
(b) As séries reais Y% Re(z,) e ¥,% Im(z,) sao absolutamente convergentes.
(c) A série Y% 2, é comutativamente convergente.

Prova. Segue das observagoes anteriores e do corolario imediatamente acima #
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2.3 - Associatividade para Séries

Nesta secao sao feitos alguns comentérios sobre a associatividade para séries.

Esta secao é bem simples e nao é imprescindivel para o entendimento do capitulo.

Dada uma série

+o00
Zan =a]t+ag+ag+---
n=0

com sequéncia das somas parciais (s,), a inser¢ao de parenteses, ainda que infi-

nitos, gera uma série

cuja sequéncia das somas parciais (t,) é, evidentemente, subsequéncia de (s,).

Assim, a insercao de parenteses nao altera a soma de uma série convergente.

Entretanto, se a série Y.7%0 a,, é divergente, a inser¢ao de parenteses pode até

mesmo resultar em uma série convergente. Este é o caso com a série
1-1+1-1+1-1+1---
que apos inserirmos determinados parenteses torna-se a série nula

(I-D+(1-1)+(1=1)+--.

Definicao. Sejam o : N — N estritamente crescente e duas séries

+o00 +00
Sa, e S,
n=1 n=1
relacionadas por
bi=ai+ag+-+a51) -y Dps1 = Ao (n)+1 + Qo (n)42 + -+ Qg (n41), Onden =1,2,....

A série Y12 b, é dita obtida da série Y.+%] a,, por associa¢do. Brevemente, dizemos
que a primeira é uma associagao da segunda.
Inversamente, a série ¥.'% a, é dita obtida da série ¥, por dissociac3o.

Brevemente, dizemos que a primeira é uma dissociacao da segunda.
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Exemplifiquemos com a série harmonica

e a aplicagao estritamente crescente o : N - N dada por o(n) = 2n. Entao temos,
1 1 1
+=, b3=—+=
4 77576
2k) para todo k € N.

1
61=1+§, bgz

e, de maneira geral, b, = 1/(2k-1) +1/

Proposicao (Lei Associativa para Séries). Suponhamos que a série
+o00
2, bn
n=1
é uma associa¢ao da série convergente Y% a,, = a. Entao temos
Z b, = a.
n=1

Prova.

Mantendo a notagao s, = aj +-++ay, e t, = by + -+ b, = 5,(,) segue trivial-

mente, limt, =lim s,(,) = lim s, %

Observagao. Seja 3,2 a, uma série complexa e absolutamente convergente.
Consideremos N = U F}, com cada F; finito e nao vazio, e tal que F; nF; = @ para

i #j (esta é uma partigdo de N por conjuntos finitos). Temos
+o00 +00
Zan = Zui, onde w;= Z a,, para cada i€ [I.
n=1 i=1 neF;
[Os conjuntos Fj, onde i € I, sao ditos dois a dois disjuntos se F; N F; =@, i # j.]

Prova.

Segue da comutatividade da série absolutamente convergente Y '% a,, lis-
tando sucessivamente, na etapa i, com ¢ = 1,2,..., os termos a, tais que

n € I} e entao agrupando-os pela associatividade na proposi¢ao acima #
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2.4 Teorema de Riemann

Teorema (Riemann). Seja
+00
2, n
n—0
uma série real e condicionalmente convergente. Dados .,y € [—oo,+o0], com x <y,

+
n

existe um rearranjo Y., b, de Y% a,, tal que, se s, = by + -+ + b, entao
liminfs, =x e limsups, =y.
Prova. Sejam p, a parte positiva de a,, e ¢, a parte negativa de a,,.
Como ¥,% a, converge, temos

0 =lima, =limp, =limg,.

Também temos Y120 |a,| = +o0, donde segue Y720 p, = +00 ou 7% ¢, = +00.

Entao, como existe lim ¥i"; a; = im (Y%, p; = ¥ ¢;), concluimos que
+o00 +o00
E:]%lz E:(%z: +o0.
n=0 n=0
Consideremos agora a parti¢ao
N=Pu@, com P={i:a;=p; 20} e Q={j:a;=-q; <0},

e dois niimeros reais = e y, com x < y. Reordenemos a série 3% a,, tomando
os np primeiros indices em P, indicados {1,...,n;}, tais que

D1+ +Pn >y

A seguir, sejam os ns primeiros indices em @), indicados {1,2,...,ny}, tais
que

PrtpP2t+-tPny —q1 Q2 —Qpy, <T.

Subtraidos em P os indices ja selecionados, escolhemos os novos primeiros

indices, indicados {n; +1,...,n3}, tais que

Pr+DP2t "+ Pny —q1 = q2 =~ Gny T Pny+1 t 0+ Ppg > Y.
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Procedendo analogamente com @), retirados os indices ja coletados, pegamos

os primeiros indices {ns+1,...,n4} satisfazendo

Prtp2t-+Pny =@ =42 =~ Gny T Pry+1 T Png ~ Qng+1 ="~ Qny <.

Continuando este processo ad infinitum obtemos um rearranjo . b, de

+o0o 4 A~ . I .
Y an tal que se (s,) é a sequéncia de suas somas parciais temos, para i
impar,

Spipy ST SY<Sp;s Sn; =Pn; SY € Spyyy TQnyy 2.

Donde segue 0 <z = s,,,, < @p,+1 € 0< 8, —y < py, € entao
(Sn;),com i par, converge ax e (s,,), com i impar, converge a y.
Além disso, é facil ver que para cada ¢ impar temos
se n; <M < MNjyp entao Sp,41 < Sy < Sy,

Assim, se s é um valor de aderéncia de (s,) nao é possivel s >y e também
nao é possivel s < z. Logo, temos x < s <y e, como x e y sao valores de
aderéncia de (s,), concluimos que z é o menor valor de aderéncia e y é o

maior valor de aderéncia. Isto é,

x =liminfs, e y=limsups,.
Os casos x = —o0 ou y = +00 sao analogos, simples, e os deixamos ao leitor#

Corolario. Consideremos uma série real e condicionalmente convergente
+00
2, n
n=0

e x um ndmero real. Entao, existe um rearranjo Y% b, da série dada tal que

Prova. Caso particular do teorema imediatamente acima, com x = y#
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Capitulo 3

SOMAS NAO ORDENADAS
VERSUS SERIES.
ASSOCIATIVIDADE

3.1 - Introducao

Para séries ainda que convergentes, nao é em geral valido
+00 +00 +00
D= ) oyt ) s
n=0 n=0 n=0

como bem mostra a série (convergente) harmonica alternada. De fato, temos

oo (_1)2n+1 1521 o0 (_1)(2n+1)+1  too 1
27( ) :_—Z—:—oo e 27( ) = = +00.
~ o 2~ ~ o+ o+l

Entretanto, veremos que para somas nao ordenadas e para séries absolutamente

convergentes, efetivamente valem as associagoes (valem quaisquer associagoes)

+00 +o00 +o00
Zan:Zan+ Zan (S Zan:Za2n+Za2n+1.
N 2N n=0 n=0 n=0

2N+1

Para uma série de ntimeros positivos
+00
D Py
n=0
veremos que podemos associar os termos de forma totalmente arbitraria. Desta

forma, dada uma série real e absolutamente convergente "% a,,, escrevendo

+o00 +00 +00
Z ap, = Z Dn — Z dn, CcOm p, € q, as partes positivas e negativas de a,
n=0 n=0 n=0

concluiremos que podemos associar de forma arbitraria os termos da série Y.+ %0 a,.
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O caso de uma série complexa (ou de uma soma nao ordenada complexa) é
facilmente redutivel ao caso real. Assim, tendo em vista que ja provamos que as
séries absolutamente convergentes sao comutativamente convergentes, ganhamos
muita liberdade ao lidarmos com séries absolutamente convergentes ao aplicarmos
a elas o conceito de associatividade para familias soméveis (apropriado ao

estudo de somas nao ordenadas), ao invés da restrita associatividade para séries.

As séries absolutamente convergentes foram interpretadas pelo uruguaio J. L.
Massera (1915-2002) como “séries de borracha” e a tal comentario, modestamente

adicionariamos “acrobédticas”.

Com o conceito de somabilidade, para efetuarmos a soma nao ordenada de uma
familia
(aj)jes
de ntimeros reais ou complexos, onde J é um conjunto enumeravel (isto é, existe
uma bije¢ao o : N — J) arbitrario de indices, diferentemente do conceito de séries
desprezamos a ordem dos termos e veremos que somabilidade e convergéncia

absoluta sao conceitos equivalentes.

Porém, a somabilidade permite um melhor entendimento da convergéncia ab-

soluta e generalizar a propriedade associativa para séries (vide Capitulo 2).

No préximo capitulo (Capitulo 4) veremos como somar uma familia nao ne-
cessariamente enumeravel (isto é, indexada em um conjunto nao necessariamente

enumeravel), de niimeros reais ou complexos.

3.2 - Somas nao ordenadas X Séries

Abaixo mostramos uma forma de estimarmos o valor de uma série de termos
positivos que independe da ordem de seus termos, o que serd tutil para definirmos

somas de familias enumeraveis e, em particular, somas de sequéncias.
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Teorema. Seja Y, p, uma série de termos positivos. Temos

+00
an = p, compzsup{ an :FcNeFfz'nito} € [0,+00].
n=0

neF

Prova.

Consideremos (s,,) a sequéncia (crescente) das somas parciais da série dada

e F'c N, com F finito e arbitrario. Pelas desigualdades

+00
Z Pm < Smax(F) < an € Sm = Z Pe<p
meF n=1 ke{0,1,...,m}

é 6bvio que

+o00
pzsup{me:FcNeFﬁnito}san = lim s, < p*

m—»+o0o
meF n=0

O teorema acima sugere o estudo de somas ndo ordenadas e para tal introdu-
zimos o conceito de familia somavel. Somas nao ordenadas ocorrem naturalmente
em Teoria da Probabilidade e em Andlise Funcional. O tratamento geral de uma
soma de elementos x;, com ¢ € [ e I um conjunto de indices, supoe I um con-
junto de indices totalmente arbitrario (vide Beardon [2, p. 67]). Neste capitulo,

o conjunto no qual uma soma ¢ indexada é sempre um conjunto enumeravel.

Definicao. Seja I um conjunto de indices (arbitrario) enumerdvel.

o Uma familia em C, indexada em I, é uma funcao x : I - C, que notamos

(z;),, onde x; = x(i) é o i-termo da familia, para todo i€ I.

o Dadas duas familias (z;), e (y;), e A um escalar em C, definimos a adi¢do

(i), + (9i), = (@i + ),

e a multiplicacdao por um escalar

AMzi), = (Azy),.
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Toda sequéncia é, claramente, uma familia. Neste capitulo, I e J indicam
conjuntos enumeraveis de indices . Se I = NxN = N2, entao a familia x : NxN - K
¢ chamada sequéncia dupla. No caso I = NxNx N = N3, a familia z: N2 - K ¢
chamada sequéncia tripla.

Baseando-nos no teorema provado acima, temos as seguintes definicoes.

Defini¢oes. Dada uma familia (p;)ie; de termos em [0, +o0], indicamos

Zpi = SuP{ZPitiIeFﬁm’to}.

el
o Se ¥ p; < oo, dizemos que (p;); é uma familia somavel (ou, brevemente,

somavel) com soma ¥ p;, também indicada

Zpi ou Zpi-
]

1€l
o SeI=N e (p,)y € somdvel, chamamos (p,) de sequéncia somavel.
Observagoes. Seja (p;); uma familia (enumerdvel) de termos positivos.

e Seja o :J — I uma bijegao. E facil ver que vale a igualdade
2.Pi = 2 Poty):
T T
Logo, a familia (p;); é somavel se e s6 se a familia (p,(;y)s é somavel.

e Se I =N, é trivial ver que
+00
an = an-
n=0

Corolario. Seja (p,) uma sequéncia de termos positivos. Entao, (p,) é uma

A~ . , , s . +00 ,
sequéncia somavel se e s6 se a série Y., ) p, € convergente. Nestes casos temos

+00
an = Z DPn-
n=0

Prova. Segue da observacao acima #
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Corolario. Seja (p;); uma familia de termos positivos e o : N - I uma bijecao.
Entao, (p;); é uma familia somédvel se e somente se a série Y, Po(n) € conver-

gente. Nestes casos temos
+o00
sz = Zpa(n)
n=0
Prova. Segue da observacao e do corolario, ambos acima#

Comentarios.

e A notagao para séries,
+o00
2. Tns
n=1
indica que estamos somando os termos ordenadamente: desde o primeiro,

x1, € entao o segundo x5 e assim sucessivamente “ad infinitum”. A notagao
2. Tn
N

para a soma da sequéncia (z,) indica que estamos usando N apenas como
conjunto, sem relevancia das propriedades de sua ordem. Assim, para a
soma de uma sequéncia podemos substituir o conjunto de indices N por

qualquer outro conjunto enumeravel (infinito).

e Visto que para uma série ¥ ,.% p, de termos reais e positivos, portanto

convergente ou divergente (para +oo), vale a igualdade

+00
Z Pn = me
n=0

concluimos que para séries de termos positivos podemos utilizar livremente

a notagao
> Pn

pois nao ha risco de dubiedade se a interpretarmos como uma série ou como

uma soma (ndo ordenada).
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Definigao. Seja J um conjunto de indices enumeravel.

o Uma familia (x;); de niimeros reais é somavel se as familias

(pi)r e (g)s

das partes positivas e negativas de x;, onde j € J, respectivamente, sao

somaveis. Se (z;) é somavel, sua soma (ndo ordenada) é
PRI W IR W TR

o Uma familia (z;); de nimeros complexos é somavel se as familias

(Re(zj))J e (Im(zj))J,

das partes reais e imaginarias de zj, onde j € J, respectivamente, sao

somaveis. Se (z;); é somavel, sua soma (ndo ordenada) é
Yz = Y Re(z;) + iy Im(z).

o Uma familia (z;); de nimeros reais ou complexos é uma familia absoluta-

mente somavel se a familia (|z;|); é somdvel. Isto é, se
Z |Z]| < 00.

Comentarios.

e Escrevemos
Z a; < 00

para indicar que a familia (a;); é somavel.
e Se I =N e (a,)y é somdvel, chamamos (a,) de sequéncia somavel.

e A definicdo de familias somaveis dada acima é equivalente a usualmente
apresentada nos textos que abordam somas nao ordenadas (ou, dito de

outra forma, somabilidade).
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Lema (Soma/Série). Seja (z;); uma familia em C e o : N — J bijetora. Sao

equivalentes as propriedades abaixo.
(a) (zj); € somavel.
(b) (z;)s é absolutamente somavel.
+o00
(c) ¥ |Zo(n)| € (absolutamente) convergente.
n=0

Ainda, ocorrendo (a) ou (b) ou (c) temos,
X5 = X et

Prova. Consideremos as familias (Re(zj)) ;€ (Im(zj)) , e as familias de suas
partes positivas, (p;)s e (P;),, respectivamente, e de suas partes negativas, (g;).s

e (@), também respectivamente.
(a) <(b). E trivial ver que para todo j € J temos
0 < max{pj,qj,Pj,Qj} < |Zj| < D +Qj + Pj +Qj .

Logo, temos Y |z;| < oo se e somente se Y p;, Y q;, > P; e ¥ Q; sao finitas.

Donde, a familia (|z;]).; é somével se e somente se (z;) é somavel.
(b) <(c). Segue dos coroldrios acima.

o Para finalizar, suponhamos que (a) ou (b) ou (c) vale. Sendo assim, pelas

defini¢oes dadas acima temos Y, z; = Y, Re(z;) +1¢ Y, Im(z;) e também temos
Y Re(z) =Xpj-Xge XIm(z) =X P -X0Q;
Entao, aplicando os corolarios acima obtemos
+oo +oo +oo oo
LPj= L Po), X0= Loy, XPj= X P ¢ 2Qj= Y% Qow) -

Donde segue,

+00 +00 . +o00 +00
ZZj = Z_:Opa(n) - Z_:Oqa(n):l + 1 Z_:OPU(n) - z_:OQU(n)

+00 +oo +oo
= Z_:ORe[ZU(n)] + iz_:ohn[za(n)] = z_:oza(n)"
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Corolério. Seja (z;); uma familia somdvel e J um subconjunto de I. Entao,
também a familia (z;);c; € somdvel.

Prova.

Pelo lema acima, item (b), temos Y, |zi| < oo e, pela inclusao J c I, a

desigualdade

ieJ iel

Portanto, pelo item (a) do mesmo lema, a familia (z;); é somavel#

Proposicao. Sejam (a;); e (b;); familias somdveis em C e A € C. Entao, as

familias (a; +b;); e (Aa;); sdo somdveis e valem as propriedades:
(a) Z(aj+bj)=2aj+ij.
(b) Z)\aj=)\2aj.

Prova. Seja 0 : N — J uma bijecao arbitraria (nesta secao, as familias sdo todas

enumeraveis).

(a) Pelo lema acima, as séries

+00 +00
ZO |a0(n)| € ZO |b0(n)|

convergem. Entao, pela desigualdade triangular a série

+o00
> lto(ny + Doy
n=0

também converge. Portanto, pelo mesmo lema, a familia (a;+b;); é somavel

e
+o00 +00 +oo0
D(a;+0;) =D (o) + bom)) = D o) + X bomy = D a5 + D bj.
J n=0 n=0 n=0 J J

(b) Este caso é anédlogo ao caso (a) e o deixamos ao leitor#
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3.3 - Associatividade

A associatividade para somas, diferentemente da restrita associatividade para
séries, se d4 mesmo particionando N em uma quantidade infinita de subconjuntos

infinitos de N, o que pode ser obtido, por exemplo, listando os niimeros primos
1={1,2,3,57,...},

em ordem crescente, e introduzindo F; = {1}, o conjunto F3 dos naturais miltiplos
de 2, o conjunto F3 dos naturais multiplos de 3 mas nao de 2, o conjunto Fj
dos naturais multipos de 5 mas nao de 2 ou 3, e assim sucessivamente e entao
escrevendo

N=JF,, com F,nF,=@sep#*q.
I

Enfatizamos que os resultados nesta secao, para sequéncias somaveis, se es-
tendem trivialmente a familias soméaveis indexadas em um conjunto enumeravel
I ao utilizarmos uma bijecao arbitraria o : N —» I. Os enunciamos e provamos
para sequéncias por comodidade.

O primeiro destes trés resultados mostra que podemos: (1) associar livremente
uma familia de nimeros positivos e (2) dissociar cada termo de uma familia de
nimeros positivos livremente como uma familia de niimeros também positivos; no
sentido de que tais operacoes nao alteram a somabilidade ou a nao somabilidade
da familia original. Em suma, para computarmos a soma de uma familia de
numeros positivos podemos introduzir ou suprimir parenteses livremente.

Nesta se¢ao utilizaremos as notagoes abaixo:
e O simbolo | indica uma reuniao de conjuntos dois a dois disjuntos.

e Uma particao de N é uma reuniao N = 1) J;, onde I é um conjunto de indices
T

(enumerével), satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) J;nJy =@ sei+i, quaisquer que sejam i e i’ em [.

(b) J; + @ para todo i€ l.

Meramente sugerimos ao leitor que antes de prosseguir na leitura mostre : “Dados
A e B, dois subconjuntos nao vazios de R, entao vale sup A +sup B = sup(A+ B),

com a convengao sup X = +oo se X nao é majorado superiormente”.
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Teorema (Associatividade e Dissociatividade). Seja (p,) uma sequéncia

de termos em [0, +o00]. Seja N =JJ; uma particao qualquer de N. Entao,
i

D Pn=), D, P

ielned;

Prova.

(<) Dado F finito em N, por hipdtese existe um subconjunto finito de indices

distintos {i1,...,ix} c I tal que F'c J;; u---u J;, . Donde segue,

an < an+"'+zpn < Z an
Jik:

nel Jiq ielne;

e entao, pela definicao de Y p,,, obtemos a primeira desigualdade

DPn <D, D P

ielnel;

(>) Dado um conjunto finito de indices distintos {i1,...,i} c I e conjuntos

finitos F; , com F; c J; se 1 <r <k, entao J;,,...,J;, sao dois a dois

hS i
disjuntos e portanto F; ,...,[F;, também. Segue

neFi1 neFik

Na desigualdade acima, fixando os conjuntos Fj,, ..., F;, e computando o
supremo sobre a familia dos conjuntos finitos F;, contidos em .J;, obtemos
a desigualdade Y, Ji, Pn ¥ 3 FyPnt 3 F, Pn < > pn. Nesta desigualdade,
fixos Fi,, ..., F;,, computando o supremo sobre a familia de conjuntos finitos
F;, c J;, segue a desigualdade ZJil P + ZJZ_Z Dn+ ZFiS Dp+ot ZFik DPn <D Dn-

Assim, por inducao encontramos
an + an Tt an < an
Ty Ty iy
Por fim, como {iy,1is,...,i} é qualquer subconjunto finito de I concluimos

2D P < ) Pt

i€l neJ;
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Corolario (Lei Associativa Para Somas). Seja (a,) uma sequéncia soméavel.
Suponha
N =) J; uma particao arbitrdria de N.
T

Entao, a familia (ap)nes, € somavel, para todoiel, e

Y=Y Y o

I nEJi

Prova.
Ja vimos que cada sub-familia (ay,)nes, ¢ somével.

o Em R, a identidade anunciada segue da decomposicao

D20 = P =) s

com p, € ¢, as partes positiva e negativa de a,, respectivamente, para todo

n € N e da associatividade para sequéncias somaveis de termos positivos.
o Em C, a identidade segue da decomposicao
Y an =Y Re(ay) +i) Im(ay)

e do caso real provado acima#

Corolario. Seja (a,) uma sequéncia somavel. Suponha (I,) uma sequéncia

crescente arbitraria de subconjuntos de N tal que
Uln=N

(dita uma sequéncia exaustiva para N). Entao, a familia (a, )nes,, € somdvel, para

todomeN, e

Prova.

¢ Mantenhamos a notagao na prova do corolario acima. Sabemos que cada

sub=-familia (a,);,,, ¢ somavel. A seguir, dividamos a prova em trés casos.
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(a) Suponhamos a,, >0, para todo n € N. E facil ver que temos

0< Z anSZan para todo m € N,

nelm

que a sequéncia

( Z an) é crescente
meN

nelm

e que vale a desigualdade

lim Z ap < Zan.

m—>+00
nelm

Mostremos a reversa desta desigualdade. De fato, é facil ver que dado F

um subconjunto finito arbitrario de N, existe n € N tal que F' c I, e obtemos

Donde segue

Por fim, como F' é um subconjunto finito arbitrario de N, pela defini¢ao de

soma de positivos segue a desigualdade desejada

Zans lim Z Q.

m—>+0o0o
nelm

Suponhamos a, € R, para todo n € N. A demonstracao segue entao da

decomposi¢ao
Z ap = an - Z Gn

e do caso (a).

Suponhamos a, € C, para todo n € N. A demonstracao segue entao da
decomposi¢ao
Y a, =Y Re(a,) +i Y Im(a,)

e do caso (b)#
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3.4 - Séries Versus Somas Ordenadas, Uma Tabela

No que segue apresentamos uma tabela destacando as pricipais propriedades

assim como as principais diferencas relativas as
e séries condicionalmente convergentes,
e série absolutamente convergentes e
e somas nao ordenadas finitas.

Ressaltemos que a associatividade para uma série convergente (isto é, série
condicionalmente convergente ou série absolutamente convergentes) permite a
inser¢ao de parenteses a um subconjunto de elementos consecutivos dos termos
da série (ordenada) em questdo. Assim, nos é permitido inserir uma quantidade
finita de parenteses a uma série (uma soma ordenada) convergente e também
nos é permitido inserir uma quantidade infinita de parenteses a uma série (uma
soma ordenada) convergente. A quantidade de termos dentro de cada um dos

parenteses inseridos é portanto finita.

| Comutatividade |  Associatividade

Série condicional/e convergente | nao | sim (mantendo a ordem)
Série absoluta/e convergente | sim | sim (mantendo a ordem)
Soma nao ordenada finita | sim | total
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3.5 - Soma de uma Sequéncia Dupla e o Produto de Séries

Seguem versoes da lei associativa para uma sequéncia dupla (@, m)) nxn. In-

dicamos anm = a(n,m) 08 termos de uma sequencia dupla e sua soma por

2 nm = D Qo = )
n,m

NxN

Indicamos a sequéncia dupla com a matriz infinita

(all A2 A13  .eeee. }

a921 A2 Q23 .......

Teorema (Soma para sequéncia dupla). Se ¥ |anm| < oo, entdao (anm,) é

somavel e vale o que segue.

(a) Se NxN = J J; é uma particao de N x N, entao

i€l
Z Z Apm = Z Anm -

1€l (n,m)eJ;

(b) Se (Ix)ken € uma sequéncia crescente de subconjuntos de N x N satisfazendo

U =N x N (dita uma sequéncia exaustiva para N x N), entao

lim Z Apm = Zanm.

ko0 (n,m)el}

(c) (Séries iteradas/ Somatério duplo). Temos

)IDITITED I I Sy
n=0m=0 m=0n=0

(d) Para toda bijecao o : N - N x N vale

+o00
> Aok) = D, Qnm-
k=0
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Prova. [Vide figuras 3.1, 3.2 ¢ 3.3(a) a seguir.] A somabilidade de (ay,,) é trivial.
(a) Segue do coroldrio “lei associativa” (vide Figura 3.2).
(b) Segue do tltimo corolario acima (vide Figura 3.1).

(¢) Aplicando o item (a) e o lema soma/série (duas vezes), temos

+00 +00 too +oo
Z Apm = Z Z Apm = Z Z Apm [analogamente para Z Z Cl,nm].
NxN neN meN n=0m=0 m=0n=0

(d) Segue do lema soma/séries

Observacao. Supondo
+00 +00
Z an =0 € Z by, =,
n=0 m=0

é facil ver que

+o00 +oo +o0o +o0o

Z Z anbm = Z Zanbmzab.

n=0 m=0 m=0n=0

Antes de definirmos o produto de duas séries notemos que dadas
+o0o +00
Zan e me,
n=0

h4 infinitas maneiras de associarmos os termos da sequéncia dupla (a,b,,) para

formarmos uma série. Nestas notas usaremos apenas o produto de Cauchy abaixo.

Definicao. O Produto de Cauchy das séries

+00 +00
Z a, e Z b
n=0 m=0

é a série
+o00
(aohbo) + (agby + arbg) + -+ = Z cp, com ¢, = Z Ay
p=0 n+m=p

O produto de Cauchy surge, no caso finito, com a multiplicacao de dois po-
linomios arbitrarios e, no caso infinito, com o produto de duas séries de poténcias

arbitrarias. Vide Exemplo 30 e Figura 3.3(b), a seguir.
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Corolario. Sejam
oo o0
Z an=a € Z by =0
séries absolutamente convergentes. Entao temos Y. |a,b,| < oo e ainda,

(a) ¥ anby, = ab.

(b) O produto de Cauchy das séries apresentadas é também uma série absoluta-

mente convergente e tem por soma

f( 5 anbm) - ab.

p=0 \n+m=p
Prova.

E claro que
Z|anbm| = (Z|an|) (Z|bm|) < 00.
Assim, (a,b,,) é somével.

(a) Pela formula (c) para a soma de uma sequéncia dupla segue trivialmente

+00 +00

Zanbm = Z Z anb,y, = ab.

n=0m=0
(b) Considerando a particao (J,)pen de N x N definida por
Jp={(n,m) e NxN:n+m=p} [vide figura 3.3 (b)]

e entao aplicando o item (a), a féormula (a) para a soma de uma sequéncia

dupla e o lema soma/série obtemos

+ +
ab = > apyby, = Yo cp = fcp, com e, = Y. apby, e f|cp| < oos
peN p=0 n+ms=p p=0

Comentario. Apresentamos a prova acima para o item (b), utilizando o conceito
de somas nao ordenadas, devido a: (1) sua concisao e (2) tal conceito é muito
util para provarmos, também concisamente, teoremas e regras operatorias para

séries de poteéncias.
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(a) Sequéncia exaustiva para NxN. (b) Associatividade.

Figura 3.1: Ilustracdo ao Teorema 6.23 (b) e (a), respectivamente.

+00 +00
e XX O
n=0m=0
+00 +o0o
Y atm ... Y anm
m=0 m=0
+o00 +oo
Figura 3.2: Tlustragdo ao Teorema 6.23 (¢) - ¥ ¥ Gpm = Y Gum
n=0m=0 NxN
+00 +o00 +o00o
m,=0n=0anm Z Z anbm
T p=0n+m=p
+oo
Y ann
n=0
o
2 an
n=0
Z anbm Z anbm
n+m=1 n+m=p

O Produto de Cauchy

NXN:UneNNX{n}

+00 +o0o
Z Anpm

(a) X ¥ anm
NxN

m=0n=0

(b) NxszLEJN{(n,m):n-!—m:p}

Figura 3.3: Tlustragao ao Teorema 6.23 (¢) ; Ilustragao a Defini¢ao 6.25
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Exemplo 29. Justifiquemos a férmula para o produto de Cauchy.

(a) Se ag+arz+--+a,z" e bg+byz+--+b,z™ sdao polinomios na variavel z € C,

com coeficientes complexos, é claro que

n+m
(ap+arz+ - +a,z")(bo + b1z + - +b,2") = Z cp2P, com ¢, = Z Qb

n+m=p

+00

(b) Sejam f(z) = Z az" e g(z) = Z by, 2™ séries em C e absolutamente con-

vergentes qualquer que seja z € (C Ja mostramos que
F(2)g(2) =) anbmz"2™ =) anbyp2™™ e que
Zanbmz"+m = Z Z Anby 2P = Z cp2P, com ¢, = Z Qb

peNn+m=p peN n+m=p

Pelo lema soma/série temos

+
Z cpt = fcpzp.
p=0

peN

Por fim concluimos,

F(2)g(2) = Y anbp 2™ = fcpz”, com ¢, = Y. apbp
p=0

n+m=p

Exemplo 30. Se |z| < 1, a soma da sequéncia dupla dada pela matriz

( z 22 A L \
22 23 A B
, z
23 A 25 6 YTREDRYE
(1-2)

Prova. Inicialmente mostremos que a sequéncia dupla é somavel.

A soma dos valores absolutos dos elementos na n-ésima linha, n=1,2,... é
S Epr =S = o
peli -2
e, somando tais resultados obtemos,
2"
nzeI:\I L]l - IZI

Entao, a soma da sequéncia dupla é

o H
2H -

z

-z "
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3.6 - A Exponencial Complexa e as Fungoes Trigonométricas

Teorema (Exponencial complexa). A fun¢ao exponencial complexa,

+o00 . n

exp(z) = Z ',comzeC,

n=0 T

é bem definida, satisfazendo as propriedades abaixo.
(a) exp(z +w) = exp(z) exp(w), para quaisquer z w, ambos em C.
(b) exp(0) = 1, e para todo z € C, exp(z) ™" = exp(-2) e exp(z) # 0.

(c) Seja e =lim(1+ 1/n)" o nidmero de Euler. Entao,
X1
eXp Z:: 'n,_
(d) exp(z) = e® para todo racional x.
(e) A restricao de exp : C — C ao conjunto R é a fungao exp : R — (0, +00).

(f) Com a notagao e€* = exp(z) temos € = €7 e |e?| = ef*(*), para todo z em C.

(g) Vale o limite

(h) exp(z) é continua em C.

(i) Vale o limite (a derivada da fung¢ao exponencial complexa)
6z+h — e*

lim ——— =¢* todo z € C.
lim . e®, para todo z

Prova.

(a) Utilizando a férmula para o produto de Cauchy das séries absolutamente

convergentes exp(z) e exp(w) obtemos,

+oo on too
exp(z) exp(w) = (Z%)m mz: ng)n;—pn m' )

R (z+w)P

p:Op! n=0 n! (p_n)' p=0 p'

1
|
%—-
2\2
3
g
ki
3
1
™

=exp(z+w) .
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(b) E 6bvio que exp(0) = 1. Assim, dado z € C e empregando (a) obtemos,
1 =exp(0) = exp(z — z) = exp(z) exp(-2) .
Donde segue exp(z) # 0. Ainda mais, exp(z)~! = exp(-2).

(c¢) Utilizemos de duas formas o desenvolvimento

(o) <50

n p=0 \P np
et 1 n(n-)(m-2)1  n@m-1)-[n-(n-1)] 1
2! ’17,2 3! 77,3 n! nn

:1+1+l(1_l)+l(1_1)(1_2)+...+l(1_l)...(1_”_‘1),
2! n) 3! n n n! n n

Primeiro, ¢ trivial ver que

n 21 3!

Esta provado e < exp(1). Segundo, fixemos m tal que m < n. Entao segue
1 n

(1 + —) >
n

> 1+1+l (1 - l)+l (1 - l) (1 - g)++i (1 - l) (1 _m- 1) .
2! n) 3! n n m! n n

A seguir, impondo n — +o0 concluimos que

1\" 1 1 1
(1+—) 31+1+—+—+---+—', para todo n € N.
n!

1\" 1 1
e=1im(1+—) >1+1+—=+--+—, para todo meN.
n 2! m!

Isto prova e > exp(1).
(d) e (e) Sao afirmagoes triviais (vide Capitulo 1).

(f) Como |Z| = |2|, segue que a fun¢do conjugado C 5 z — Z € C é continua.

Donde segue

e = lim — = lim — | = lim — =e7 .
n—>-+oo {24 gl n—too fr; 4! n—>-+oo £ 4!

|

Ainda mais,
|€Z|2 = 6707 = 7% = ¢*1F = 62Re(z) — (eRe(z) )2 )
Entao, utilizando que e®¢(*) > 0 obtemos eRe(?) = |ez|.
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(2) E f4cil ver que temos

Logo, supondo |h| <1 e h %0, obtemos

el -1 Al [RP ) [ ]
- 1‘3(2, ) < [h < eln

Donde segue,
. [er-1
}g% ( P 1) =0.

(h) Dado z € C temos, pelo item anterior,

eh -1
lim (e**" — €*) = lim ez( )h=ez.1.0=0.
h—0 h—0

(i) Pelo item (g) segue

lim——— = lim—— = €*lim
h—0 h h—0 h ho0

€z+h e* ezeh e* eh -1

Definamos a seguir as fungoes trigonométricas complexas sen z e cos z, z € C.
Notemos que até aqui, neste texto, a apresentacao das funcoes trigonométricas

esteve baseada em consideragoes geométricas.

Pela associatividade para somas nao ordenadas, dado 6 € R temos (por favor,

cheque)

4 02 g2n 93 g2n+1
W1+ +(=1)" il =+ (1) ———— 4.
(3.5.1) €’ = (1 T +(-1) it )+z(9 ot +(-1) CEFE] + )

Ainda, as partes real e imaginaria da série acima sao as séries de Taylor na origem

das fungoes reais cosf e senf, respectivamente (vide Capitulo 1).
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Apresentamos entao as seguintes defini¢coes analiticas.

Definicao. Dado z € C, indicamos

2 2n 3 2n+1
V4 z V4 V4
COSZ=1—§+"'+(—1)” + .- , senz:z—g.p....k(_l)n

Corolario (Férmula de Euler). Dado 6 € R, temos

e = cosf + isend.

Prova. Segue da férmula 3.5.1 e da definicao acima#

A seguir, verifiquemos que as funcoes cosz e sen z, com x € R, obtidas restrin-
gindo as funcoes complexas cosz e senz ao eixo real, possuem as propriedades

geométricas e analiticas que esperamos.

Teorema. As fungoes cosz e senx sao derivaveis e satisfazem, Yx € R,
cos’ r = —senx e sen’r = cos .
Prova.

Seja h e R. Do teorema “exponencial complexa” segue
ix+ih i i(x+h i
€ —eiw o ellerh) e
e’ =lim —— =—lim ————
h—0 ih h—0 h
Logo, identificando as partes reais e imaginarias na identidade acima temos

sen(x+h)-senx

CoST = lim =sen’x
h—0
. +h)—

senx = — hmw =cos' T #

h—0

A seguir, apresentamos a definicao do nuimero 7w dada por Landau.

Landau foi perseguido durante o nazismo por ser judeu, perdendo seu posto
de professor em Berlim. Bierberbach, um de seus detratores, alegara que sua ma-
tematica nao era germanica. Provavelmente se referindo, entre outras ‘“razoes”,

a definicao do nimero w sugerida por Landau.
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Teorema (Ndimero de Landau). Existe o menor [ >0 tal que cosl = 0.

Prova.

E 6bvio que cos0 = 1. Mostremos que cos2 < 0. Escrevendo

92 94 26 98 910 912
cos2=(1——+—)+ (——+—)+ - + +-o,
21 4l 6! 8l (10)!  (12)!

22 24 2 1
1- 242 - 14+2=-_Z

+—=-1+
20 4l 3 3
e com cada uma das parcelas entre colchetes satisfazendo

temos

22n 22n+2 22n

4
o) @2nr2) T (2n) (1 T 2n+2)(2n+1)

)<O, com n impar en > 3.

Segue entao que cos2 < 0.

A funcao cosz = Re(e™®), onde = € R, é continua e pelo teorema do valor
intermediario ela se anula em algum ponto entre 0 e 2. Entao, é facil concluir

que existe o menor real estritamente positivo [ tal cosl =0 (cheque)#
Definigao (O ntmero 7). Indicamos m = 2l, com | o niimero da Landau.
Proposicao. Valem as propriedades abaixo.
(a) || =1=cos?0 + sen? @, para todo 0 € R.
(b) €2 =i eem=-1.
(c) A fungao exp(z) € periédica com periodo 2mi. Isto é,

e**?™ = ¢*  para todo z € C.

(d) Se 6 € (0,27) entao e # 1.
(e) e* =1 se e somente se z € 2mwil.

(f) (Representagao Fundamental). Se w € C é tal que |w| = 1, entao existe

um tnico 6 € [0,27) tal que ¥ = w.

(g) A imagem da fungao exponencial exp : C — C é o conjunto C* = C \ {0}.
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Prova.

(a)
(b)

Temos, |ef]? = e ¢i0 = ¢i¥e=i0 = 0 = (cos @ + isen 0) (cos § — isen ) = 1.
Pela Férmula de Euler e pela definicao de 7 segue
™% = cos(m[2) +isen(m/2) = isen(7/2) .

Pelo item (b) temos 1 = |e7/2| = |sen(7/2)|. Logo, sen(w/2) = 1. E facil
ver que cosf é positiva em (0,7/2), implicando que senf é crescente em

(0,7/2), com |sen @] < |e®| = 1 para todo 6 € R. Seguem entao

sen(m/2) =+1 e €e™/? =i,

Temos e?*+2m = eze2mi = 62(6“—/2)4 =e%i4 = e%.

Dado 6 € (0,27), consideremos

0 s
OZ—ZE(O,E).

Como cos0 = 1 e cos(n/2) = 0 e a fun¢do cosz (com cosz = sen’zx) é
estritamente positiva no intervalo (0,7/2), temos que a fungao senx é es-
tritamente crescente neste intervalo. E claro que sen0 = 0 e, pelo item (b),
sen(7/2) = 1. Logo, concluimos que senz € (0,1) se x € (0,7/2). Donde

entao segue e’ ¢ {+1,-1,+i,—-i}. Logo, e = (e?*)* # 1.

Dado n € Z, pelo item (c) segue 2™ = (e2m)n = (e0)" = 1.

Inversamente, se e = 1 entao 1 = |e?| = eRe2. Logo, pelas propriedades (b)
e (f) da expoencial obtemos Rez = 0. Assim, podemos escrever z = iy,
com y € R. E facil ver que existe um tunico numero inteiro n € Z tal que
y € [2nm,2(n+1)7). Logo, y — 2nm € [0,27). Desta forma, utilizando
o item (c) seguem as identidades 1 = e* = e = eWw=2nmi = (y=2nm)i  com

y—2nm € [0,27). Entdo, pelo {tem (d) obtemos y — 2nm = 0. Portanto,

z =1y € 2mid..
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(f)

Seja w = a +1ib, com 1 = |w|=Va?+ 2.

Suponhamos a >0 e b > 0 [logo, a,b € (0,1)]. Como a fungao cosx restrita a
[0,7/2] é continua, estritamente decrescente e satisfaz cos0 =1 e cosm/2 =0,

pelo teorema do valor intermedidrio segue que
existe 0 € (0,7/2) tal que cosf = a.
Donde encontramos
sen?f =1-cos?’f =1-a?="b%

Assim, como a fungao senz é positiva em [0,7/2] [vide a prova do item

(b)], segue que senf =b. Logo,

e = cosf +isenf = a +ib = w.

Suponhamos a < 0 e b > 0. Entao, existe 6 € (0,7/2) tal que e = b - ai.
Assim, a =0 +7)2 € (7)2,7) e e = ¢! (0+7/2) = e0¢ein/2 = (b—ai)i = a+bi = w.
Suponhamos b < 0 e a # 0. Pelos casos acima existe 6 € (0,7) tal que

e = —q — bi. Assim,

a=0+me(0,21) e e =e"™ = (-—a—-bi)(-1) = a+bi = w.

O caso a=0 e o caso b =0 sdo triviais.

A unicidade segue do item (d). De fato, dados 6; e 6 em [0,27) tais que
e = 92 ¢ claro que podemos supor 6, > 0;. Logo, temos 6, — 6, € [0,27)

e ainda, e(02-01) = gif2e=if1 = gifhe=ifh = ¢0 = 1. Portanto, Oy —0; =0 e Oy = ;.

Dado w € C~ {0}, temos |w| # 0 e assim, como exp : R - (0, +00) é bijetora,

existe x € R tal que e = |w|. Ainda mais, como

wl_y
[w]
w

pelo item (f) segue que existe y € R tal que e¥ = - Logo, e**W =y #
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Proposigao. Utilizemos a identificacao usual C = R?, como espaco vetoriais reais

e como espacgos métricos. Entao, para todo k € Z, a restricao dada abaixo é uma
bijecao.
exp : R x [k, km +21) — R?,

exp(z,y) = (e* cosy, e*siny).

iR B2 {(0,0))
exp

,,,,,,,,,,,,,,,,,, dmi T \
””””””””” 3 47” / \

R

Figura 3.4: A aplicagao exp : R? - R2\ {(0,0)}

Prova. Deixamos ao leitor verificars

Abaixo utilizamos a férmula, onde N é impar e z,w € C (cheque),
(Z +’UJ)N — Z [( N )Z2n+1w2m + ( N )Z2mw2n+1] )
on+15am=N L\2M 2n+1
Teorema. Sejam z e w arbitrarios em € C. Entao,

sen (z +w) = sen z cosw + senw cos z.

Prova. Pela definicao das fungoes sen z e cosw e pela formula acima temos,

SEN 2 COSW + senw Cos 2 =

:+f Z (—1)”+m[ L2n+l 2m + »2m w2n+1]
K20 omslesmeokel 2n+1)! (2m)! (2m)! (2n+1)!

+o00
_ _1\k 1 [(2n+2m+1) 2n+1,,.2m (2n+2m+1) 2m 2n+1]
_kzo( 1) ) +1+2z ooy @re2meD)! om )W + o1 )W
= n m=
+o0o X
_ (=n* Ul — o
—kom(Z‘l'w) —sm(z+w)+
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3.7 - Teoremas de Mertens e Abel para o produto de séries

A série

nao é absolutamente convergente pois temos

1 S 1 o +Z°:°1 N
> — = +o00,
vn+l n+l n

mas ¢é condicionalmente convergente pelo Critério de Leibniz.

+o00 n
Exemplo 31. O produto de Cauchy da série Y. E;% por si mesma diverge.
n=1 V"
Prova.
Seja

(=1)"

n+1

an = , onde n € N.

Dados m,n € N, temos 0 < (m —n)? =m? - 2mn +n? e
2vm+1vn+l<m+l+n+l=m+n+2.

Entao, supondo m +n = p obtemos

1 2
>
Vm+1vn+l p+2

2 2
17 Y apa,z Y T2:(p+1)]m21, para todo p e N.

m+n=p m4+n=p

(-DPapna, =

Entao, como o termo geral (do produto de Cauchy)

= Y man
m+n=p

nao tende a zero, o produto de Cauchy é uma série divergente#

Definigao. Dadas ¥,% a, € X, b, € uma bijecao o : NxN — N, a série Y ;% ¢,

com ¢, = a,by, € p=o(n,m), é um produto das séries 3120 a, € ¥ bm.
Notemos que o produto de Cauchy entre duas séries Y7 %0 a, e Ym0 b, nao é,

em geral, um produto. Porém, ele pode ser obtido por associacao de algumas das

séries definidas como um produto das duas citadas séries.
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Teorema (Mertens, 1875)H Se ¥r%a, = A, com convergéncia absoluta, e
Yr% b, = B, entao o produto de Cauchy destas séries converge e tem soma AB.

Prova.

n
Sejam ¢, = Y agpb,_ e
k=0

Anzzn:alw anzn:bka Cn:znzck> 6n:Bn_B~
k=0 k=0 k=0
Entao,

C,  =agby + (agby + arby) + -+ + (aghy + arb,_1 + - + a,by)
=aoB, +a1B,-1 +--+a, By
=ag(B+ fp) +a1(B + Bn-1) + - +an(B + o)
= A, B+ (aofBn + a1 81 + -+ anfo).

Destacando a segunda parcela entre parenteses no tltimo membro acima,
Vo = @oPn + @1 Bp-1 + o + an o,

temos C,, = A,B + 7,. Entao, como temos lim A, B = AB, resta apenas

verificarmos lim~,, = 0.

Por hipdtese seguem
+00
a=)Y la|<oo e  limp, =0.
n=0

Dado € > 0 existe N € N tal que |3,| < €, para todo n > N. Donde, para

n > N segue

|’Yn| < |ﬁ0an + "'5N€Ln—N| + |BN+1an—N—1| +--t |ﬁnao|

< |Boan + --Bnan-n| + ea.

Assim, como lima, =0 se n - +o0, temos
lim |Goan ++Byan_n| =0
n—>+00
e consequentemente

limsup |y,| < e, para todo € > 0#

'Franz C. J. Mertens (1840-1927), de ancestralidade germénica, nasceu em uma vila & época

na Prussia e hoje na Polonia e foi aluno de Weierstrass em Berlim.
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Utilizando séries de poténcias, prova-se facilmente o resultado abaixo.

Teorema (Abel, 1826). Suponhamos que as séries ¥\ a, € Y720 b, e também

seu produto de Cauchy Y% ¢, convergem. Entao,
+o0o +o0o +00
S - (Zan) (an).
n=0 n=0 n=0

Definigao. A série ¥'% a,,, com cada a, =0, é a série nula.

Teorema. Sejam Y, a, =a e Y17 by, = b séries convergentes nao nulas. Con-
sideremos uma bijecao o : N x N — N e a série produto z;:g ¢p, onde ¢, = a,by,
e com o(n,m) = p. Entao, tal série produto é absolutamente convergente se e
somente se as séries Y1 % a, € Y120 by, sao também absolutamente convergentes.

Ainda mais, sob tais hipoteses temos
+00
> ¢, = ab.
p=0

Prova.

=) Por hipotese temos 3 |a,b,,| < oo e entao, para a,, # 0 temos
0
|ano| Z |bm| = Z |ano”bm| < Z |anbM| < 0.
Donde segue ¥ |b,,| < co. Analogamente obtemos Y. |a,| < o.

(<) E claro que

N
el < (X lanl) (O Ibml), para todo N eN.
p=1

Logo, a série Y75 ¢, é absolutamente convergente.

Por fim, ocorrendo uma das hipdteses no enunciado temos que a sequéncia

dupla (a,b,,) é somavel. Assim, pelo lema soma/série segue

Zanbm = iocp = ab#s
p=0
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3.8 - Somabilidade de Cesaro

A Soma de Cesaro é uma das mais tuteis formas de somabilidade e muito
importante em Séries de Fourier (também o Critério de Dirichlet é importante
para Séries de Fourier).

Exercicio. Seja (z,) uma sequéncia convergente a z. Entao a sequéncia 7, =
(21 + - + 2z, ) [n formada pelas médias aritméticas de (z,) também converge a z.

Vejamos que o conceito Somabilidade segundo Cesaro é mais geral que Séries.
Definigao. Dada a série ¥'%) z,, seja s, a sua n-ésima soma parcial e seja
S+ + S,

T,=—————, ondeneN,
n

A série Y720 z, € Cesaro-somdvel [ou (C,1) somavel] se (7,,) converge. Selim, = s

entao s é a soma de Cesaro [ou soma (C,1)] de ¥, %0 z, e escrevemos
+o00
Yoa=s  (C1).
n=0
Teorema. Se ¥.,% 2z, = s € C entao
+o00
Y zn=s (C,1) [ie., no sentido de Cesaro].
n=0

Prova. Segue do exercicio imediatamente acima, pois lim s, = s#

Exemplo 32. Seja a, = 2", com |z| =1 e z # 1. Entao,

+o00 1 +00 1
Z’Zn_l: 1—-2 (Cul) € Z(_l)n_1=§ (Cul)
n=1 n=1

Prova.

Pela férmula para a soma de uma progressao geométrica temos,

1 2"

1-2 1-2’

Si 4t Sy T —te(z4ee+2") 1 12(1-2m)
Tn: = = _— .
n n 1-2z n (1-2)?

Sp =

Desta forma, com a desigualdade

z(1-2m)

_|1—z"|< 2
(1-2)?

TR

concluimos que

lim 7, = ]
n—>+oo 1-2
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Capitulo 4

SOMAS NAO ORDENADAS
(arbitrarias) E

ASSOCIATIVIDADE

4.1 - Associatividade

A definicao de familias somaveis a seguir, equivale a usual. De fato, decorre da
defini¢ao classica de somabilidade que uma familia de vetores (v;), em um espaco
vetorial normado e completo (V| -|) [isto é., um espago em que as sequéncias
de Cauchy convergem] é somavel se e s6 se ela é absolutamente somavel [isto é,
Y7 llvj| < oo]. Com a definicao aqui adotada, tal equivaléncia se mantém. [Vide

também segao 4.2.]

Seja J um conjunto de indices arbitrario (logo, estamos dispensando a hipdtese
“J enumeravel”) e seja X um conjunto arbitrario. Uma familia em X, indexada

em .J, é uma funcao x: J - X. Indicamos a familia x por

(zj)jes ou (z;)s ou, brevemente, (z;).
Dada uma familia (p;) contida em [0, +o0], definimos
ij = sup {ij : F é subconjunto finito de J} em [0, +o0].
jeJ jeF

Tal sup ¢ finito se e somente se existe um real M >0 tal que

ij < M, para todo subconjunto finito F' contido em J.
JjeF

99



Também escrevemos

Y p; para ) pj, oumesmo Y p;
J jeJ
se o conjunto de indices J é subentendido.
Proposicao. Sejam (p;),; e (¢;); duas familias em [0, +o0]. Entao,
(&) X(pj+q)=Xpi+ X
(b) ¥ Apj =AY pj, para todo A em [0, +00).

(c) (Propriedade Comutativa) Se o : K — J é uma bijegao, entao
2P = D Path):
T K

Prova.

(a) e (b). Triviais. [Devido a (a) e (b), dizemos que as familias positivas tem a

propriedade de conicidade.]

(c) Sao iguais os conjuntos sobre os quais computamos

D05 € Y Po(k) *
J IC

Dada uma familia (p;); em [0, +o00], se 3. ;p; € finito (um nimero real), dize-

mos que (p;); é uma familia somavel e que sua soma é o ntimero real (e positivo)
> Pi
7
Escrevemos
Zp] < 0o,
7
para indicar que (p;); é uma familia somével.

Dada uma familia de conjuntos Ji, onde k € K, dois a dois disjuntos [i.e.,

se ki # ko entdo Ji, N Ji, = @] indicamos a sua reuniao por

1) i =) i

kelkC
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Teorema (Associatividade). Seja (p;); uma familia em [0,+c0] e J uma

reuniao de conjuntos Ji, com k em K, dois a dois disjuntos. Entao,

EJ:PF Z ij-

kelC jedy,

Prova. Mostremos duas desigualdades.

o Dado F' finito e contido em J, por hipétese existem indices distintos kq, .. ., ki,
todos em K, tal que F' c Ji, u---u Ji,. Donde segue
DPi= 2 Ptk 3P S Ypit et p € ) )b
F Fr‘lel Fka:l Jkl Jk’l k‘EICjEJk
e entao, pela definicao de . ; pj,
)RS IS
J kE’C]EJk
o Dados indices distintos k1, ..., k; em K e conjuntos finitos Fy_, com Fj, c J,
se 1 <r <, os conjuntos Ji,,...,Jy, sao dois a dois disjuntos e portanto os
conjuntos Fy,,...,[Fy, também. Sendo assim, temos
D pit ) < P
Fy, Fy, J
Entao, fixando os conjuntos Fy,,..., Fi, e computando o supremo sobre a

familia dos conjuntos finitos Fy, contidos em Ji, obtemos a desigualdade

YDt Y it Y D<) Dy

Ty Fr, Fy, 7

Argumentando analogamente (I —1)-vezes obtemos

i D itk )P < YD
J

Ty iy Iy

Por fim, como {k1, ko, ...,k } é qualquer subconjunto finito de K concluimos

> > pi < ZJ:pj*

kelkC jEJk
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Seja x € R. Suas partes positiva e negativa sao, respectivamente,

x, sex >0 0, sex >0
p= e gq=
0, sex <0 -r, sex < 0.
Temos,
0<p<|z rT=p—q o p=|m|2+m
0<q< ol ol =p+q g="5

E também usual escrever as partes positiva e negativa de x por z, e z_,
respectivamente. Assim,

Ty=p € T_=q.

Definicao. Seja J um conjunto de indices.

o Uma familia (x;) de mimeros reais é somavel se as familias (p;) e (g;)
das partes positivas e negativas de x;, com j em J, respectivamente, sao

somaveis.

Se a familia (x;) é somdvel, sua soma (ndo ordenada) é
PRIEDWIEDI I

o Uma familia (z;) de nimeros complexos é somavel se as familias

(Re(zj))J e (Im(zj))J,
das partes reais e imagindrias de z;, com j em J, sao somaveis.

Se a familia (z;) é somdvel, sua soma (ndo ordenada) é
Y zj =Y Re(z;) +iy, Im(z;).

o Uma familia (z;), de nimeros reais ou complexos, é uma familia absoluta-

mente somdavel se a familia
(l251)

é somavel. Isto é, se

Z|Zj| < 0.
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Teorema. Seja (z;) uma familia de nimeros complexos. As seguintes afirmagoes

sao equivalentes.

(a) (z;) é somavel.

(b) (z;) é absolutamente somavel.
Prova.

Consideremos as familias de ntimeros reais

(Re(zj))J e (Im(zj))J.

Consideremos entao as familias de suas partes positivas, denotadas (p;)
e (P;), respectivamente, assim como as familias de suas partes negativas,

denotadas (g;) e (Q,), também respectivamente.

Para todo j em J temos
0 < max{pj,qj,Pj,Qj} < |Zj| < pj+qj+Pj+Qj.

Logo, o valor da soma Y |z;| € finito se e somente se os valores das quatro

somas
Y0 2.4, . Pe Y Q;
sao finitos.

Concluimos entao que a familia (|z;|) é somavel se e s6 se (z;) é somavels
Corolario. Seja (z;); somdvel e IC c J. Entao, a familia (zj,)gec € somével.
Prova.

Pelo teorema imediatamente acima temos Y s |z;| < co. E facil ver que

AP E

K J

Utilizando novamente o teorema imediatamente acima, concluimos que a

famiia (zj)x é somévels
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Proposicao Sejam (z;); e (w;); familias somdveis em C e XA € C. Entao, as

familias (z; + w;); e (Az;); sao somdveis e valem as propriedades:

(a)
(b)

Y(zj+w;) = Tz + Tw;.

Z)\Zj = AZZ]‘.

Prova.

Devido a equivaléncia entre somabilidade e somabilidade absoluta, con-
cluimos que as familias (z;) e (w;) sdo absolutamente somaveis. Temos
também |z; + w;| < |z| + |w;| e Azj| < |A||zj]. Donde segue que as familias

(zj +w;) e (Az;) sdo absolutamente somdveis e portanto somaveis.

E claro que basta verificamos para o caso em que as familias sao reais.
Escrevamos, por motivos psicolégicos, z; = a; € R e w; = b; € R. Escrevamos

as partes positiva e negativa de um real arbitrario x por
Ty € T_.

Entao temos

I

{ aj+b; (aj +b;)s — (a; +b;)-
aj+b; = (a;)e = (a;)- + (bj)+ = (b))-.
Logo,

(aj +b5)+ = (a; +bj)- = (a;)+ = (a;)- + (bj)+ — (bj)-.
Donde segue

(aj +bj)s + (aj)- + (bj)- = (a; +bj)- + (a;)+ + (bj)+

Todas estas seis parcelas sao positivas. Temos entao,

Yo(aj +b;) + Do(ag)- + Y (bs)- = Y(a;+bi)- + D (az)e + D (b))

Devido as hipoteses, e pelo ja inicialmente observado, estas seis somas sao

finitas (e aqui dadas por nimeros reais). Segue entdo a identidade

o(a;+b5)e = Yo(aj+b)- = [Xo(ay)e = Yo(ay)-] + [Do(b) = D(b)-]-

Isto é, por definicao,
D(a;+b;) = Yia; + 3 b;.
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(¢) Devido & defini¢ao de soma para uma familia complexa, basta verificarmos o
caso em que A e (z;) sdo reais. [Notemos que escrevendo A = a+if3, com « e
[ reais, e z; = x;+1y;, com x; e y; reais, temos A\z; = (ax;-Py;)+i(ay;+6x;).]

Analisemos entao o caso A real e z; = a; real, para todo j. Escrevamos

A= A - AL
aj = Pj~ 4
Aaj = (Aay)e = (Aaj)-

(A = A) (P - 4)-

Pela terceira e pela quarta identidade destacadas acima encontramos

>~

S
<)

1l

(Aaj)e = (Aaj)- = Aepj + Aogj = Avgi = Aopy,
donde segue

(Aaj)s + Avgy + Ap; = (Aay)- + A\ipj + A_g;.
Todas estas seis parcelas sao positivas. Temos entao,

Z)\a] ZA+%+ZM%—ZMJ ZMPNZA q;-

Devido as hipéteses, e pelo ja inicialmente observado, estas seis somas sao

finitas (e aqui dadas por nimeros reais). Segue entdo a identidade

2 (Aa)e = Y(Aay)- = Yodhps + YA - Yo ha = XA

Entao, por defini¢ao e pelas propriedades para familias de positivos temos

YAa = AP A G =AY G - A YD
M Xpi - 2w - A [Xei - Y]
(A=A [ij ZqJ]

A a;

Teorema (Propriedade Comutativa). Seja (z;); uma familia somdvel ar-

bitraria de niimeros complexos e o : K - J uma bijecao. Entao,

Z %= ) Zo(k)-

kelC

Prova. Exercicio.
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Teorema (Lei Associativa para Somas Nao Ordenadas). Seja (z;); uma
familia somavel em C. Suponha J uma uniao de conjuntos Jy, com k em K, dois
a dois disjuntos. Entédo, a familia (z;) e, € somavel, para todo k em K, e

ZJ:ZJ = Z sz-

kelkC Jk

Prova.

Devido a definicao de soméavel para familias complexas e a linearidade da
soma, podemos supor (z;) somavel e contida em [0, 0). Pela associativi-

dade para somas de nimeros positivos (ja vista), segue a tese#

4.2 - Equivaléncia das Definicoes de Somabilidade

Com o teorema abaixo (neste texto chamado teorema de equivaléncia) mos-
tramos diretamente (sem utilizar a teoria de somabilidade em espagos vetoriais
normados e completos abstratos) que em C sao equivalentes a defini¢ao de familia
soméavel apresentada neste texto e a usual definicdo enunciada no item (b) do te-

orema que segue.

Teorema (Equivaléncia). Dada uma familia (a;);, sao equivalentes as propri-

edades abaixo.
(a) A familia (a;); € somével.

(b) Existe o € C tal que Ve >0, existe um conjunto finito F, c J tal que

Zaj—a

jeF

<e,

qualquer que seja o conjunto finito I’ tal que F,c F' c J.
Prova.

(a) =(b) Por hipdtese, as familias (Re(aj))J e (Im(aj))J sdo somaveis. Donde,

escrevendo « = Re(a) +ilm(«) e utilizando as desigualdades

[Re(2)| < 2], [Im(2)] < 2] e |2] < [Re(z)] +[Im(z)],
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podemos supor (a;) e @ em R. Entao, as familias (p;); e (¢;)s, das partes

positivas e negativas de (a;)s, respectivamente, sdo somaveis e temos
Ypj =P = sup{ij : F é finito e contido em J} < oo0.
F
Dado € > 0 existe, por definicao de sup, F. finito contido em J tal que
P-e < Z p; < P.
Fe
Entao, se F ¢ finito e tal que F. c F'c J, temos

P-e<y p;<y pi<P

Fe F

e portanto
P-e< Yp <P
F

Analogamente existe QQ € R e G, finito tal que, se G é finito e G, c G c J,
Q-¢€ < qu < Q.
G
Consideremos H, = F, uG,.. Para H finito tal que H. c H c J segue
P-e<Yp <P e Q-€¢<>q <Q.
H H

Portanto

P-e-Q < Ypj - >q < P-Q+e,

H H

o que implica

—e < Y(pj-¢)-(P-Q) < e

H

Finalmente, pondo a = P - () e recordando a identidade a; = p; - ¢;,

Zaj—oz
H

para todo conjunto H finito tal que H. c H c J. Isto encerra este caso.

< €,
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(b) =(a) Analogamente ao caso “(a)=-(b)”, podemos supor (a;) e a em R.

Dado € =1 existe F finito (que fixamos) em J tal que

Zaj—oz

jeG

<1, para todo G finito tal que Fc G c J.

Seja H finito e arbitrario, com H c J. Seja H' = {j e H : a; = p; > 0}.

Entao, da desigualdade

RN

H'nF F

segue facilmente

ZPJ'ZZ%Z Z%’Jf Zaj
H H'

H'nF H'\F
< ij + Z a; —« +oz—Zaj.
F FU(H'\F) F

Assim, como p; ¢é positivo para todo j, pela desigualdade triangular segue

Z Q5 - ol +

FU(H'~F)

> < Ypit
H F

Oé—ZCLj
F

< Z p; + 1+ 1.
F
Sendo F fixo, Y. p; é um real fixo. Logo, da defini¢ao de supremo segue
J F
Ainda, como (—a;); também satisfaz (b), também temos

Y qj <o (com g; a parte negativa de a;).
7

Logo, por definigao, (a;); é somével #
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