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Capitulo 1

Séries e Somabilidade

1.1 Séries

Consideremos K = R ou K = C e uma sequéncia (a,), real ou complexa.

A série de termo geral a,, [ou série gerada pela sequéncia (a,, )| é o par ordenado
((an), (s4)),
com (s,) a sequéncia das somas parciais de (a,) e
Sp=ag+ -+ ay

a soma parcial de ordem n da série. [Notemos que explicitamos como somar os
termos de (a,). Agradeco ao prof. Jorge Aragona por tal esclarecimento. |
Tal série é dita convergente se (s, ) converge em K e, neste caso, s =lims,, é

a soma da série indicada por
+00
s = Z Ay,
n=0
A série é dita divergente se (s,) é divergente.

Abusando da notacdo, denotamos uma série arbitréria ((an), (sn)) por
+00
5 4.
n=0
Se a série Y% a, converge, escrevemos
+00
> a, < oo.
n=0
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Se a série é de ntimeros reais e lim s,, = +oo0, escrevemos

+o0o
> ay, = %00,
n=0
Ainda, dado p em N, definimos a série 3, a,, como

+00 +00
Zan:an, onde b, =0, sen<p, eb, =a, se n>p.
n=p n=0

Para investigar a convergéncia de 7% a, podemos ignorar qualquer quanti-

dade finita de seus termos pois temos

n
Sp = Sp+ Z a.n, para todo n > p,
m=p+1

e é claro que existe lims,, se e s6 se existe

Isto é, a série };% a, converge se e s6 se a série Y.,% ., a, converge. Se uma

destas converge, temos

+00 +o00
Yoan =S+ Y. an.
n=0

n=p+1
/. +00 .
Uma série complexa Zn=0 Zn converge se e somente se suas partes real e ima-

ginaria, dadas pelas séries reais,
+00 +o00
Y Re(z,) e Y Im(z,),
n=0 n=0
convergem e entao segue
+o00 +00 +00
Y zn= Y Re(z,) +i Y Im(z,).
n=0 n=0 n=0

1.1 Proposigao. Suponhamos a, >0, para todo n e N. A série Y.'% a,, converge

se e somente se a sequéncia das somas parciais s, = ag + -+ + a, € limitada.

Prova.

Trivial, devido a propriedade do supremo#
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Definigao. A série complexa Y720 a, é
o absolutamente convergente se Y77 | a,| < oo.
o condicionalmente convergente se ¥.'% a,, é convergente e ¥, %0 | a,| = +oo.

No Teorema 1.12 (a) veremos que as séries absolutamente convergentes con-

vergem. Um exemplo classico de série condicionalmente convergente é

(série harmonica alternada).

1.2 Proposigao (Critério da Comparagao). Sejam Y% a, € Y12, séries

complexas, tais que
lan| < c|b,|, para algum ¢ >0 e para todo n>ngy (para algum ng fizo),

e também Y.+ |by| < 0. Entao,

+o00
Y |an| < oo.
n=0

Prova. Trivials

1.2 Somas Nao Ordenadas em C

A Defini¢ao 1.5 de familias soméveis [em K] a seguir, equivale & usual. De
fato, decorre da definicao cldssica de somabilidade que uma familia (v;); em um
espago vetorial de dimensao finita normado e completo (V,||-||) [i-e., um espago em
que as sequéncias de Cauchy convergem] é somével se e s6 se ela é absolutamente
somdvel [i.e., ¥ ;[v;]| < co]. Com a definicdo aqui adotada, tal equivaléncia se

mantém. Vide 1.5 - Apéndice.



Seja X um conjunto arbitrario e J um conjunto de indices arbitrario. Uma

familia em X, indexada em .J, é uma funcao x : J - X. Indicamos a familia x por
(zj)jes ou (z;); ou, brevemente, (z;).

Dada uma familia (p;) contida em [0, +o0], definimos

ij = sup{ij : F é subconjunto finito de J} em [0, +oo0].

jed jeF
Tal sup é finito se e somente se existe um real M >0 tal que
ij < M, para todo subconjunto finito F' contido em J.
JjeF
Também escrevemos Y. ; p; para Y ;.;pj, ou ainda, Y p; se J ¢ subentendido.
1.3 Proposigao. Sejam (p;); e (g;)s duas familias em [0,+o0]. Entao,
(a) Z(pj+q;)=Xpj+ X4
(b) ¥ pj =AY pj, para todo A em [0, +00).

(c) (Propriedade Comutativa) Se o : K - J € uma bijecdo, entao
2.0j = 2 Po(h)-
T K

Prova. [Devido a (a) e (b), dizemos que as familias positivas formam um “cone”.]

(a) Mostremos duas desigualdades.
(<) Seja F' um subconjunto finito e arbitrario de J. Temos entao
2pi+ ) = X pi+ 0 S Lopi+ Xy

Pela arbitrariedade do subconjunto F' e pela definicao de Y.(p; + ¢;)

chegamos a

Y pi+a) <Y pi+ ) q
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(>) Sejam F e G dois subconjuntos finitos e arbitrarios de J. Temos entao

;Pﬁ;%‘ Zpﬁij

FuG FuG

= > (ri+a)

FuG

Z(Pﬁ%’)-

IA

IN

A seguir, fixando o subconjunto G e variando F' sobre todos os subcon-

juntos finitos de J, pela defini¢ao de Y p; encontramos a desigualdade

Y pj+ %:qj <> (pj + )

Por fim, variando G sobre todos os subconjuntos finitos de J, pela

defini¢ao de ) g; encontramos a desigualdade

Y0+ 2.4 < (P + a5)-

Escrevendo de outra forma temos

Ypi+a) 2D i+ )6

(b) Temos

> Apj

sup {Z Ap; + F' é subconjunto finito de J}
F
= sup {)\ ij : F' é subconjunto finito de J}
F

= Asup {ij : F' é subconjunto finito de J}
F
= )\Zp]
(c) Sao iguais os conjuntos sobre os quais computamos Y ;p; e i Do(k)*®

Dada uma familia (p;); em [0, +o0], se 3>, p; é finito (um ndmero real), dize-

mos que (p;); é uma familia somavel e que sua soma é o nimero
ij-
J

Escrevemos Y. ; p; < oo, indicando que (p;), é (familia) somével.
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1.4 Teorema (Associatividade). Seja (p;); uma familia em [0, +o0] e J uma

reuniao de conjuntos Jy, com k em K, dois a dois disjuntos. Entao,

Z}:PF Z ij-

k)EK:jEJk

Prova. Mostremos duas desigualdades.

o Dado F' finito e contido em J, por hipétese existem indices distintos kq, .. ., ki,
todos em K, tal que F' c Ji, u---u Ji,. Donde segue
DPi= DL Pt ) b S pit v 1pi S ) )b
F Fdy, Fnly, Ty iy keK jed g
e entao, pela definicao de 3. ; pj,
2P <), D Py
J kelCjedy
o Dados indices distintos k1, ..., k; em K e conjuntos finitos Fy_, com Fj, c J,
se 1 <r <, os conjuntos Ji,,...,Jy, sao dois a dois disjuntos e portanto os
conjuntos Fy,,...,Fy, também. Sendo assim, temos
Dopit Y < )Py
F, Fy, J
Entao, fixando os conjuntos Fy,,..., Fi, e computando o supremo sobre a

familia dos conjuntos finitos Fj, contidos em .Jj, obtemos a desigualdade

INIEDWEEEDWIEDW

Ty Fr, Fy, J

Argumentando analogamente (I - 1)-vezes obtemos

PR I RERE D SR I I

Iy 7 iy 7

Por fim, como {ky, ks, ...,k } é qualquer subconjunto finito de K concluimos

>, Db < XJ:PJ"’

ke jeJyg
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Seja x € R. Suas partes positiva e negativa sao, respectivamente,

z, sex 20 0, sex 2>
p= e q=
0, sex <0 -r, sex <
Temos,
_ _ x|t
0<p<z| T=p-q o D=5
0<q<lal 2 = p+q = b

E também usual escrever as partes positiva e negativa de x por z, e z_,
respectivamente. Assim,

Ty=p € T_o=q.

1.5 Definigao. Seja J um conjunto de indices.

o Uma familia (x;) de numeros reais é somavel se as familias (p;) e (g;)
das partes positivas e negativas de x;, com j em J, respectivamente, sao

somdveis. Se (x;) € somdvel, sua soma (ndo ordenada) ¢
2.5 = 2P 0

o Uma familia (z;) de nimeros complezos é somavel se as familias (Re(zj))J
e (Im(zj))J, das partes reais e imagindrias de z;, com j em J, respectiva-

mente, sdo somdveis. Se (z;) é somdvel, sua soma (ndo ordenada) ¢

Y zj =Y Re(z;) +iy. Im(z;).

e

o Uma familia (z;), de nimeros reais ou complexos, é uma familia absoluta-

mente somavel se a familia (|z;]), € somdvel. Isto é, se

Z|Zj|<00 .



1.6 Teorema. Seja (z;) uma familia de nimeros complexos. Sao equivalentes:
(a) (z;) € somdvel.
(b) (z;) € absolutamente somdvel.

Prova.

Consideremos as familias de numeros reais (Re(zj)) ;€ (Im(zj)) , € as
familias de suas partes positivas, denotadas (p;) e (F;), respectivamente, e

de suas partes negativas, denotadas (g;) e (Q);), também respectivamente.
Para todo j em J temos
(1.6.1) 0 < min{p;,q;,P;,Q;} Smax{pj,qj,Pj,Qj} < |zl < pj+g;+P+Q; .
Logo,

Z |z;] € finita se e somente se ij, qu, ZP] e ZQ]- sao finitas.

Donde concluimos que a familia (|z;]) é somavel se e s6 se (z;) é somavels

1.7 Corolario. Seja (z;); somdvel e K c J. Entao, a sub-familia (zx)kexc €

somdvel.
Prova.
Pelo teorema (1.6) temos ¥, |z;| < oo. E facil ver que
21zl < X1l
K T

Utilizando novamente o teorema 1.6, concluimos que (z;)x é somével#

1.8 Corolario. Seja (z;); somdvel. Entdo, o conjunto J* = {je J:z #0} é

enumerduvel.
Prova.

Pelo Teorema 1.6, somabilidade implica somabilidade absoluta e entao a
soma Y |z;| é finita. Consequentemente, fixado um natural n arbitrario

temos que o subconjunto de indices

1
Fnz{jeJ:|zj|z—}
n

é finito (se nao, temos Y. |z;j| = +o0). A tese é entdo 6bvia (pois J* = F,,)

10



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

1.9 Proposicao (Linearidade). Sejam (z;); e (w;); familias somdveis em

C e X e C. Entao, as familias (z; + w;); e (Az;); sdo somdveis e valem as

propriedades:
(Cl) Z(Zj +'lUj):ZZj + ij
(b) Z)\Z]’Z)\ZZ]'.

Prova.

Devido a equivaléncia entre somabilidade e somabilidade absoluta, con-
cluimos que as familias (z;) e (w;) sdo absolutamente somaveis. Temos
também |z; + wj| < |z;] + |wj| e [Azj| < |A]]zj]- Donde segue que as familias

(z; +wj) e (Azj) s@o absolutamente soméveis e portanto soméaveis.

E claro que basta verificamos para o caso em que as familias sao reais.
Escrevamos entao z; = a; € R e w; = b; € R. Escrevamos as partes positiva e

negativa de um real arbitrario x por
Ty € T_.

Entao temos
{ a;+b; = (a;+b;), — (a; +b;)-
aj+b; = (aj)+ = (a;)- + (bj)+ — (by)--
Logo,
(aj +b5)+ = (aj +bj)- = (a;)+ = (a;)- + (bj)+ = (b))-.
Donde segue

(aj +b5)s + (aj)- + (bj)- = (a; +bj)- + (a;)+ + (bj)+-

Todas estas seis parcelas sao positivas. Temos entao (vide Proposi¢ao 1.3),

Do(ai+05)s + Yo (ag)- + Yo(by)- = Do(a;+0y)- + Yo(aj)s + Y(bj)+
Devido as hipéteses, e pelo ja inicialmente observado, estas seis somas sao

finitas (e aqui dadas por nimeros reais). Segue entdo a identidade

Saj+b;)e = Do(a;+b;)- = [D(az)r = Dolag)-] + [Do(b)+ = Do(b)-].

Isto é, por definicao,
D (aj+b;) = Yia; + 3b;.

11



(b) Devido a definigdo de soma para uma familia complexa, basta verificarmos o
caso em que A e (z;) sdo reais. [Notemos que escrevendo A = a+if3, com « e
[ reals, e z; = x;+iy;, com x; e y; reais, temos Az; = (aw;—Ly;)+i(ay;+6x;).]

Analisemos entao o caso A real e z; = a; real, para todo j. Escrevamos

A= A AL
aj = pj =4
Aaj o= (Aaj)s = (Aay)-

Aaj = (A = A)(pj—q5)-
Pela terceira e pela quarta identidade destacadas acima encontramos
(Aaj)s = (Aaj)- = Aepsj + Ag; = Mg = Aopy,
donde segue
(Aaj)s + Avgy + Ap; = (Aay)- + A\ipj + A_g;.

Todas estas seis parcelas sao positivas. Temos entao (vide Proposi¢ao 1.3),

Z)\a] Z>‘+%+Z)‘p]‘2)‘aj Z)\+p]+2>\ q;-

Devido as hipéteses, e pelo ja inicialmente observado, estas seis somas sao

finitas (e aqui dadas por nimeros reais). Segue entao a identidade

D (Aay)s = 2 (Aay)- = YoApy + A5 = Y Aa = DDy

Entao, por defini¢ao e pelas propriedades para familias de positivos temos

DAa = AP A G =AY g~ A YD,
M Xpi- 2w - A [Xei - Y]
(A =A) [Zpy qu]

= A a;#

12
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1.10 Teorema (Propriedade Comutativa). Seja (z;); uma familia somdvel

arbitraria de niumeros complexos e o : K — J uma bijecao. Entao,

zJ:Zj =) Zo(k)-

kelkC

Prova.

Devido a definicao de soméavel para familias complexas e a linearidade da

soma, podemos supor (z;) somavel e tal que
(Zj)J C [0, OO)

Pela comutatividade para somas de familias positivas, concluimos a prova

deste teorema#

1.11 Teorema (Lei Associativa para Somas Nao Ordenadas). Seja (z;),
uma familia somdvel em C. Suponha J uma unido de conjuntos Jy, com k em K,

dois a dois disjuntos. Entao, a familia (2;)jes, € somdvel, para todo k em K, e

ZJ:ZJ = Z sz-

kelC Jk

Prova.

Devido a definicao de soméavel para familias complexas e a linearidade da

soma, podemos supor (z;) somavel e tal que
(2)s € [0,00).

Pela associatividade para somas de familias positivas (Teorema 1.4), con-

cluimos a prova deste teorema#

13



1.12 Proposicao. Sejam (z;); e (wi)x familias somdveis em C. Entdo, as
familias
(z7) e (zjwr)ixr

sao somaveis e valem as propriedades

(a) ¥z =27

(b) X zjwr = (X 2) (X we).

JxK

(c) IZz1< Zlzl-

Prova.

(a) Pela definigdo da soma da familia (z;) e por linearidade, segue
ZZ]‘ = ZRG(Z]') —iZIm(zj) = Z[Re(zj) —iIm(zj)] = ZZ_Y

(b) Temos ¥ s,k |2;] |wi] < (X 124]) (X |wgl). Logo, a familia (z;wy ) sxx é somavel.

Pela propriedade associativa (1.11) segue

Some g (e (2 (z)

JxK jeJ K jeJ

(c) Temos
2 N _
$u (23] (Z4) - o)z
jed keJ
= Z ij_k-
Logo, ¥ j.s(2;Z;) é um nimero real e a parte imagindria desta soma é nula.
Logo, ¥ ;s Im(z;Z¢) = 0. Donde segue

Szl = ¥ Relz7] < 3 [Ref57]
< S Ll = (Slal) (3 )

JxJ

=(Tlxl)

14
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1.3 Séries versus Somabilidade. Séries Comuta-

tivamente Convergentes.

1.13 Teorema. Secja ¥'% 2, uma série complexa. Sao equivalentes,
(a) 332 2z, € absolutamente convergente.
(b) A familia (z,)nen € somduvel.

Ocorrendo (a) ou (b), seque que a série dada € convergente e

+o00
S =Yz
n=1

Prova.

Decompondo z, em suas partes real e imagindaria e estas em suas partes po-
sitiva e negativa concluimos que, gracas as desigualdades (1.6.1), a definicao de
familia somével complexa (e de sua soma) e as propriedades de linearidade das
séries (absolutamente) convergentes, podemos supor z, = p, em [0, +00).

Seja (s,) a sequéncia das somas parciais de Y% p,. Fixemos n em N e um

subconjunto finito F' ¢ N, ambos quaisquer. Seja max(F') o méximo de F'. Temos,

+o00
Sp = Z Dj < an € Zpy < Smax F < an

Donde segue

+o00 +o00
PN RN IR DI
j=1 n=1

Definigado. Uma série complexa ¥'% z, é comutativamente convergente se para

toda permutac¢do (ou, bije¢ao) o : N - N a série
+o0o
D Zon)
n=1

é convergente. Esta tltima série é um rearranjo da série Y1 z,.

15



1.14 Teorema. Seja Y17 x, uma série real. Sao equivalentes:
(a) A série dada é absolutamente convergente.

(b) A série é comutativamente convergente [e a soma independe do rearranjo].

Prova.

(a) =(b) Segue do Teorema 1.13 e da propriedade comutativa para a familia
entao somével (z,).
(b) =(a). Por contradicao.

Suponhamos que ¥.'% x, converge comutativamente e Yr° |x,| = +o0. Se-

jam p, e g, as partes positiva e negativa de x,, para todo n. Entao,

+00 too
Z(pn - q,) ¢ finita e Z(pn +qp) = +00.
n=0 n=0

Segue entao (trivialmente) que ambas, ¥ "% p, € Yr %0 G, divergem.

A seguir, reordenamos a série Y% x,, da seguinte forma.

o Na etapa 0, coletamos os primeiros termos z, > 0, com soma > 1.

o Na etapa 1, coletamos os primeiros termos estritamente negativos cuja

soma com os ja coletados é < 0.

o Na etapa 2, subtraidos de N os indices ja selecionados, coletamos os

proximos termos z,, > 0 cuja soma com os ja coletados é > 1.

o Iterando, o rearranjo obtido é tal que a sequéncia (S,,) de suas somas

parciais satisfaz Sp, > 1 e So,41 <0, para todo n. Logo, (S,,) diverges

16
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1.4 Tabelas Comparativas: Séries versus Soma-

bilidade.

No que segue apresentamos primeiro uma tabela destacando as pricipais pro-

priedades assim como as principais diferencas relativas as
e séries condicionalmente convergentes,
e série absolutamente convergentes e
e somas nao ordenadas finitas.

Ressaltemos que a associatividade para uma série convergente (isto é, série
condicionalmente convergente ou série absolutamente convergentes) permite a
insercao de parenteses a um subconjunto de elementos consecutivos dos termos
da série (ordenada) em questdao. Assim, nos é permitido inserir uma quantidade
finita de parenteses a uma série (uma soma ordenada) convergente e também
nos é permitido inserir uma quantidade infinita de parenteses a uma série (uma
soma ordenada) convergente. A quantidade de termos dentro de cada um dos

parenteses inseridos é portanto finita.

| Comutatividade |  Associatividade
Série condicional/e convergente | nao | restrita
Série absoluta/e convergente | sim | restrita
Soma nao ordenada finita | sim | total

17



A seguir, apresentamos uma segunda tabela comparando propriedades das
Séries Convergentes com as das Somas Finitas (isto é, o valor da soma ¢é finito

enquanto que a quantidade de termos da soma é arbitréria)

| Séries | Somas finitas

| convergentes | (para familias arbitrarias)
_____________ | — | — L ____
quantidade de termos | enumerdvel | arbitréria
ordem | ordenada | nao ordenada
comutatividade | ndo (em geral) | sim
associatividade | restrita | total
algoritmo para computar | sim | nao

18
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1.5 Apéndice - Equivaléncia das Definicoes de

Somabilidade

Com o teorema abaixo (neste texto chamado teorema de equivaléncia) mos-
tramos diretamente (sem utilizar a teoria de somabilidade em espagos vetoriais
normados e completos abstratos) que em C s@o equivalentes a defini¢ao de familia
somavel apresentada neste texto e a usual defini¢do enunciada no item (b) do te-

orema que segue.
1.15 Teorema (Equivaléncia). Dada uma familia (a;);, sdo equivalentes as
propriedades abaizo.

(a) A familia (a;); € somdvel.

(b) Existe a€ C tal que Ve >0, existe um conjunto finito F, c J tal que

2,4~

jeF

<e€,

qualquer que seja o conjunto finito F tal que F.c F c J.

Prova.

(a) =(b) Por hipdtese, as familias (Re(aj))J e (Im(aj))J sao somaveis. Donde,

escrevendo « = Re(a) +ilm(«) e utilizando as desigualdades
[Re(2)[ <[zl [Im(2)]<|z] e [2] <|Re(z)] +[Im(2)],

podemos supor (a;) e o em R. Entdo, as familias (p;); e (¢;), das partes

positivas e negativas de (a; ), respectivamente, sao somaveis e temos
Ypj =P = sup{ij : F é finito e contido em J} < o0,
F

Dado € > 0 existe, por definicao de sup, F, finito contido em J tal que

P—€<ijSP.
Fe

19



Entao, se F ¢ finito e tal que F. c F'c J, temos

P-e<y pi<Yp<P

Fe F
e portanto
P-e¢ < Yp <P
F

Analogamente existe ) € R e G, finito tal que, se G é finito e G. c G c J,
Q-¢ < qu < Q.
G
Consideremos H, = F, uG,.. Para H finito tal que H. c H c J segue
P-e<Yp <P e Q-¢<>q <Q.
H H

Portanto
P—E—QS ij_ij SP—Q+€,
H H

o que implica

—€ < Y (pi-q)-(P-Q) < e

H
Finalmente, pondo o = P - ) e recordando a identidade a; = p; - g;,

ZCLJ'—OZ
H

para todo conjunto H finito tal que H, c H c J. Isto encerra este caso.

< €

)

=(a) Analogamente ao caso “(a)=>(b)”, podemos supor (a;) e o em R.

Dado € =1 existe F finito (que fixamos) em J tal que

D a; -«

jeG

<1, para todo G finito tal que F c G c J.

Seja H finito e arbitrario, com H c J. Seja H' = {j e H : a; = p; > 0}.

Entao, da desigualdade

> GJS;J%

H'AF
segue facilmente

Y= D= Y a+ ) a
H H'

H'nF H'\F
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< Ypi o+ > a4 —a+a-) a;
F F

FU(H'~F)

Assim, como p; ¢é positivo para todo j, pela desigualdade triangular segue

2, 4 —a

FU(H'~F)

+

> < Ypit
H F

oz—Zaj
F

< Z p; + 1+ 1.
F
Sendo F' fixo, Y. pp; é um real fixo. Logo, da definicao de supremo segue
Yopj <2+ Y pj<oo.
7 F
Ainda, como (—a;); também satisfaz (b), também temos
qu <oo (com ¢; a parte negativa de a;).
7

Logo, por definicao, (a;); é somavel #
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Capitulo 2

Operacoes com Séries de

Poténcias

2.1 Sequéncias de Funcoes

Neste capitulo X indica um subconjunto de K, com K =R ou K=C.
Seja (fp), com f, : X - K, uma sequéncia de fungdes e f: X - K. Dizemos

(fn) converge simplesmente a f se
lim f,,(x) = f(x), para todo x € X.
Ainda, (f,) converge uniformemente a f se, para todo € > 0, existe N € N tal que

|fn(z) = f(2)| <€, quaisquer que sejam n> N e x € X.

Figura 2.1: Convergéncia uniforme sobre X c R.

Evidentemente, convergéncia uniforme implica convergéncia simples.
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Consideremos o seguinte exemplo. Dado n € N, considere a fungao continua

", se 0<x <1,
fn(x)z
1, sel<z<2

Temos
0,se0<x<l,

f(x) =Tim f, (x) ={

1,sel<x<2.

A sequéncia (f,,) é de fungoes continuas mas a func¢ao f nao é continua.

Figura 2.2: Tlustracao ao Exemplo acima.

Temos acima um esbogo dos graficos das f,s e de f(z) = lim f,.

Suponhamos que as sequéncias de fungoes (f,) e (g,) [definidas em X] con-

vergem uniformemente as funcoes f e g, e A €e K. Valem as propriedades abaixo.
o (fu+gn) e (Afn) convergem uniformente a f + g e Af, respectivamente.

e Se f e g sdo limitadas entao (f,g,) converge uniformemente a fg.
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2.1 Teorema. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes, definidas em X, continuas

em xg e convergindo uniformemente a f: X — K. Entdao, f é continua em xy.

Prova.
Dado € > 0 existe N tal que |f,(x) - f(z)| <¢, se n> N exe X. Como fy
é continua, existe 6 > 0 tal que se = € B(xg;9) N X entao |fn(z) — fn(x0)| < e

Consequentemente, dado = € B(xg;0) n X, temos as desigualdades

|f(z) = f(xo)| < |f(z) = [y ()| + | fn(x) = fn(@o)| + | fn(20) = f(wo)| <€+ e+es

2.2 Critério de Cauchy para Sequéncias de Fungoes. A sequéncia de
funcoes f, : X - K converge uniformemente a alguma funcao f : X - K se

e so se para todo € >0 existe N em N tal que
|fn(x) = fi(2)| < €, para quaisquer n,m > N e z e X.
Prova.

(=) Dado € > 0, por hipétese existe N € N tal que se n,m > N e x € X, temos

[fn(z) = f(z)| <€ e |fm(x) - f(2)] <€ Logo,
(@) = fn(2)| < €+ €=2e
(«<) Dado z € X, a sequéncia (f,(z)) é de Cauchy e converge. Seja
f(x) =lim f, (z).

Dado € > 0, seja N tal que |f,(x) — fi(x)| <€, para todos n> N, m> N, e

x € X. Impondo m — +oo0, obtemos

|fu(x) = f(z)| <€ para todosn >N exe X#
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2.2 Séries de Funcoes

Dada (f,) uma sequéncia de fun¢oes em X e a valores em K, o simbolo
+o00
2, In
n=1
denota a série de fungdes cujas somas parciais sao as fungoes

Sp=J1+ o+ [

Esta série de fungoes converge, em seu dominio X, para uma funcao s: X - K
se temos

+o00

Y fa(z) = s(z), para cada z em X.

n=1

A funcao
s(x) = ;fn(x)’

definida nos pontos em que tal série numérica converge, é a soma da série Y% fn.

A série de fungoes Y., fn converge uniformemente a fungao s : X — K se a

sequéncia (s,) de suas somas parciais converge uniformemente a s: X - K.

2.3 Critério de Cauchy para Séries de Fungées. A série de fungoes Y02 fu,

definidas em X e a valores em K, converge uniformemente a fungao
+00
s(x) =) fa(2)
n=1
se e somente se para todo € >0 existir N € N tal que
|fnr1(x) + -+ foap(@)| <€, quaisquer que sejamn> N,peN ez e X.

Prova.
Segue do critério de Cauchy 2.2 aplicado a sequéncia de fungoes s, = fi+:+++ fy.

Pois é vélida a identidade |fn+1(2) + -+ + frap(@)] = [Snap(x) = sp ()]
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2.4 Teorema (Teste M de Weierstrass). Sejam
+o00
> fn
n=1

uma série de funcoes, definida em X e a valores em K, e uma sequéncia numérica

de majorantes positivos, ou nulos, (M,) tal que

ioMn<oo.

n=1

Suponhamos que temos
|fn(2)| € M, para todosneN e xe X.

Entao, a série ¥,% fn converge uniformemente em X e a fun¢ao

s(z) = i:fm.

Prova.
Seja x arbitrario em X.

Pelo critério de Cauchy para séries numéricas, dado € > 0 existe NV € N tal que
M+ +Mpp<e, sen>NepeN.
A sequéncia (s,) = (f1 + -+ fn) satisfaz
|80 () = $m (@) = | frnsr () + -+ + fr(@)] < M1 + -+ M, <€, se n>m>N.
Logo, (s,(x)) converge e impondo n — +oo segue

|s(z) = sm(x)| <€, se m>N#
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2.3 Derivada Complexa

A derivada complexa é o limite de quocientes de Newton, como no caso real.
Nestas notas, {2 é um aberto nao vazio de C e a funcao f : {2 - C é dada na

variavel complexa z. Por vezes, z indica um ponto em ().

2.5 Definicao. Uma fungio f : Q — C € derivavel (diferencidvel, C-derivével,
C-diferencidvel, derivavel-complexa ou diferencidvel-complexa) em z € ) se existe

LG - 1)

h—0 h

Tal limite, se existir, é a derivada de f em z e é denotado por f'(z). Se a fung¢ao

f € derivavel em todo ponto de €2, dizemos que f ¢ holomorfa.

Analogamente ao caso real a fungao f(z) = 22, para z € C, é derivavel em todo
ponto e f’(z) = 2z. Entretanto a funcao g(z) = Z, para z € C, nao é derivavel
em nenhum zy. No ponto z = 0, os quocientes %, com h # 0, nao tendem a um
nimero se h — 0, o que é ébvio escolhendo h=x+0e h=1y,y+#0. Se z+0 a

explicacao é similar.
2.6 Proposicao. Seja f:Q — C derivdvel em z € 2. Entao, f € continua em z.

Prova. Segue de

lim [ f(w) = £(2)] = tim L2 =S G 2 pry0 < 0a

w2z w2z w -z

Sejam f,g : 2 - C derivaveis no ponto z. Similarmente ao caso real, as
fungdes f + g, fg, Af [com A € C|] e f/g [com g(z) # 0] sdo derivdveis em z e

satisfazem

(f+9)(2) = ['(2) +4'(2), (Af)'(2) = Af'(2),

U9/ C)= o) + 1) o (L) (- HELILEIE),
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2.7 Proposicao (Regra da Cadeia). Sejam g: Q) - Qg e f:Qy - C com
e 2y abertos em C. Se g € derivavel no ponto z e f é derivdvel em g(z), entao

fo g € derivdvel em z e
(fo9)'(2) = f'(9(2))d'(2).

Prova.

Para w em O \ {z}, seja N(w) o quociente de Newton

w—-z

Flow)) - fla(2)) _ | L™ =, se g(w) —g(2) #0,
0, caso contrario.

o Se ¢g'(z) # 0, temos g(w) — g(z) # 0 para todo w em algum B(z;r) ~ {z},

onde r > 0. Como ¢ é continua em z, segue que
N(w) ~ f(9(2))g'(z) se w— z.

o O caso ¢'(z) =0. Dada w, - 2z, com g(w,) - g(z) # 0 para todo n, vimos
acima que N(w,) = f'(9(2))g'(2) = 0. Dada ¢, — 2, com g(¢n) - g(2) =0

para todo n, é evidente que N((,) =0 — 0. A conclusao é trivial#

Apesar que nao usaremos o resultado abaixo neste texto, é recomendavel
demonstra-lo aqui . Identifiquemos C com R? e este com o espaco das matrizes-
colunas My, (R). A transposta de uma matriz A é a matriz A”. Dados dois

nimeros complexos a +ib e h + 1k, com a, b, h e k ntimeros reais, temos

(a+ib)(h+ik:)s(z _2 )( Z )

Seja z = r + 1y, com x e y em R, a varidvel complexa. Dada f : C - C,

escrevemos f em termos de suas partes real e imaginaria,

f(x+iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Consideremos a aplicacao F' : R? - R? (chamado campo vetorial associado a f),
F( x )( u(e.y) )
y v(z,y)
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2.8 Teorema. A funcao f:C — C ¢é complexa-derivdvel no ponto z = x +iy se e
somente se o campo associado F : R?2 - R2 € real-diferencidvel no ponto (x,y)T

e satisfaz, neste ponto, as equagdes de Cauchy-Riemann
Uy = Uy € Uy = —Vj.
Prova.
Sejam w = h +ik em C~ {0} e ( =a+1ib em C, ambos arbitrarios. Temos

CTGrw) - f()-Co L f(rw) - f(2) -

w—0 w w—0 |w|

=0.

Entao, com as identificagoes ja citadas, o teorema segue da identidade

L)) ()

F _F _

flz+w) - f(2) —Cu _ y+k Yy b a k
[w] B Vh? +k?

Interpretacdo para as equagdes de Cauchy-Riemann. Destaquemos a identidade

ry

—b+ai =i(a+bi). Desta forma, na matriz jacobiana de F, o vetor segunda coluna

¢é obtido girando por 90 graus, no sentido anti-horario, o vetor primeira coluna.

2.4 Séries de Poténcias e Propriedades Operatérias

Dada uma sequéncia (a,) c C e um ponto zq € C, a série de fungoes complexas
+o00
Y an(z - 20)", na varidvel z € C,
n=0

é a série de poténcias com coeficientes (a,), centrada em 2y, ou em torno de z.
Tal série de poténcias é convergente (divergente) no ponto w se a série numérica
Yot an(w = z9)™ é convergente (divergente).

Com a translagdo w = z — 2z passamos da série Y% a,(2z — 20)" para a série

+o0o
Z anpw".
n=0
Desta forma, simplificamos a exposi¢cao supondo a série centrada em zg = 0.
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Dadas ¥, % a,2" e Y120 b, 2™ convergentes no ponto z em C e A € C, temos

+00 +00 +00 +00 +00
Z an 2"+ Z b, 2" = Z(an +b,)2" e A Z ap2" = Z Aa,2".
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

2.9 Teorema (Abel). Seja ¥'% anz™ uma série de poténcias e

(Férmula de Hadamard)

1
pP="——F—
limsup {/|a,|

com p =+oo se limsup {/|a,|=0 e p=0 se limsup

Van| = +o0.
(a) Se |z| < p a série converge absolutamente.

(b) Se|z|>p a série diverge.

(c) A série converge absolutamente e uniformemente em D(0;r), se 0 <71 < p.

Ainda mais, f(z) =Y % a.2" € continua em B(0;p), se p> 0.

Figura 2.3: O Disco (aberto) de Convergéncia.

Prova.
(a) e (b). Seguem do teste da raiz e de limsup {/|a,2"| = |z|limsup {/|a,|-

(¢) A primeira afirmagao segue de (a) e do Teste-M, pois |a,z"| < |a,|r™, se
z2e D(0;7), e ¥ |ay|r™ < oo.

A segunda afirmagcao segue do Teorema 2.1 (o limite uniforme de fungoes

continuas é uma fungao continua)#
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Seja (a,) em C*, com

lim 1921l _ [0, o].

|an|
Se z # 0 entao
lim sz 2| L.
|anz"|

Pelo teste da razao, segue que

+00

> a,2" converge (absolutamente) se |z|L <1 e diverge se |z|L > 1.

n=0

Pelo teorema de Abel (e sua notacao) segue

lim || | =limsup V/|a,| e p= L

Dada uma série de poténcias Y.+ a, 2", o valor
p€[0,+00] (dado na férmula de Hadamard)
é seu raio de convergéncia (da série de poténcias) e a bola aberta
B(0;p), se p>0,

é seu disco (aberto) de convergéncia.
Se p =0, temos o disco degenerado {0}.

Se p >0 e z pertence a B(0;p), entdo a série numérica
+o00
>,
n=0

converge absolutamente e a sequéncia (a,2")ney € somavel. E licito entao indi-

carmos Y %) an 2" por

5 a2
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Comentario (Um prova da unicidade dos coeficientes de uma série de

poténcias complexa). Seja r >0 e suponhamos que temos
Zanz” =0 para todo z € B(0;7).

Mostremos que vale a,, =0 para todo n.

De fato, substituindo z = 0 obtemos ag =0 e
z(ay +agz + azz® +---) = 0 para todo z € B(0;7) \ {0}.
Logo, por continuidade segue
ay +apz +azz*--=0se |z|<rea; =0.

Entao, por inducao concluimos que a,, =0 para todo n.

Dessa forma, supondo
Zanz” = anz", para todo z € B(0;r), onde r > 0,

obtemos as identidades

a, = b, para todo n.

Com uma argumentacgao analoga, é bastante trivial concluir que também vale

a unicidade dos coeficientes de uma séries de poténcias real.

A seguir, mostremos que toda série de poténcias é desenvolvivel como uma
série de poténcias em torno de cada ponto no disco de convergéncia. Destacamos

que tal fato nao é ébvio.
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2.10 Propriedade da Translacao (Teorema de Taylor). Seja f(2) = ¥ a,2",

com raio de convergéncia p>0. Dado zy € B(0;p), existe (b,)n em C tal que

f(2) =Y bu(z = 20)", para todo z € B(z; p - |20]).

Eash

Figura 2.4: Propriedade da Translacao.

Prova. Seja z tal que |zo| + |z — 20| < p.
Como a série de poténcias dada converge absolutamente em B(0;p), segue

que sao iguais e finitos os valores das somas nao ordenadas

Slanl(Jzo] + 1z -2])" = T % |an|(Z)|ZO|"-p|z—zO|P.

n n 0<p<n

Pela associatividade para somas nao ordenadas seguem as identidades

%an(zo +z—2z)" = %anz" = f(2)

p=0 | n2p

Y [ > an(Z)Zg_pl (2= z0)P #

2.11 Propriedade do Produto. Sejam ¥ a,z" e ¥ b,z" convergentes em B(0;r),

comr>0. Entao temos

(Zanz")(anz")=ch2", Vze B(0;r), com ¢, = Z ajby, YneN.

jt+k=n
Prova. Seja z € B(0;7).

E facil ver que [particione N x N = [J,ey{n} x N e use a lei associatival
> Janz"bmz™| = (Z |anz"|) (Z |bmzm|) < oo.

Assim, pela associatividade para somas nao ordenadas,
(Z anz”) (Z bmzm)
n m

Z( > ajbk)znib
no\Jj

Z anz"bp, 2™ =
n,m



2.12 Propriedade da Composicao. Sejam g(z) = Y a,z" e f(2) = X bn2™,
ambas convergentes em B(0;R), com R > 0. Se f(0) € B(0;R), entao existem

uma sequéncia complexa (c,,) e r >0 tais que

9(f(2)) =D cnz™, para todo z € B(0;r).

Figura 2.5: Propriedade da composicao.

Prova.
Por hipétese, |bo| = |f(0)] < R.
Por continuidade existe 0 < r < R, tal que ¥ |b,,||2|™ < R se |z| < r. Dado um

tal ponto z, a série
+o00
= o (X bl 417)’
n=

converge absolutamente.

Segue entao que [vide propriedade para o produto (2.11) ]

00> Ylanl( Dlbwl[2™) = lanl 2 ille™ o[l

neN mi€eN,...,mpeN

A associatividade para somas nao ordenadas garante

%an( %bmzm)n = g(f(z))

S(Tan T by b )eme

n mi+-+mp=m

34



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

2.13 Propriedade do Inverso Algébrico. Seja f(2) =Y a,z", com z € B(0;r)
er>0, tal que ag #0. Entdo, existem § >0 e uma sequéncia complexa (b,) para

08 quais vale a expansao

f(lz) =Y b,2" para todo z € B(0;4).
Prova. Podemos supor ag =1 [cheque].
Entao,
L fE) =Y (a) o gle)= =X
nx1 2 n30

estao definidas em torno de z =0 e 1- f(0) = 0. Pela propriedade de composicao,
existe um raio ¢ > 0 tal que

o(1- £(2)) ! !

TI-[-f()] f(2)

é dada por uma série de poténcias centrada na origem e convergente em B(0;9)#

2.14 Teorema (Derivagao). As séries de poténcias

f(2) =Y a2 e g(2) = Y na,2"" = Y na,2""!

n>1

tem mesmo raio de convergéncia p. Se p >0, temos
f'(2) =g(2), para todo z € B(0;p).
Prova.

o Temos ¥/n — 1 e limsup {/|na,| = limsup {/|a,|. Logo, ¥ na,z" e ¥ a,z"

tem mesmo raio de convergéncia. Ainda, Y na,z" converge se e sé se

S na,z™! converge. Logo, os raios de convergéncia das trés coincidem.

o Suponhamos p > 0. Fixemos R > 0 e z tais que |z| < R < p. Seja h € C tal

que 0 < |h| <7 =R —|z|. Para n >2 obtemos

(z+h)"—2" n-1 - (" n— -2
e = nz +h2()z PhPp
~ \p
p=2
e
(z+h)"-z" n-1] ¢ Bl s~ (Y [pn-p 0 < 1L pn
EE - nz ST—QPE_:Q(YD)M r? < R

Notemos que |z + h| < R < p. Por fim,

Z%W ~ 3 naye! h=0

1] n
< ﬁZ'aTJR —> O
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2.15 Corolario. Seja f(2) =¥ ap,z™ com raio de convergéncia p > 0. Entao, f €

infinitamente derivdvel no seu disco de convergéncia e

BRSNS (2!(0)2"-

Prova.

Pelo teorema da derivagao, f ¢é infinitamente derivavel e

|
fBz) =Y nn-1)...(n-k+1)a,z""* =) L'anz"_k.

nzk ik (n—k)!
Substituindo z = 0 encontramos f*)(0) = k!a,. Logo,

F®(0)
k!

ap = L

E claro que o coroldrio (2.15) acima fornece uma segunda prova da Unici-
dade dos coeficientes de uma série de poténcias. Veja também o comentario que

acompanha o Teorema de Abel (2.9)].

Consideremos uma série de poténcias com disco de convergéncia B(0;p), com
p > 0, e um ponto a neste disco. Pela propriedade da translacao (2.10) e o

corolario 2.15 obtemos a série de Taylor de f em torno de a [ou centrada em al:

oo f£(n)(q
R 00)

f(2) (z —a)", para todo z € B(a;p -lal).

n!

n=0

Figura 2.6: Ilustracao para a série de Taylor.
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A seguir, abordaremos a série binomial complexa para expoente

1
—, onde pe{1,2,3,...}.
p

Inicialmente, generalizemos o usual conceito de coeficiente binomial definido

para dois ntimeros naturais n e m, com m > n,

(m)_ m__mme)e(monel) (%1)21 I

n)  nl(m-n) n!

Dados a e R\ N e n e N, definimos

()2t )

n n!

Para um tal a temos a convergéncia absoluta da série de poténcias complexa

n=0 n!

S () Sl bmns

= 2", onde |z| < 1.
n=0 \T

Pois, pelo teste da razao,

a(a=1)(a=n)zn+! n!
(n+1)! a(a-1)-(a-n+1)z"

n—>+oo

|(O“”)'Z 2 e |4 < 1.

n+1

2.16 Teorema Binomial.

(A) Dado o em RN\N, temos
(L+z)*=)" (Z)x", para todo x € (-1,1).

(B) Dado p em {1,2,...,}, a série de poténcias

B(z) =) (1/p)z"

n

satisfaz
B(z)P =1+ z, para todo z € B(0;1), e B(0) =1.

Prova.
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(A) Seja
flz)=>" (a)x”, onde z € (-1,1).

n

Pelo Teorema 2.14 (derivagao),

(1+a)f'(z) =) n(Oé)x"_1 +3 n(a)x"

Donde segue

d[(1 +z)=f(x)]

dx = —a(l+2) 7 f(a) + (1+a) ™ f'(2) = 0

(B) Seja
b, = (1/p)’ onden=0,1,2,....
n

Pela propriedade para o produto (2.11), temos
(Z bnz")p = chz", para todo |z| < 1,
com a sequéncia (c¢,) em R. Pela primeira parte segue
Y cpa™ =1+ para todo z € (-1,1).

Pela unicidade dos coeficientes (série de poténcias tem coeficientes reais -

vide comentérios ao teorema de Abel) temos

co=c1=1 ec,=0 se n>24

38



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

2.17 Teorema (Inversao). Seja f(2) = a1z=Y ;25 anz", com ay # 0, convergente
em alguma vizinhanga da origem. Entao, existe uma série de poténcias g(z) =

S buz™ tal que para todo z em alguma vizinhanca da origem temos

flg(z)) ==z e g(f(2)) ==
Prova. Enfatizemos que a; # 0. Dividamos a prova em duas partes.

o Procuremos ¢(z) = 5% b,,2", com raio de convergéncia nao nulo, tal que
n=1 ’ 9

f(g(2)) = z (i-e., g é uma inversa a direita de f). Caso tal série exista, temos

3

a19(2) = azg(2)* —asg(2)® = =2=2+022+02% +---

Donde, pela propriedade 2.12 (composigao) e a unicidade dos coeficientes,
a1b1 = 1,@1[)2 - CLQb% = O, a1b3 - 2@2[)1()2 - a3b§) = O, e

...,albn—Pn(ag,...,an,bl,...,bn_l) =O,

com P, um polindomio com coeficientes em N (logo, positivos). Devido a

tais equagoes (onde ag #0), os coeficientes by, by, bs ... estao determinados!

Resta provarmos que o raio de convergéncia de g(z) = Y2 b,2" é nao nulo.

Podemos assumir a; = 1 [por favor, cheque]. Entao, by = 1. Sejam
+o00
ai=1e f(z)=2-Ya="  [logo, f*(0)=0]
n=2
uma série de poténcias “majorante” (a escolher) com |a,| < a’ para todo n.
Sejam
a=1ce p(z)=2+) 2" [logo, ©(0) =0]
a série de poténcias que formalmente é a inversa a direita de f*(z). Temos
cn=Pu(as,...;a,¢1,...,ch1) =0

onde P, é o polinomio ja descrito. Por inducao segue ¢, > 0 para todo n.

Também temos |b;| =1 <1 = |¢1| e entdo, por indugao em n,

= b ) S Pl Sty Cnn) = O
|b | |P77/(a'27 7a'n?bl7 7bn 1)| P (a, a,,C C ) C
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A seguir, escolhemos f* (convergente, trivial e com inversa ¢ convergente).
e Existe m >0 com |a,| < m", para todo n (pois, limsup {/|a,| < o).

Escolhendo a? = m®, definimos a série convergente (numa vizinhanga de 0)

m2z2

+00
f (z)=z—nZ=:2m A P

Por definigao, a série de poténcias ¢(z) é tal que f*(¢(z)) = z. Logo,

m2p(z)?
o(z) - 1_7:2(0(,)3) =<
(S
1
QO(Z) _ 1+mz—[1+7727,§Tzn22—+(;:;12+2m)z]?7 com (,0(0) -0.

O teorema binomial e a propriedade de composi¢ao expressam ¢(z) como

uma série de poténcias com raio de convergéncia nao nulo. Donde,
+o00
— n
g(z) = Z b,z
n=1
tem raio de convergéncia nao nulo.

Por construgao, temos f(g(z)) = z em uma vizinhanga da origem.

Da mesma forma, existe uma série de poténcias h(z) [uma inversa a direita

de g] satisfazendo g(h(z)) = z em uma vizinhanga de 0. Logo,

9(f(2)) = g{fTg(h(2))]}

= 9[(f o g9)(h(2))]
=9(h(2))

=z
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