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Fixemos n em {1,2,...}. Pelo TFA a equagao z" = 1, tem n solugdes em C,
ditas raizes n-ésimas da unidade. Denotemos por w uma arbitraria raiz n-ésima
da unidade. Dada w, temos

n-1
M=l=zr—w"=(z-w)Q(z), com Q(z) = ¥ z"'Jw/ um polinémio e
j=0

Q(w) =nw™ 1t £0,
e portanto w é um zero simples do polinomio z" -1, com z em C. Logo, existem

n distintas raizes n-ésimas da unidade.

Dado k arbitrario em N*, um cédlculo simples mostra que w = w=! e w* sao

raizes n-ésimas da unidade. Ainda mais,
Wkt —wh| = [wF(w - 1)| = |w - 1].

Se w é real ou imagindrio puro, entdo w pertence a {1,-1,4,—i}.
Dizemos que w é uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade se

w,w?,...,w" (obviamente w" = 1)

sao todas as n raizes n-ésimas da unidade.

Para provar a existéncia de uma raiz primitiva para as raizes n-ésimas da
unidade, podemos supor n par. Pois, se w é uma raiz primitiva para as raizes 2n-
ésimas da unidade entao w?,...,w?" sao todas as n solucoes distintas de z" = 1.

Melhor ainda, os casos n =2 e n = 4 sao triviais e podemos também supor n > 6.

Dado n par e n > 6, a equacao 2" = 1 tem uma solucao w nao real e nao

imaginaria pura. Também +w e +w sao solugoes de z" = 1. Portanto, existe uma

raiz n-ésima da unidade com partes real e imaginaria estritamente positivas.
Desta forma, existe uma raiz n-ésima da unidade na forma

(=C(n)=a+1ib, com0<a<lelO<b<l,

satisfazendo 0 < |¢ — 1| =r, onde r = min{|w - 1|: w™ =1 e Im(w) > 0}.
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Destacamos que ¢ satisfaz 72 = |( = 1|> = (a - 1)? + b? = 2 — 2a. Ainda mais, ¢ é
a unica raiz n-ésima da unidade satisfazendo | - 1| = r e Im(() > 0.

No que segue, consideramos um inteiro par n > 6 e mantemos a notagao acima.
Lema 1. Dado z em [-1,1], seja z, = x + iV/1-22. Vale o que segue.
(A) A funcao
¢:[-a,1] - [-1,a], onde p(z) = Re(Czy) = az —bV/1 - 22 se x € [-a, 1],
é bijetora e estritamente crescente. Sua inversa é

Y:[-1,a] = [-a,1], onde ¥(y) = Re({'z,) = ay + b\/1 - y? se y € [-1,a].

(B) Para x €[-1,-a]u[a,1], temos (z,)" =1 se e somente se x € {1, +a}.

Prova. Inicialmente, vejamos que ¢ e 1 estao bem definidas.
Dado x em [-a,1], é bem trivial ver que -1 < Re((z;) = ax — bV 1-22 < a.
Analogamente, dado y em [-1,a] temos —a < ay < ay +by/1 -y% =Re((tz,) < 1.

(A) Se y estd em [-1,a], entdo Im((~'z,) = ay/1 - y? — by ¢ positivo em [-1,0]
e também em [0,a] (pois decresce de a até 0 ao longo de [0,a]). Logo,
x =Re(("lz,) satisfaz z, = (12, e entdo segue p(x) = Re((2z,) = v.
Se x estd em [-a, 1], entdao Im((z,) = a1 -2 + bx é positivo em [-a,0]
(crescendo de 0 até a) e em [0,1]. Portanto, y = Re((z,) satisfaz

(1.1) 2y = (2.

Donde, 9(y) = Re(("!z,) = z.

Evidentemente, ¢ restrita a [0,1] e ¢ restrita a [-1,0] sao crescentes, com
¥([-1,0]) = [-a,b]. Portanto, ¢ =1~! restrita a [—a,b] é crescente. Sendo

assim, a bijecao ¢ é estritamente crescente em [—a, 1].
(B) Se z estd em (a,1), entao temos |z, — 1|2 =2 - 22 <2 - 2a = 2. Assim, pela
definigao de r, obtemos (z,)" # 1. Se z € {a, 1}, é 6bvio que (z,)" = 1.

Como n é par, para x em [-1,-a] e z, = x+iV/1 — 22, é suficiente aplicarmos

o ultimo paragrafo a —r e —r+ivV1-22=-2,#
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Teorema 2. ( = ((n) é uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade.
Prova.

Definamos por iteragao a sequéncia zy = p(xg_1), com xo =1 e k > 1 tal que
Tk-1 estd em [—a,1], o dominio de ¢. A férmula (1.1) mostra que z,, = (24,
com z,, = 1 = (% Logo, por iteragao, z;, = (¥. Pelo Lema 1(A), a fungao ¢ é
estritamente crescente e x5 = p(x1) < 21 = ¢(29) = a < xg. Entdo, por iteragao,

obtemos xj, = Re(¢*) < xp1 <+ < = 1.

P [—CL, 1] - [—1,&]
&

-1 -a 0 Ta 1 -1 -a 0 ¢(z) Ta 1

Figura 1: Uma raiz primitiva para 2™ = 1.

Como hé n n-ésimas raizes da unidade, existe o maior p em N satisfazendo
“1<w,<xpq < <Ty<x1 <Tp=1

Dado k =2,...,p, a fun¢ao ¢ é uma bijegao de [zy_1, k2] sobre [xy, zx_1]. Logo,
por inducao em k, a férmula (1.1) e o Lema 1(B), existem apenas dois valores de

x em [z, zp 1] tais que (z,)" = 1. A saber, z =1 e x = 2p_1.

o Mostremos =, = —=1. Se z,, estd no dominio de ¢, definindo z,.1 = ¢(x,)
obtemos x,41 = ¢(z,) < p(x)-1) = zp, contra a defini¢cao de p. Portanto, z,

estd em [-1,-a). Pelo Lema 1(B) obtemos z, = -1 (e (? = -1).

Os subintervalos [z, z) 1), com k=1,..., p, formam uma parti¢ao de [-1,1)
e a cada subintervalo corresponde apenas uma raiz n-ésima da unidade no he-
misfério superior {z € C : |z] = 1 e Im(2z) > 0}. Assim, (% (,...,(P sdo todas
as rafzes n-ésimas da unidade no hemisfério superior e ¢°,...,,¢?,¢, ... ,F Sa0
todas as n raizes n-ésimas da unidade. Logo, n = 2p. Para completar, dado k
temos (Pk = (~(=k) = (2(p+k = (k¢ entdo {CP1,...,C} = {¢P, .. (1) &



Comentarios.
e O Lema 1.1(A) pode ser provado de forma breve (e obscura), via derivagao.
A funcao ¢ : [-a,1] — [-1,a] é continua, satisfaz p(-a) =-1e p(1) =a, e

"(2)=a+ br  av1l-22+br
i V1-2? V1-a2

Entao, dado x em [0, 1), temos ¢'(x) >a >0. Se —a < x <0, temos

, para todo x em (-a,1).

V1i-22>V1-a2=b e aV1-22+bx >ab-ab=0.

Donde, ¢ ¢é estritamente crescente e, pelo teorema do valor-intermediério,

sua imagem ¢é [-1, a].

e Sen é primo e w # 1 é uma raiz n-ésima da unidade, uma argumentagao

simples mostra que w é uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade.

e Dado m em N* e (, uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade, é

trivial ver que

¢™ é uma raiz primitiva de tais raizes se e s6 se mde(m,n) = 1.

e Seja ( uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade. Entao, dado um
nimero ¢ in C, com ¢ # 0, e z, uma raiz n-ésima arbitraria de ¢, é imediato
provar que

Oz (e, ("2

sao todas as n distintas raizes n-ésimas de c.

e Usando a funcao exponencial complexa, é facil ver que

2T, . e ey , ;. .
e'» é uma raiz primitiva das raizes n-ésimas da unidade.

Um célculo trivial mostra
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