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Analogamente a teoria da integral de Riemann em uma variavel real, temos a

teoria a seguir e desenvolvida para fungdes em duas variaveis reais.


http://www.ime.usp.br/~oliveira

1 - INTRODUCAO

Definigoes.

o Particdo. Sejam a,b,c e d quatro niimeros reais com a < b e ¢ < d. Conside-

remos no plano cartesiano Oxy o retangulo
R=[a,b]x[c,d]={(z,y) eR*: a<a<bec<y<d}.
Consideremos também as partigoes arbitrarias

Pr={a=x9<x < <2, =b}, dointervalo [a,b], e
Py={c=yo<y1 < <ym=d}, do intervalo [c,d].

O conjunto P = Py x Py = {(2,y;) :0<i<nel<j<m} édito uma

particao do retangulo R. A particao P divide R em nm sub-retangulos
Rij = [®i-1, ] % [yj-1,y;], com 1<i<nel<j<m.

Dizemos que cada sub-retangulo R;; é um sub-retangulo da particao P. A

area de Rij é m(RU) = Al’z‘ij, onde AZEZ =T; —Tj—q € Ay] =Y; —Yj-1-

Y
Ym = dp-—--

Yj o [
Yj-1 -

[ e
Yo=Cpr----mnmv-

Figura 1: A particao P e um sub-retangulo.
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o Somas de Darboux. Seja f: R — R uma fungao limitada (esta hipdtese é
importante na defini¢do da integral de Riemann). Para cada sub-retangulo
R;; da particao P =Py x Py consideremos

My =sup f=sup{f(X): X € Ry} e my=inf f=inf{f(X): X ¢Ry}.

J

Tendo em vista que f(R;;) = {f(X): X € R;;}, também escrevemos

Mij = sup f(RU) € mij = ll’lff(RU)
As somas superior e inferior de f relativas a particao P sao, em ordem,

n m n m
S(f,P) = ZZMijm(Rij) e s(f,P)= Z Zmijm(Rij)'
i=1 j=1 b o
o Refinamento de uma Particdo. Dizemos que uma particao P’ do retangulo R
é um refinamento de uma particao P de R se P’ contém P. Isto é, se P’ é
uma parti¢do de R que contém todos os pontos de P (e possivelmente outros
pontos). Cada sub-retangulo de P’ esté contido em algum sub-retangulo de

P. Dizemos que P’ é mais fina que P.

Observacdo. Sejam P =Py x Py e P’ = P x P} partigoes de R. E f4cil ver que se
P’ refina P entao a particao Pj refina P; e a particao Pj refina P,. Em geral, a
particao

P"=(P1uPp) x (P2uPs)

refina as partigoes P e P’.

Doravante, a menos que mencionado o contrario, R é um retangulo fechado e
limitado com arestas paralelas aos eixos coordenados.

Fixemos uma fungao limitada f : R - R. Mostramos abaixo que ao refinarmos
uma particao de R entao, a soma inferior cresce e a soma superior decresce.
Mostramos também que qualquer soma inferior de f relativa a qualquer particao
de R é menor ou igual a qualquer soma superior de f relativa a qualquer particao
de R.



Lema 1 (Somas de Darboux e refinamentos). Seja f : R — R limitada.

Sejam P e P’ duas particoes de R.

(a) Se P’ é mais fina que P entao
s(f,P)<s(f,P") e S(f,P)<S(f,P).

(b) s(f,P") <S(f,P).
Prova.

(a) Indiquemos por R;; os sub-retangulos da particio P e por R}, os sub-
retangulos de P’. Fixemos um arbitrario I;;, que se encontra subdividido
em uma colecdo de sub-retangulos R}, (vide Figura 2). Fixemos um tal

indice kl. Temos,

R

Figura 2: Ilustracao ao Lema 1.
m; =inf f(Rij) <mj, =inf f(R,) < My, =sup f(R),;) <sup f(Ry;) = My;.

Logo, m;;m(Ry,;) < mjym(Ry};) < M]m(R;,) < Mym(R;,). Donde, efetu-

ando o somatoério sobre tais indices kl obtemos as desigualdades
mym(Rij) < Y mim(Ryy) < 3 Mym(Ry,) < Mym(Ry;).

Por fim, computando o somatorio sobre todos os indices ij obtemos as

desigualdades s(f,P) < s(f,P") <S(f,P")<S(f,P).

(b) Seja P’ uma particdo que refina P e P’ (vide observacao acima). Pelo item

(a) temos s(f,P") <s(f,P")<S(f,P")<S(f,P)s

Pelo Lema 1(b) segue que, fixada f, o supremo das somas inferiores é menor

ou igual ao infimo das somas superiores.

4
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Definigao. Sejam R um retangulo compacto em R? e f: R - R limitada. A

integral inferior de f e a integral superior de f sdo, respectivamente,

/ f(x,y)dxdy = sup{s(f,P) : P é particao de R } e

/ f(x,y)dzdy = inf {S(f,P) : P é particao de R }

Dizemos que f é integravel (Darboux-integravel ou, com um abuso de lingua-
gem justificado na préxima se¢ao, Riemann-integravel) se as integrais inferior e

superior de f sao iguais. A integral de f sobre R ¢é tal valor, denotado

f fx,y)dxdy.

R

Teorema 2 (Critério de Darboux). Seja f : R — R limitada. Entao, f é

integravel se, e somente se, para todo € > 0 existe uma particao P de R tal que
0<S(f,P)-s(f,P)<e.
Prova.

(<) Segue de s(f,P)< sup {s(,Q)}<_int {5(f.Q)}<S(/.P)

particoes

(=) Seja € > 0. Pela hipdteses, existem duas partigdes P e P’ tais que

sup{s(f, Q)} —€/2 <s(f,P) <sup{s(f, Q)},
inf{S(f, Q)} < S(f,P") <inf{S(f,Q)} +¢/2,
com sup{s(f, Q)} = inf{S(f, Q)}.

Donde trivialmente segue 0 < S(f,P’) - s(f,P) <e.

Seja P uma particao que refina P e P’. Pelo Lema 1 temos
s(f.P) <s(f,P") <S(f,P") < S(f,P).

Donde concluimos que 0 < S(f,P") —s(f,P")<e



2 - COMENTARIO: SOMAS DE DARBOUX E DE RIEMANN.

Como ja citado, as definigoes dadas acima para soma inferior, soma superior,
integral inferior e integral superior, todas as quatro de Darboux e para funcoes em
duas varidveis reais, sdo inspiradas (e andlogas) as correspondentes e tradicionais

definigoes para fungoes em uma varidvel real e limitadas f : [a,b] - R.

Seja f : [a,b] = R limitada. Consideremos uma soma inferior de Darboux e

uma soma superior de Darboux.

vh

Figura 3: Soma inferior e soma superior (Darboux), com quatro sub-intervalos.

A figura abaixo mostra que ao refinarmos a particao entao as somas inferiores

crescem € as somas superiores decrescem.

Figura 4: Somas inferiores aumentam e somas superiores diminuem.



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Dada f : [a,b] — R, limitada, a integral inferior de Darboux e a integral

superior de Darboux sao usualmente indicadas por

ﬁf(x)dm e fabf(x)dx.

Dizemos que a fungao limitada f : [a,b] — R é Darboux-integravel se suas
integrais inferior e superior de Darboux tem o mesmo valor real, para distinguir
do conceito Riemann-integravel.

Dada f:[a,b] - R limitada, uma soma de Riemann de f, para uma partigao
P={xg=a<- <z, =>b} e uma escolha £ = {&,...,&,} onde & € [z;_1,x;] para
cada 7 =1,...,n, subordinada a particao P, é dada por

S(f,P,€) = Zf(fi)Axi, onde Ax; = x; — ;1.
i=1
A norma da parti¢do P é denotada e definida por |P| = max{Axy,...,Ax,}.
Tal funcao f é dita Riemann-integrével, com integral I ¢ R, se S(f,P,E) - I

quando |[P| - 0, independentemente da escolha £. Escrevemos entao

|71;|I_I)105(f,73,5) =1.

Isto é, dado € > 0, existe um ¢ > 0 tal que para toda parti¢ao P com [P| < 4 e toda

escolha € = {&,...,&,} com & € [x;_q1,x;] para cada i =1,...,n, temos que

<E.

if(&)ﬁ%‘ -1

A notagao para a integral de Riemann de f é

I:ff(x)dx.

A notacao para a integral de Darboux é igual a dada para a integral de Rie-
mann, isto se deve ao fato que uma fungao é Riemann-integravel se e somente se
ela é Darboux-integravel e que tais integrais sao iguais. Logo, nao ha ambigui-
dade ao indicarmos tais integrais com um mesmo simbolo. Para a demonstragao
e mais comentarios sobre integrais de Darboux e de Riemann na reta, vide

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Integral-Reta.pdf


https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-Integral-Reta.pdf

Mostremos a seguir a equivaléncia entre as integrais de Darboux e de Riemann

para uma funcao em duas variaveis.

Inicialmente observemos que a definicao de Riemann-integrabilidade para uma
fungao limitada f : [a,b] x [¢,d] = R é equivalente a dada para uma funcao
limitada e em uma variavel real. Solicito ao leitor enunciar tal definigao.

Devido ao teorema abaixo, item (3), vemos que é possivel avaliar a integral

(de Darboux) por um procedimento sequencial, o que nao é claro a principio.
Teorema (Teorema de Darboux e Du Bois-Reymond, nao classico). Seja

f:la,b] x[c,d] = R limitada. Valem as seguintes afirmagoes.

(1) A funcao f é Riemann-integravel se, e somente se, para todo € > 0 existe

uma particao P do retangulo [a,b] x [¢,d] tal que
0<S(f,P)-s(f,P)<e.
Isto é, f é Riemann-integravel se e somente se f é Darboux-integravel.
(2) Os valores das integrais de Riemann e de Darboux, se existirem, coincidem.

(3) Se f é integravel (segundo Darboux ou Riemann), entao

tim s(£P)= [ f(e.)dedy = lim S(7.P).

|P|-0
[a,b]x[c,d]
Prova.

(1) («=) Sob tal hipétese, claramente as integrais inferior e superior (de Dar-

boux) s@o iguais a um nimero real D.

Dado € > 0, fixemos uma particao P como na hipdtese. Suponhamos que P

tem N pontos. Seja M satisfazendo | f(x,y)| < M nos pontos de [a, b]x[c, d].

Seja Q uma partigao arbitraria de [a,b]x[c,d]. A seguir, consideremos uma
particao Q' que refina P e Q. Claramente todo ponto de P pertence (é de
fato um vértice) a no méximo quatro sub-retangulos determinados por Q'.
Por outro lado, todo sub-retangulo determinado por Q' coincide com um
sub-retangulo determinado por @, com a possivel exce¢ao do caso em que

ao menos um dos vértices do determinado por Q' é um ponto da particao P.
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Portanto, como P tem N pontos, tal excecao ocorre no maximo 4N vezes.

Os sub-intervalos vindos de Q' tem comprimento maximo |Q|. Segue entio
0<[S(f. Q) -s(f, DI-[S(f. Q) -s(f, Q)] <2M4N|Q|.
Imponhamos a condicio
Q] < 5 =¢/(BMN).
Encontramos entio
0<S(f,Q)-s(f, Q) <e+[S(f,Q)-s(f, Q)] <e+[S(f.P)-s(f, P)] <2e.

Donde entao segue

€
SMN

D-2e<s(f,Q)<D<S(f,Q)<D+2¢, paratoda Q com |Q|< 4=
Seja & uma escolha arbitraria subordinada a particao Q. E claro que

s(f,Q) < S(f,Q,€) < S(f,P).

Logo,
IS(f,Q,E) - D| < 2e.

Isto mostra que f é Riemann-integravel e que sua integral de Riemann

coincide com sua integral de Darboux.

(=) Sejam € >0 e a integral de Riemann

r= [ f.p)dedy.
[a,b]x[c,d]

Por hipdtese, existe uma particao P = Py x Py, que representamos como

Pi={xo=a<z1<<x,=b} e Po={yo=c<y; < <y, =d}, tal que
R-e<S(f,P,£)<R+e,

qualquer que seja a escolha € = {§;;: 0<i<ne0<j<m}, onde &; pertence

a Ri; =[x, 2] x [yj-1,y;] paracadai=1,....,nej=1,...,m. Sejam
mi; =inf f(R;;), M;j=sup f(Ri;) e m(R;)=AxAy;.

9



Variemos &7 em Ry, fixando os demais pontos de £. Obtemos

mum(Ru) + Y. f(&;)m(Ry;)

ig#11

R-e¢

IN

IN

S(f,P,&E)
MH’ITL(RH) + Z f(fw)m(RZ]) <R+e.

ij#l1

IN

Analogamente chegamos a

R-e€ < mllm(Rll) + mlgm(ng) + Z f(gw)m(R,])
e
< S(f,P,€)
< ]\/[Hm(Rn) + M12m(R12) + Z f(fzj)m(RZ]) <R+e.
ij#11
ij#12

Iterando tal procedimento (cheque) encontramos

R—-e<s(f,P)<S(f,P)<R+e.

Donde segue

0<S(f,P) -s(f,P)<e.

Pela pentltima linha em destaque, acima, segue que o valor D da integral

de Darboux satisfaz
R—-¢e< D < R+epara todo € > 0.
Logo, R=D

Dado € > 0, existe d > 0 tal que para toda partigdo P, com norma |[P|< 4, e
toda escolha &£ subordinada a particao P, temos
[[ t@pdedy-c<sipe)s [ y)dudy e
[a,b]x[c,d] [a,b]x[c,d]
Utilizando o mesmo procedimento que na prova “(1)(=)", encontramos
[ t@pdeay-e<s(rPy <SPy [ fayydedy+e
[a,b]x[c,d] [a,b]x[c,d]
para todo particao P com norma |P| <. Isto é,
I ,:1'57:ff y)dzdy »
dim s(f,P) = lim S(f,P) e (@, y)dady

A prova esta completas

10
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3 - PROPRIEDADES DA INTEGRAL

Proposicao 3 (Propriedades da Integral). Sejam f e g integrdveis no

retangulo R e um escalar A em R. Valem as seguintes propriedades.

e Soma. A funcao f + g é integravel e

ff[f(w,y)w(m,y)]dwdy:fff(:ﬂ,y)dosdwffg(x,y)dxdy-

Multiplicagdo por escalar. A funcao Af € integravel e

[ s ydady =[] 1.y)dady.

Positividade. Se f > 0 entao

f[ f(z,y)dxdy > 0.
R

Monotonicidade. Se f > g entao

f f(a:,y)dxdyzf g(x,y)dzdy.

R R

A Linearidade da Integral é constituida pela propriedade da soma mais a

propriedade da multiplicacao por escalar.
Prova.
o Propriedade da soma. Notemos que se S é um sub-retangulo de R entao
(3.1) iréff + ilgfg < igf(f+g) e sgp(f+g) < sgpf + sgpg.

Sejam P, P, Q e Q' quatro particoes arbitrarias de R. Seja P uma particao
refinando P e P’. Seja Q" refinando Q e Q. Pelo Lema 1 e por (3.1) temos

s(f,P) +5(g,P') <s(f, P") +5(9,P") <s(f +9,P")

Si(fw)éﬁ(fw)

<S(f+9,Q")<S(f,Q") +5(g,9")
<S(f,Q)+S(9. Q).

11



Resumindo, temos

s(f,P) +5(g,P") < ﬂ (f+3g)

< [[(7+9)

<S(f,Q)+5(9, Q).

Computando na sequéncia de desigualdades acima, de forma ordenada e
independente, o supremo sobre todas as particoes P, o supremo sobre todas
as particoes P’, o infimo sobre todas as particoes Q e o infimo sobre todas
as particoes Q' encontramos, ao fim e ao cabo, a seguinte sequéncia de

desigualdades

/]fdxdy+[fgdxdy£/](f+g)
R R —

< [[(7+9)
gf/fdxdy+ﬂgdxdy.

Logo, f + g é integravel e sua integral é a soma das integrais de f e g.
o Multiplicacao por escalar. Trivial e a deixamos ao leitor.
¢ Positividade. Evidente.

o Monotonicidade. Segue da linearidade e da positividade. Por favor, cheque#

12
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Para caracterizar as fungoes Riemann-integraveis é util rever compacidade e

continuidade e definir conjuntos de contetido nulo e de medida nula.

4 - COMPACIDADE

Ja destacamos anteriormente e reconheceremos ao longo deste livro,
a importancia dos conjuntos compactos. Todos os interessados
em analise tem visto que é impossivel seguir sem eles.

(Frechét 1928, Espaces abstraits, p. 66)

As definicoes e os resultados nesta secao admitem obvios analogos em R”.

Definicoes e Notacoes.

o Dada uma sequéncia (z,)n.y em R2 e uma familia ordenada de indices
naturais distintos {n; <ng < --- < ny < -} dizemos que a sequéncia (2, )keny =

(Znys Zngs - - - Zny,» ---) € uma subsequéncia da sequéncia (z,).

o A sequéncia de conjuntos (X, )y € crescente se ocorre X, ¢ X,,,1 para todo

n € N. Analogamente, (X, ),y é decrescente se ocorre X,, o X,,,1 para todo
n € N.

o Sejam K c R? e I um conjunto qualquer de indices. Dizemos que U O;
¢ uma cobertura aberta de K se O; é um subconjunto aberto de R?, para
todoiel, ese

KCUOl

iel
o Um ponto p € R? é um ponto de acumulacdo de um conjunto X c R? se, para
todo € > 0, a bola aberta B(p;¢€), de centro p e raio €, contém ao menos um

ponto de X distinto de p.

Comentdrio. “Se p é um ponto de acumulagao de X, na bola aberta B(p;1)
existe um ponto x1 de X ~x{p}. Pelo mesmo motivo, na bola aberta B(p;rs)
de raio ry = min(1/2, |z - p|) existe um ponto x5 de X \ {p}. Iterando tal
argumentagao, construimos uma sequéncia (x,) de pontos de X \{p} tal que
x, pertence a bola B(p;r,) de raio r, = min(1/n,|z,_1 — p|). Vemos assim
que existe uma sequéncia (x,,), de pontos distintos de X \ {p}, convergente
a p. Consequentemente, para todo € > 0, a bola B(p;e) contém infinitos
pontos de X ~ {p}.”

13



Definigoes e Notagoes. Seja A um subconjunto de R2.

o O disco (fechado) de centro p e R? e raio r >0 é

D(p;r) ={xeR*:|g-p| <r}.

Notemos que a bola B(p;r) é um subconjunto do disco D(p;r).

(¢]

O complementar de A é A°=R?\ A.

[¢]

O interior de A é

int(A) ={ae A: existe r >0 tal que B(a;r) c A}.

O fecho de A é

o

A={peR%: B(p;r)n A=+, para todo r > 0}.

A fronteira de A é

[e]

OA={peR?*: B(p;r)nA+@ e B(p;r)n A° + @, para todo r > 0}.

Exercicio 1. Seja A c R2. Vale a seguinte propriedade.

OA=An Ac.

Notacao. O simbolo v indica uma unido de conjuntos dois a dois disjuntos. Assim,

jeJ
¢ a uniao de todos os conjuntos X, onde j € J, sendo que tais conjuntos satisfazem

a condigao

X;nXy=asej+k.

Exercicio 2. Consideremos um retangulo R = [a, b]x[¢c, d] ¢ R? e um subconjunto

A do retangulo R. Vale a seguinte propriedade.

R=int(A) woAu (R~ A).

14
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Teorema 4. Seja K um subconjunto de R?. Sao equivalentes:

(a) Toda cobertura de K por conjuntos abertos tem subcobertura finita (Pro-

priedade de Heine-Borel).
(b) K é fechado e limitado (Teorema de Heine, 1872 - Borel, 1895).

(c) Todo subconjunto infinito de K tem ponto de acumulagao em K (Proprie-

dade de Bolzano-Weierstrass).

(d) Toda sequéncia em K admite subsequéncia convergente em K. (Frechet,

1906 - Defini¢ao de espago sequencialmente compacto).

Prova.

(a) = (b)
Dado z € K¢, consideremos a sequéncia decrescente de discos fechados

D(z;1/n), n e N. Claramente, N,y D(2;1/n) = {z} (vide Figura 5).

.%\

Figura 5: Ilustracao 1 a prova do Teorema de Heine-Borel.

Passando ao complementar temos U,y D(z;1/n)¢ = {z}¢ = R\ {2z}, uma
obvia cobertura de K pela reuniao de uma sequéncia crescente de abertos.

Por hipétese, existe N € N tal que K c D(z;1/N)¢. Passando novamente

ao complementar temos,
K®> D(2;1/N) > B(2;1/N) > {z}.
Logo, o complementar K¢ é aberto e K ¢ fechado.

15



Mostremos que K é limitado. J& que K c U,k B(z;1), segue que existem
Z1,.. .2, em K tais que K ¢ B(z1;1) U« U B(z,;1). E claro que K c
B(0;]z1] + -+ + |zn] + 1) [vide Figura 6].

B(0; R =z + -+ |2zp| + 1)

®®

&

&

)

Figura 6: Ilustracao 2 a prova do Teorema de Heine-Borel.

(b) = (o)
Seja Z um subconjunto infinito de pontos distintos de K. Seja y um qua-
drado fechado e limitado, com arestas de comprimento L, contendo K. E
obvio que )y contém infinitos pontos de Z. Tendo construido o quadrado
Q., com arestas de comprimento L/27, tal que @, n Z é infinito procede-
mos dividindo @),, em quatro sub-quadrados, com arestas de comprimento

L/27+1 ) e escolhemos entre estes o sub-quadrado @, com infinitos pontos
de K (vide Figura 7).

Qo

| M

Q1

Figura 7: Esboco a prova da Propriedade de Bolzano-Weierstrass.
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Temos entao contruida por inducao uma sequéncia de quadrados @,,, onde
n € {0,1,...,}. Pelo Principio dos Intervalos Encaixantes segue que vale
NQ. = {p}, com p em R2. Toda bola aberta centrada em p contém um

quadrado ,, com infinitos pontos de Z. Logo, p é um ponto de acumulagao
de Z. Ainda, pe Zc K =K.

= (d)

Seja (z,) uma sequéncia em K. Se Z = {z, : n € N} é finito entao, existe
J = {n1 < ny < ...} tal que a subsequéncia (z,,) é constante e portanto
convergente. Se Z é infinito, por hipdtese Z tem um ponto de acumulagao
z € K. Entao, toda bola B(z;r), r > 0, contém infinitos pontos de Z. Assim,
é facil ver que existem indices ny < -+ < my < -+ tais que z,, € B(z;1/k).

Logo, a subsequéncia (z,, ) converge a z € K.

= (a)

Seja O um aberto arbitrario em R2. Para cada z € O, existe um indice
n =n(z) € N tal que B(z;1/n) c O. Entao, como Q x Q é denso em R?

segue que existe w = w(z;n) € Q x Q tal que |w - 2| < 5. E facil ver que
z € B(w; ) c O (vide Figura 8).

Figura 8: Ilustracao a prova da Propriedade de Heine-Borel.

LOgO7 (O UZE()B(U)(Z,TL)

meravel de conjuntos da cole¢cao enumerdvel C = {By, By, ..., B,,...} de

,%) Assim, todo aberto O é uma uniao enu-

bolas abertas centradas em pontos de coordenadas racionais e raio racional.

Desta forma dada Ujc; O; uma cobertura de K por conjuntos abertos, po-

demos extrair dela uma subcobertura enumeravel de K, U,y O,. Trocando
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O,, por Oy uU---uQ,, para todo n € N, podemos supor, sem perder a genera-
lidade, que (O,) é uma sequéncia crescente de abertos.

Suponhamos que U,, O, nao admite uma subcobertura finita. Logo, para
cada n € N, existe z, € K ~ O,. Por hipdtese, a sequéncia (z,) tem sub-
sequéncia (z,,) convergente a z € K. Assim, existe N € N tal que z € Oy.

Logo, existe ny > N tal que z, € Oy. Por outro lado, por construcao
Zn, € On, € O, 2 Op. Donde, z,, ¢ Oy

A defini¢ao padrao para compacidade é a enunciada no Teorema 4 (a).

5 - CONTINUIDADE

Em cursos de Célculo em uma varidavel real é visto que a descontinuidade de
uma fungao pode ser de primeira espécie, também dita de tipo “salto” (os limites
laterais existem e s@o distintos), e de segunda espécie (a0 menos um dos limites
laterais nao existe). Mostremos que dada f: A - R limitada, A ¢ R? podemos
medir sua continuidade/descontinuidade em pontos de A.

Definicao. Para cada ¢ > 0 sejam

]\/[(f,a,é):sup{f(q:): reAe |:z:—a|<5}
mf,a,6)=inf{f(z): veAelr—al<d)

o

Figura 9: 0<p<d=m(f,a,0) <m(f,a,p)<M(f a,p)<M(f a0d).

Fixado a em A, é facil ver que M(a, f,0) é uma funcao decrescente quando
d - 0 e que m(a, f,0) é uma funcdo crescente quando § - 0 (v. Fig. 9).
Assim, a diferenga M (a, f,d) —m(a, f,0) é decrescente quando § - 0. Conse-

quentemente, sempre existe a oscilacao de f em a:

OSC(fv a) = %E%[M(fa a, 5) - m(fv a, 6)]

18
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Proposicao 5 (Propriedades da Oscilagao). Sao vdlidas,
(i) f é continua em a se e somente se osc(f,a) = 0.

(ii) Dado € > 0, existe um aberto O em R? tal que

{aeA: osc(f,a)<e}:OnA.

(iii) Se A é fechado entao, para todo € >0, é fechado o conjunto
{a €eA: osc(f,a)> e}.

Prova.

(i) (=) Dado e > 0, por hipétese existe 0 > 0 tal que |f(z)-f(a)| < € se |z—a| < o
exeA Logo, M(f,a,6)-m(f,a,d) <2e. Donde segue, osc (f,a) < 2e
para qualquer € > 0. Logo, osc (f,a) = 0.

(<) Solicitamos ao leitor.
(ii) Fixemos a arbitrdrio em A, = {a € A: osc(f,a) < €}. Entao, existe ¢ =
dq > 0 tal que M(f,a,0) —m(f,a,0) <e. Ainda, para um ponto arbitrério

x € B(a;0) e considerando o raio r = 0 — [z —a| > 0, é claro que temos
B(x;r) c B(a;6). Vide Figura 10.

Figura 10: Tlustracao a Propriedade da Oscilacao

Portanto, para todo ponto x € B(a;§)NA é valida a desigualdade M (f,x,r)-
m(f,z,r) < M(f,a,0) —m(f,a,d) <e. Assim, para todo z na intersecgao
B(a;d) n A temos osc(f,z) < e. Finalmente, para a percorrendo A, esco-
lhemos O = Ujea, B(a;0,).

(iii) Basta notar que por (ii) temos {a € A: osc(f,a) 2 €} =(R2~\O0)n As
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Observagao. Seja D o conjunto de descontinuidades da funcao f: A - R, com

f limitada. Dado € > 0, seja
D.={aeA: osc(f,a)>e}.

E facil ver que

D:DluD%uD%u---uD U---

3=

Definicao. Uma funcao f : A > R, com A contido em R?, é uniformemente

continua se dado € > 0 entao existe ¢ > 0 tal que

|f(a) - f(b)|<esela—bl<d, ondeacAebeA.

Teorema 6. Consideremos f : K — R continua, com K compacto em R2. Entao,
a funcao f é uniformemente continua.

Prova. Por contradicao.

Suponhamos existir € > 0 tal que qualquer que seja d,, = 1/n, existam pontos

a, e b,, ambos em K, tais que

on=tul <= e |f(@n) = F00)] > €

Pelo Teorema 3(d), a sequéncia (a,) contém uma subsequéncia (ay, ) con-
vergente a um ponto p em K. E facil ver que ny 21, ne 22, ng >3, ...

Assim, temos
1 1
|, = b, | < — < —, para todo k em N.
N k

Entao [reenumerando as subsequéncias (a,, ) e (b, ) se necessério|, podemos
supor sem perda de generalidade que |a, — b,| < %, para todo n € N, e que
(a,) converge a p. Pela iltima desigualdade, a sequéncia (a, —b, ) converge
a zero. Portanto, a sequéncia (b,,) também converge a p. Pela continuidade

de f segue,

0<e< Tim [f(a,) - f(b)l = |f(0) = f0)] =0 ¢
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6 - CONTEUDO E MEDIDA NULOS - TEOREMA DE LEBESGUE

Definigao. Seja D contido em R”, com n € {1,2,3}.

o D tem conteldo nulo se, dado € > 0, existe uma colecao finita de retangulos

compactos Ry, Rg,..., Ry taisque Dc Rju---U Ry e

k
Y m(R;) <e,
i=1
com m(R;) a medida euclideana (comprimento/drea/volume) de R;.

o D tem medida nula se, dado ¢ > 0, existe uma colecao enumeravel de

retangulos compactos Ry, Ro, .., Ry, ... tais que Dc Ryu---U Ry U e

Y m(R;) <€ [isto 6, m(Ry) +--+m(Ry) <€, VkeN].

ieN
Nas definicoes acima de contetido nulo e de medida nula, se trocarmos a condicao
“retangulos compactos” pela condicao “retangulos abertos e limitados” obtemos

definicoes equivalentes as enunciadas. Verifique.

Exercicio 3. Seja f: R — R integravel, com R um retangulo fechado e limitado,
com lados paralelos aos eixos coordenados, em R2. Entao, Gr(f), o gréfico de f,
tem conteudo nulo em R3.

Solugao. Utilizemos as notagoes para as somas de Darboux. Dado € > 0, pelo

Teorema 2 existe uma particao de R em sub-retangulos R;;, onde 1 <7 < k e

77
1<y <, tais que

Z Z (Mij - mz‘j)m(Rij) <.

k
i=1j=1

A colecao de paralelepipedos S;; = R;j x [m;j, M;;] recobre Gr(f). Ainda,
ko ko1

m(Sy) = Y Y m(Rij) (My; —mij) < e
=1 =1

=1 %

7 7=1

Exercicio 4. Mostre que se f : [a,b] — R é integravel entao o grafico de f tem

conteido nulo no plano.
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Lema 7. Seja K compacto e de medida nula. Entao, K tem contetido nulo.

Prova.

Dado € > 0, seja {Ry : k € N} uma cole¢ao contével de retangulos abertos
tal que
+00
KcRy URQU"'URkU"' e Zm(Rk) < 6/2
k=1

Como K é compacto, existe N tal que K c Riu Ry u---U Ry. E 6bvio que
m(Ry)+-+m(Ry)<€e/2<es

Lema 8. Seja X, X5,..., X

j,..

de medida nula em R%. Entao, X = U X; tem medida nula.
jeN

. uma familia contdvel (enumerdvel) de conjuntos

Prova. Seja € > 0.

Como X; tem medida nula, segue que existe uma colecao contavel de

retangulos R}, R}, RL,... R}, ... satisfazendo

XicR{URju-~UR!U- e Y m(R})<

N

Analogamente, fixado um indice j arbitrario em N, existe uma colegao enu-

meravel de retangulos R{, Rg, . ,Rf ,... satisfazendo
. . . . 6
X;cRIURyuU-~UR/ U e ;m(Rg)gg.

Entao, como NxN é um conjunto contavel, segue que a cole¢ao de retangulos
C={R/ :ieNejeN} écontével. Ainda mais, é trivial ver que qualquer
subcolegao finita de retangulos em C esta contida em alguma sub-colegao
finita do tipo {Rf :1<i< N el<j< N}, para N suficientemente grande.
Também ¢é facil ver que

>y m(R]) = ;mw%) B ;mm?) ot ;m(R% <

i=1j=1
<6+€+ +6 (1+1+ +1)<
< - —_ coe — =€\l - — e JEE— €.
2 4 2N 2 4 2N
Consequentemente obtemos

S m(R]) <e.
0,

Logo, X tem medida nula #
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Teorema 9 (Caracterizacao - Lebesgue). Seja f: R - R limitada, com R

um retangulo fechado, limitado e de lados paralelos aos eixos coordenados. Seja

D o conjunto dos pontos de descontinuidade de f. Entao, f é integravel se e

somente se D tem medida nula.

Prova.

(=)

Ja vimos que

1
D=DiuDiu---uDiuU---, ondeD1={9c:osc(f,:L’)2—}.
2 n n

1
n

Como a uniao enumeravel de conjuntos de medida nula é um conjunto de
medida nula, basta provarmos que cada D1 tem medida nula. Fixemos n
n

em N.

Dado € > 0 arbitrario, seja P uma particao de R tal que

S(f,P)—s(f,P)<%.

Seja S a colegao dos retangulos R;; em P que contém algum ponto de D1

em seu interior. Para todo R;; em S temos

1
Mij—mi]’ > ﬁ
Logo,
1 €
- z m(Ry;) < Z (Mij —mz)m(Ri;) < S(f, P) - s(f, P) < —.
nRijES RijES n

Donde segue

Z m(R;j) <e.

R;;eS
E claro que D1 esta contido na unidao dos retangulos em § com a uniao
n
das arestas dos retangulos em P. Tais arestas sao retangulos (degenerados)
de area zero e assim cobrimos D% por um numero finito de retangulos cuja

soma das areas ¢ menor que €. Logo, D1 tem medida nula.
n

Dado ¢ > 0 temos que D, = {z € R: osc(f,z) > €} estd contido em D e
portanto tem medida nula. Pela Proposigao 5 (iii) segue que D, é compacto.

Entao, pelo Lema 7, o conjunto D, tem conteido nulo.
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Consideremos uma quantidade finita de retangulos abertos Ry,..., R; que
recobre D, e tal que
m(Ry) +--+m(R) <e.

Seja x um ponto arbitrario em R\ (R;U---UR;). Temos osc(f, ) < €. Logo,
existe um retangulo aberto R, centrado em x e de lados paralelos aos eixos

coordenados tal que a oscilagao de f em R, n R

isto é, sup f— inf f
RzNR R:NR

¢ menor que €. Entao, como a reuniao de tais retangulos abertos R, recobre
K =R~ (Ryu---URy), e K é compacto (pois fechado e limitado), temos que

existem R, ,..., R, taisque K c R, , u---UR,, .

Seja C colecao de retangulos abertos {Ry,...,R;, Re,,..., Ry, }. E 6bvio
que R estd contido na reuniao dos retangulos em C. Seja P uma parti¢ao
de R tal que cada sub-retangulo S de P esta contido em um dos retangulos
da colegao C. Separemos os sub-retangulos de P em duas colecoes: §; com
os sub-retangulos contidos em algum R;, onde 1< j <[, e §; com os demais

sub-retangulos de P.

Sejam Mg e mg o supremo e o infimo de f retrita a .S, respectivamente.
Seja M tal que |f(z)| < M, para todo x em R. Notemos que, se S pertence
a Sy entao S estd contido em algum sub-retangulo R, , com 1< j <m, e
temos Mg —mg < €. Ainda, se S € §; entao Mg —mg < 2M. Finalmente,

concluimos que

S(f,P)—S(f,P): Z(Ms_ms)m(s) + Z(Ms_ms)m(s)

SeS1 SeSa

I
<2M Y m(R;) + € Y, m(S)

j=1 SESQ
<2Me + em(R) #
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Corolario 10. Sejam f e g integraveis em R. Valem as propriedades abaixo.

(i) fg € integravel em R.

(ii) Suponhamos f positiva [isto é, f >0]. Entao, temos

]f fdady =0
R

se e somente se f é nula com a possivel excecao do conjunto de medida nula

constituido por seus pontos de descontinuidade.

Prova.

(i) Sejam D(fg), D(f) e D(g), os conjuntos dos pontos de descontinuidade
de fg, f e g, respectivamente. E 6bvio que D(fg) ¢ D(f)u D(g). Pelo

Teorema 9 (caracterizagao, de Lebesgue) temos que D(f) e D(g) tem ambos

medida nula. Entao, pelo Lema 8, o conjunto D( fg) tem medida nula. Pelo

teorema de caracterizagao de Lebesgue concluimos a integrabilidade de fg.

(i) (=)

Seja (g, yo) um ponto de continuidade de f. Entao, existe um sub-
retangulo nao degenerado S [isto é, S tem drea estritamente positival,

de R, com

f(a,y) » {700 0’%)

SMm(S)sﬁfdmdyZ‘/fRfdxdyzo.

Portanto, f(xo,yo) = 0.

para todo (z,y) € S.

Logo,

Seja P uma parti¢ao arbitraria de R. Indiquemos por R;; os sub-
retangulos desta particao. Como o conjunto dos pontos de descon-
tinuidade de f tem medida nula, segue que f nao é descontinua em
todos os pontos de R;;. Logo, f é continua em ao menos um ponto de
R;;. Entao, devido a hipétese, f é nula em tal ponto. Obtemos entao,
para a soma inferior de f em relacao a tal particao,
s(f,P) = Zmijm(Rij) = 0.
i?j
Como esta soma inferior é arbitraria e f é integravel, concluimos que

a integral de f é zero#
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Exercicio 5. Sejam f;[a,b] >R e g:[c,d] > R integrdveis. Entéao, a fungao

fg:la,b] x[c,d] — R,
(7,y) — f(z)g9(y)

ﬂ fgdxdy = (fb fdx) (fdgdy).
[ab]x[c,d] a c

Solucao. Este exercicio é uma consequencia trivial do Teorema de Fubini, que

¢é integravel e

estd provado algumas secoes a frente (segao 9).

o Integrabilidade. Se f é continua no ponto = e g é continua no ponto y, entao

fg é continua no ponto (x,y). Cheque (é trivial).

Sejam D(f), D(g) e D(fg) os conjuntos dos pontos de descontinuidade
de f, g e fg respectivamente. Entao, D(fg), o conjunto dos pontos de

descontinuidade de fg satisfaz

D(fg) c D(f)X[C,d] U [a,b]xD(g).

Pelo teorema de caracterizacao de Lebesgue (caso unidimensional), o con-
junto D(f) tem medida nula na reta. Entao, nao é dificil ver que o con-
junto D(f) x [¢,d] tem medida nula no plano. Analogamente, o conjunto
[a,b] x D(g) tem medida nula no plano. Como unido finita de conjuntos
de medida nula é um conjunto de medida nula e, ainda, todo subconjunto
de um conjunto de medida nula também tem medida nula, concluimos que

D(fg) é um conjunto de medida nula.

Portanto, pelo teorema de caracterizacao de Lebesgue (no plano) segue que

a funcao fg é integrével no retangulo [a,b] x [¢, d]. Escrevamos

[ fgdxdy =1.

[a,b]x[c,d]

¢ Valor da integral. Consideremos P = {x¢ =a < - <z, = b} uma partigao do

intervalo [a,b] e Q = {yo=c< - <y, = b} uma particao de [¢,d]. Logo,

PxQ={(x;,y;):0<i<ne0<j<m}
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¢ uma particao de [a,b] x [¢, d].
Notemos a identidade

S F(a)g(y,)Aidy, = (if@imxi) (ig@j)%)-

1<i<n
1<j<m

Donde segue
S(fg.Px Q)< (lefmmxi) (i g(yjmyj) <S(fg.Px Q).

Impondo que as normas de P e Q tendem a zero, temos que a norma P x Q
também tende a zero. Entao, concluimos que (vide a se¢@o sobre somas de

Darboux e somas de Riemann)

(if(%)ﬁxi) (jig(yj)ﬁyj) — (fb f(ff)dl‘) (

s(f9,Px Q) T2 [ podudy

[a,b]x[c,d]

d

—

g(y)dy) ,

C

S(fg. P x Q) LM ff Fgdzdy.

[a,b]x[c,d]

Isto entao nos mostra que

ﬂ fgdxdy = ([b fdx) ([dgdy) &
[a,b]x[c,d] a

[
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7 - INTEGRACAO SOBRE NAO RETANGULOS

Seja A um subconjunto limitado de R2. A fun¢3o caracteristica de A é,

1, se(z,y)eA

xale.y) = { 0, se (z,y) ¢ A.

Seja f : A - R uma fungdo limitada e R um retangulo arbitrario fechado e
limitado, com lados paralelos aos eixos coordenados, que contém A. Qualquer

que seja a definicao porventura adotada de f em R\ A, temos

f@,y)xa(z,y) = f(z,y) se (z,y) € A

e
f(z,y)xa(z,y) =0se (z,y) e R\ A.

Assim sendo, introduzimos a notagao

f(z,y) se(z,y)eA

(fXA)(%y) :{ 0 se (x,y) e RN A.

Definigao. A func¢ao f: A - R é dita integravel em A se fx4: R — R é integravel

no retangulo R. Indicamos, vide abaixo a Figura 11,

ff Fdady = ff Fyadady.
A R

Figura 11: Tlustracao a definicao de f: A — R integravel

Exercicio 5 (Independéncia do retangulo). Verifique que a definicao da
integrabilidade, e da integral, da funcao f : A - R independem do particular

retangulo compacto (de lados paralelelos aos eixos coordenados) contendo A.
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Proposicao 11 (Integrabilidade e fungoes caracteristicas). A fun¢ao ya
é integravel se e s6 se OA tem contetido nulo.

Prova.

Notemos que vale a identidade (uma parti¢ao)
A=int(A)ud(A).
Donde entao segue (também uma particao)

R? = int(A) udAu (R?\ A).

E claro que x4 ¢ constante e continua nos abertos int(A4) ¢ R2\ A. Se
x € 0A, toda bola aberta (ndo degenerada) centrada em z contém pontos
em que x4 = 1, e pontos em que y4 = 0. Assim, o conjunto dos pontos de

descontinuidade de x4 ¢é a fronteira de A.

Seja R um retangulo fechado e limitado tal que

0AcAc int(R) cR.

O conjunto dos pontos de descontinuidade da funcao caracteristica x4 res-
trita ao retangulo R ¢ também O0A [verifique]. Entdo, pelo Teorema 9 (de
caracterizacao, de Lebesgue), a fungdo y4 é integravel em R se e somente
se a fronteira A tem medida nula. Por fim, visto que a fronteira 0A é
compacta, pelo Lema 7 segue que para o conjunto 0A sao equivalentes ter

medida nula ou contetdo nulo#

Exercicio 6. Seja f: A - R continua e A um subconjunto limitado do plano

com fronteira de contetido nulo. Mostre que f é integravel.
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Como consequéncia das propriedades da integral sobre retangulos temos que
dadas duas funcoes f e ¢ integraveis em A e uma constante real A entao, as

fungoes f + g e Af s@o integraveis em A e valem as propriedades,

g[f(x,y) +9(z,y)]dvdy = 4] flz,y)dxdy + g g(z,y)dxdy,
{f A (z,y)dady = A £f F,y)dedy e

g f(a,y)dudy > gg(w,y)dxdy, se f2g.
Notagao. Dado X c R? e A uma constante real, seja
AX ={\x:zeX}.

Proposigao 12 (Curvas de contetido nulo). Seja v :[0,1] - R? uma curva
de classe C' por partes. Entao, a imagem de ~ tem contetido nulo.
Prova. Podemos supor ~(t) = (x(t),y(t)) de classe C'! em [0, 1]. Cheque.

Como a fungao ~/(t) é continua e limitada, vemos que a imagem de 7' esta
contida em algum quadrado @ = [-r,r] x [-r,r], com r > 0. Pelo teorema
do valor médio, fixados 0 <t < s <1 segue que existem &; e &, ambos no

intervalo [t, s], tais que

7(s) =) = (s = 1)(2"(&1),4'(&2)).
Concluimos entao que
(12.1) v(s) pertence ao conjunto y(t) + (s-1)Q.

A seguir, dado n em N, consideremos a particao

do intervalo [0, 1] e os n sub-intervalos
g+ 1
[l,j—], com 0<j<n~-1
nn
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Fixemos um tal j. Dado s no intervalo [j/n,(j + 1)/n], por (12.1) temos

que o ponto () pertence ao conjunto
(3)+ =)
n n
Desta forma, definindo P; = 7(%) e observando que vale a inclusao
' 1
(s-2)ecse
n n

concluimos que

1  j+1
v(s) € Pj+—@Q, para todo s em [l,j+ ]
n non

Assim, a imagem da curva vy esta contida na reuniao dos retangulos R; = P;+
%Q (todos estes transladados do retangulo %Q), para o indice j percorrendo
{0,...,n—1}. Vide Fig. 12 abaixo.

Y

Figura 12: Ilustragao a Proposicao 12
E facil ver que

2r\?  4r?
Ro) + - +m(Ror)=n|L) =2
m( 0) + +m( 1) ’I’L( " ) o

Desta forma, é trivial concluir que a imagem de v tem conteido zero#
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Definigao. Seja A limitado em R2, com fronteira de conteiddo nulo.
A drea de A é m(A) = ff dxdy.
A
Lema 13 (Contetddo zero, topologia, drea zero e integracao). Seja A c R?
um subconjunto limitado de R?. Entao,
(i) A tem contetido nulo se somente se A tem contetido nulo
(ii) Se A tem contetido nulo entdo, A tem contetido zero.
(iii) A tem contetido nulo se e somente se A tem area zero.

(iv) Suponhamos que OA tem conteiido nulo. Entao, temos m(A) > 0 se e

somente se A contém um retangulo nao degenerado.

(v) Se A tem drea zero entao, para toda fungao limitada f: A — R temos

[[ f(z,y)dxdy = 0.
A

Prova.
(i) e (ii) Devido & inclusdao A c A, segue que se A tem contetido nulo entdo A
também.

Suponhamos a seguir que A tem conteudo nulo. Entao, dado € > 0, con-
sideremos Ry, ..., Ry retangulos fechados e limitados satisfazendo a in-
clusio A ¢ Ry U--U Ry e a soma m(Ry) +--+m(Ry) < e. E claro que
OAc Ac Riu--URy. Logo, A e A tém contetido nulo.

(iii) (=) Por (ii) e pela Proposicao 11, a fungao x4 ¢é integravel. Com a notagao

na prova dos itens acima temos x4 < Xg, + -+ XRry. LOgO,

Ogﬂdxdygﬂ dxdy+--~+/] drdy = m(Ry) + - +m(Ry) < €.
A R1 RN

Como € > 0 é qualquer, segue

f[ dzdy = 0.
A

Logo, A tem area zero.
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(<)

(iv) (=)

(<)

Sejam € > 0 e R um retangulo compacto contendo A. Temos, por
hipétese,
inf{S(xa,P): P é particao de R} =0.
Seja P uma particao de R, dada por sub-retangulos R;; tais que
S(xa,P) = ZMijm(Rij) <€, onde M;; =supxa vale 0 ou 1.
Y] ij
Para a colegao de sub-retangulos C = {R;; : M;; = 1} temos

Ac U Rij e Z m(Rij)<e.

Rl‘j eC Rij eC

Seja R um retangulo compacto contendo A. Pelo Corolario 10 (i) segue
que a funcao positiva

Xa:R—->R
nao ¢ nula em algum ponto de continuidade. Logo, existe a € A no
qual x4 ¢é continua. Como Y 4 assume apenas os valores 0 e 1, segue
que existe um retangulo aberto S, contido em R e contendo o ponto
a, tal que temos y4(x) = 1, para todo x € S. Isto é, o retangulo aberto

S estd contido em A.

Trivial.

(v) Seja R um retangulo fechado e limitado e contendo A. E facil ver que

R=int(A)wdAu (R~ A).

No conjunto

R\Z:RHZC,

a funcdo fya é nula e continua [verifique, note que A ‘6 aberto|. Logo, os

pontos de descontinuidade de fx 4 estdo em int(A)wdA, que tem contetido

nulo. Assim, fya é integravel. Seja M tal que

-M < f(z,y) < M, para todo (x,y) em A.

Temos

/fA(‘M)dl“dyS ffAf(:c,y)da:dys ffA Mdxdy.

Donde concluimos que

[/Af(x,y)da:dy =0 &
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Comentarios

o Sejam f: A — R integravel e 0A de conteido nulo. Consideremos B c A
com B de contetdo nulo. Vejamos que podemos trocar f sobre B por
qualquer ¢g: B — R limitada sem alterarmos o valor da integral de f em A.

Verifiquemos que f + gxg, definida em A, é integravel e

/f(f+ng)dxdy=f/fdxdy.
A A

De fato, basta ver que dado R um retangulo compacto contendo A (vide

Figura 13) entdo, pelo Lema 13 (v) encontramos

0= ff gdxdy = ff gxpdrdy = ff gxBXxadrdy = ff gxpdzdy.
B R R A

Figura 13: Ilustracao ao comentério acima
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¢ Dada uma funcao integravel, nao podemos alteré-la livremente em um con-
junto de medida nula e mantermos a integrabilidade. Seja f a fungao nula,
integrével e continua, no quadrado @ = [0,1]x[0,1]. Entao, B = Qn(QxQ)

¢ contavel, denso em @, e de medida nula (mostre).

A funcdo xp: Q — R (vide Fig 14) difere de f apenas sobre B. Mas, xp ¢

descontinua em todo ponto e nao é integravel.

grafico de yp

Figura 14: Ilustragao ao grafico da funcao X,
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8 - TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAIS

Definigao. Um subconjunto X de R? é conexo por caminhos se dados dois pontos
arbitrarios p e ¢, ambos em X, entdo existe uma curva continua v : [0,1] - X

com ponto inicial v(0) = p e ponto final (1) = g.

(1)

Figura 15: ITlustracao a um conjunto conexo por caminhos

Lema 14 (Continuidade e conexidade por caminhos). Seja f : X - R uma
funcao continua, com X um subconjunto conexo por caminhos de R?. Entao, a
imagem de f é um intervalo.

Prova.

Fixemos dois pontos arbitrarios p € X e g € X. Seja ¢ um nimero entre os

nimeros f(p) e f(q). Por hipdtese, existe uma curva continua
7:[0,1] > X com 7(0) =p e y(1) = ¢.
A fungao continua e real fo~:[0,1] - R satisfaz

F(v(0)) = f(p) e F(2(1)) = f(q).

Pelo Teorema do Valor Intermediario, a imagem de f o~ é um intervalo.

Logo, existe ¢ € [0,1] tal que f(y(¢)) =c#
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Teorema 15 (TVM para Integrais). Sejam f: A - R integrdvel e continua,

A conexo por caminhos e A de contetido nulo. Entao, existe (T,7) em A tal que

[[4f($,y)dxdy = £(7,7)m(A).

Prova.

(i)

(iii)

Pela Proposicao 11, o conjunto A tem area. Isto é, existe o nimero m(A).

Se m(A) =0, pelo Lema 13 (v) segue

ffA Fdady = 0.

Neste caso, qualquer (Z,7) em A nos serve. Suponhamos, a seguir, m(A) >
0. Ressaltemos que, pelo Lema 13 (iv), o interior de A é néao vazio. Evi-
dentemente temos inf f(A) =m < f(x,y) < M =sup f(A), para todo ponto

(z,y) em A, e

ms%sﬂ/l.

Analisemos trés casos.

Caso

m < —/f afdzdy <
m(A)
Por defini¢ao de infimo e supremo, existem (z1,y;) em A e (x2,y2) em A

satisfazendo [, faud
xay
f(r,y1) < ;‘n(—A) < f(22,12).
Entao, pelo Lema 14, o ntimero jf;‘n ]Zif)dy pertence a imagem de f.
Caso
dxd
,[fAf ray - M
m(A)

Temos [[,(M - f)dxdy = 0, com M — f uma fungdo continua e positiva
listo é, M — f > 0] e A um conjunto com interior nao vazio. Pelo Corolério
10 (ii), a funcdo M — f é nula nos retangulos abertos contidos em A. Logo,

qualquer (7,y) em int(A) nos serve.

Caso

W4 fdxdy _
m(A)

Segue do caso (ii) aplicado a funcao —f#
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9 - TEOREMA DE FUBINI

Lema 16 (Integrabilidade da integral inferior e da integral superior).
Seja f integravel no retangulo R = [a,b] x [¢,d]. Entao, as fungoes definidas no
intervalo [a,b] por

()= [y e @)= [ fy.

sao integraveis e

ff Fla,y)dady = [abI(a:)dxz /;bS(x)dq;,
[a,b]x[c,d]

Ainda mais, temos Z(x) = S(x) nos pontos em que ambas sdao continuas.
Prova.
Seja P = P1 x Py uma particao de R, com Py = {xg=a <z <<z, =b}
ePa={yg=c<y; < <yp=d}. Paraiem {1,...,n} e jem {1,...,m},
sejam Ry = [wi1, 2] x [yj-1,4;], Azi = 2 — 2im1, Ayy = Y5 — Yjo1, mij =
inf f(R;;) e M;; =sup f(R;;). Com tais notages temos,
P =3 S mgm(Ry) = 3. [zmz-jayj] A
i=1 j=1 i=1 Lj=1

Fixado = em [z;_1,7;], é facil ver que m;; < inf  f(x,y). Logo,
ye[yj-1,95]

S <3|t sen|an s [iena-1)

j=1 Yji-1,Y;

Donde, j& que z é arbitrario em [x;_q,x;], segue que

Z[Zmijij]Axi < Z[ [inf ]Z(x)]AxZ:S(I,Pl).
i=1 Lj=1 i=1 LT€

— | eelwi1,z;

Isto é, mostramos s(f;P) < s(Z;Py). Trocando f por —f encontramos

s(=f;P) <s(=8;P1). Donde segue, S(S;P1) < S(f;P). Resumindo, temos
s(fiP) < s(Z;Py) < S(ZyPr) < S(S5P1) < S(f5P).

Assim, como f é integravel, Z é integravel e sua integral é igual a de f.

Trocando f por —f temos que —S ¢é integravel com mesma integral que —f.

Por fim, como temos fab[S -I|(z)dx =0 e S-Z > 0, o Coroldrio 10 (ii)

garante a identidade S(x) = Z(x) nos pontos de continuidade de ambas #
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Teorema 17 (Teorema de Fubini). Seja f:[a,b] x [¢,d] = R integravel.

(i) Com a possivel exce¢ao de um conjunto de medida nula em [a,b] e de um
conjunto de medida nula em [¢,d], estao respectivamente bem definidas as

integrais
d b
ff(fc,y)dye ff(x,y)dfv.
C a
(ii) Definamos as integrais acima, nos respectivos subconjuntos em que elas
nao existem, como ou a respectiva fungao integral inferior (em todos os
pontos do respectivo subconjunto) ou a respectiva fungao integral superior

(em todos os pontos do respectivo subconjunto). As fung¢oes assim obtidas,

respectivamente definidas em [a,b] e em [¢, d], sdo integraveis e satisfazem

[ rdwdy- [b [d f(a.y)dydz = f f f(z,y)dxdy.
[a,b]x[c,d] a c c a

Prova.

Pelo Lema 16 temos
b

/[ff(:ﬁ,y)dy—if(a:,y)dy]d:v:(),

a
com o integrando positivo. Portanto, existe um conjunto de medida nula
X c [a,b] tal que [vide Corolario 10 (ii)]

if(%y)d?/ij(Ly)dyzfdf(w,y)dy, se x € [a,b] \ X.

Definamos

d
/ f(z,y)dy, nos pontos do conjunto X,
como a funcao C
ff(x, y)dy em todos os pontos de X,
ou como a fungéo_

ff(x, y)dy em todos os pontos de X.
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Seja qual for a escolha adotada, pelo Lema 16 temos (vide Figura 16)

f/ fdmdy:fb/df(x,y)dydx.
[e,d] a ¢

[a,b]x

Figura 16: Ilustracao ao Teorema de Fubini

Para finalizar, consideremos a funcao g : [¢,d] x [a,b] - R definida por
g(y,z) = f(z,y). E facil ver que ¢ é integravel, com mesma integral que f.

Pelos fatos ja provados temos

ff fQa,y)dedy = ff 9(y, x)dydz
[a,b]x[c,d] [c,d]x[a,b]

=ffbg(y7x)dxdy
=[dfbf(x,y)dxdy#
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Comentarios. Mantenhamos a notacao do teorema, e de sua prova, acima.

o Se X, o conjunto dos pontos de [a,b] tais que nao existe a integral

Jﬁ‘f(x,y)dy,

tem contetido nulo entao podemos definir tais integrais em tais pontos como
qualquer valor real (por exemplo, zero). Evidentemente, segue uma ob-

servacao analoga com respeito ao correspondente subconjunto
b
Y = {y € [¢,d] : nao existe f f(x,y)dx}
o Se f:[a,b] x[c,d] = R é continua entao existem as integrais
b d
/ flz,y)dx, Yy em [c,d], e / f(z,y)dy, YV em [a,b].

o Chamamos de integrais iteradas de f as integrais

fff(x,y)dydx e fff(m,y)da:dy.

o “Fubinito” ou “Fubininho” ou “Baby Fubini”, é o teorema de Fubini enunciado
para uma fun¢ao continua f : [a,b]x[¢,d] = R [vide R. E. Edwards, Fourier
Series - A Modern Introduction, Volume 1, 2nd ed., Springer, 1979, p. 51].
Entao, a continuidade uniforme de f garante “trivialmente” e sem maiores

apelos (cheque) as existéncias das integrais e das identidades

[ ) dudy - [b [d f(a,y)dydr = [d [b f(a,y)drdy.
[a,b]x[c,d] a ¢ c a

o Qutras variantes do teorema de Fubini afirmam apenas que, sob certas

condicoes, temos

fbfdf(x,y)dydx=fff(x,y)dwdy.

o Se f é positiva [i.e., f >0 em todo ponto| entdo o nimero

f(x,y)dzdy
[a,b]x[c,d]

¢ o volume do conjunto {(:E,y,z) eR3:a<x<hec<y<d, e()ézsf(x,y)}.
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Exercicio 7. Sejam c¢(x) e d(x) duas fungdes continuas em [a, b] e tais que, para

todo x em [a,b] temos ¢(x) < d(x). Seja
B={(z,y);a<z<bec(r)<y<d(z)}.

Isto é, B é a regiao limitada pelos graficos das fungoes ¢ = ¢(z) e d = d(z) e as

retas x =a e x =b. Vide Figura 17.
Y

Figura 17: ITlustracao ao exercicio acima

Considere f: B - R continua. Verifique que

] #Gyydady - /b 7)f<x,y>dy dz.
B a |e(z)

Exercicio 8. Enuncie e verifique um resultado analogo ao apresentado no
exercicio acima para duas fungoes continuas a(y) e b(y) definidas em [¢,d]. Faca

um esboco.
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10 - MUDANCA DE VARIAVEL

Nesta se¢ao motivamos o Teorema de Mudanca de Variaveis em duas variaveis.

Para tal apresentamos, na ordem abaixo,

(1) Um esbogo da demonstracao usualmente encontrada em textos classicos.
(2) Um enunciado razoavelmente geral, para este curso, do teorema.

(3) Uma demonstracao bastante instrutiva de uma versao simplificada.

Uma prova no contexto da teoria da integracao de Riemann requer uma
razoavel quantidade de cuidados, os quais sao interessantes e importantes mas
dispensaveis em um curso introdutério (vide referéncia [7]). Uma prova mais

elegante pode ser dada com a teoria da integracao de Lebesgue.

Observagao. Seja @ = (a,b) o vetor em R? representado pelo segmento
de inicio (0,0) e final (a,b). Dois vetores 4 = (a,b) e ¥ = (c,d), nao para-
lelos determinam um paralelogramo P (suposto no primeiro quadrante). Seja

W=1u+7={a+b,c+d). Representemos P no plano cartesiano.

Y
(c,d)
b+d | ___[ _______________ (a+c¢,b+d)
i (a+¢,b)
d +---- |
,,,,,, ! (a,b)
9] c a a+c x

Figura 18: Determinante/Area

Pela figura, a area de P é dada pela area do retangulo de vértices O =
(0,0), (a+¢,0), (a+c,b+d) e ((0,b+d) subtraindo-se as areas de dois
trapézios congruentes e dois triangulos congruentes. Obtemos

A(P) = (a+c)(b+d)—2[W]_2(%i)

=ad-bc= &

b d

43



(1) Esbogo de uma Prova do Teorema de Mudanca de Variavel

Consideremos uma fungao ¢ € C'(R;R?) inversivel com inversa de classe C',
onde R = [a,b] x [¢,d] (i.e., ¢ é de classe C' em um aberto contendo R). Seja
B=¢(R) e f: B —R continua. Seja também P =Py x Py, com

Pr={ug=a<u; <+ <u,=b} e Po={vg=c<uv < <uvy,=d},

uma partigdo de R com sub-retangulos R;; = [u;-1,u;] % [vj-1,v;], tais que i €
{1,...,n} e je{l,...,m}. Definamos Aw; = u; —u;—1 e Av; = v; —v,_1. Introdu-

zamos os conjuntos (vide Figura 19)

Bij = p(Ryj) = {(5573/) = p(u,v) : (u,v) € Rij}'

Y Rjj ! Bij

u x
Figura 19: Ilustracao ao Teorema de Mudanca de Variavel

Se a particao P é fina o suficiente entao, a area de cada regiao B;; = ¢(R;;) é

aproximadamente a area do paralelogramo determinado pelos vetores

Oy Oy
%(ui,vj)Aui € %(ui7vj)Avj.
Isto é, 5 5
[ ¥ ¥
area(Bij) N %(U“ ’Uj) AN %(ui,vj) AUZ‘AU]‘.

Escrevamos a fungao ¢ = (¢1,p2), segundo suas fungoes coordenadas. Desta

forma, considerando a matriz jacobiana de ¢ temos

Op1 g2
Jo(uivs)=| oo g | (uivy),
v v -

sendo que o determinante jacobiano é a area orientada do paralelogamo determi-

nado pelos vetores g—‘i(ui,vj) e g—f(ui,vj).
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Portanto, temos que
area(B;;) ~ | det Jo(u;, vj)|Au;Av;.
Introduzindo os pontos (z;,y;) = ¢(u;,v;) em B;; temos

> f (i y))m(Big) » 3 (e (uivp)) det Tl (ug, v;) Aui Avy,

com o simbolo Y’ indicando o somatorio sobre todos os indices ¢ e j dados. Gragas
%,J

a esta ultima aproximagao é razoavel esperar que, conforme a norma da particdo

P [isto é, o ntimero |P| = max{Auy, ..., Au,, Avy, ..., Av,,}] tende a zero, encon-

tremos a identidade

[ff(x,y)dxdyzf[f(go(u,v))|detJgp(u,v)|dudv.

(2) O Teorema de Mudanga de Variavel na Integral Dupla

Teorema 18. Seja ¢ : K - R?, onde K é um compacto em R? com fronteira
de contetido nulo, de classe C' em um aberto contendo K. Suponhamos que
p(int(K)) = int(p(K)), com ¢ inversivel em int(K) e det Jyp # 0 em todo ponto
em int(K). Entao, para toda f:p(K) — R integravel temos,

[[f(x,y)dxdyz/ff(gp(u,v))|dethp(u,v)|dudv.

w(K)
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11 - TEOREMA DA MUDANCA DE VARIAVEIS POR PETER LAX

Teorema 19 (P. Lax - 1999). Seja ¢ € C?(R?;R?) tal que ¢(x) = x para
todo |x| suficientemente grande. Entao, para toda f em C(R?;R) e com suporte

compacto temos

] e @ vlaudo= [ fa.y)dzdy,

onde |(Jp)(u,v)| é o médulo do determinante da matriz Jo(u,v).

Prova.

Provaremos tal resultado apenas para funcoes diferencidaveis. O caso f

continua segue por aproximacoes. Seja

9@ = [ fty)e

E claro que —x = f. Seja ¢ > 0 tal que Suporte(f) c @ = [-¢,c] x [-¢,c] e
o(u,v) = (u,v) se (u,v) ¢ Q. B facil ver que g(x,y) =0 se |y| > ¢ ou z < —c.
Seja R > 0 tal que p(u,v) = (u,v) se |(u,v)| > R. Assumamos ¢ > R. Temos,

(19.1) [[f o(u, v) | Jo(u,v)|dudv = [[ <p(u )| Jp(u, v)|dudv.

Escrevamos ¢ = (o1, ¢2) segundo suas fungoes componentes. Pela regra da

cadeia obtemos,

gL g1 9 9
J(g o) Qp) = [V9]1x2 21: :321} [89 V<,01 + a_gv¢2:| .
u ov lowo Y 1x2

Gragas a tal equagao matricial e as regras usuais para determinantes segue

d(gop)  A(go 9 2

W S| | S Gy | _og| ver |09 4 s
A2 92 - \% Oz| v On -
ou v 72 ”

Logo, encontramos a identidade

29 (o, 0)) det(Jp) (.0) = 2220,(909) ~ 20,90 )

Substituindo tal expressao no lado direito de (19.1) obtemos
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fff(SD(uaU))lJSO(u,deudwff[%au(gw) - %&)(gw)]dudv.
Q

Integrando por partes temos, ja que %(ic,v) =le(gop)(cv)=g(cv),

[C [_[C (9902(u V) 0y (go¢)du]

u= ~ c a
u=-c —c 3u8

1%

:f:[g(c,v)—g(—cm)]dv - ﬂaugi(u,v)(gow)(u,y)dudv_
Q

2 (0,0) (970 9) (u, v)du| do

A seguir, integrando por partes temos, pois (g o ¢)(u,xc) = g(u, £c) =0,

[ [ [ _(“ v)0y(g 0 so)dv]du -

v=+cC C

- (T2 @oe | - [Tl @) goe)w o]

] e (g o ) uydud.
Q

Subtraindo os resultados destas duas integragoes por partes encontramos

ff 3%02(u v)0u(go @) (u,v) - %(U,U)av(goso)(u,v)]dudvz

[9(c,v) —g(=c,v)]dv + L2 (u,v) | (gop)(u,v)dudv.
f f/[a (9u  Qudv

Entretanto, pelo Lema de Schwarz as derivadas mistas comutam. Logo,

[ 220.500) - %2090 0)]audo= [ To(e,0) - g(-c0))dv =
Q

:f [f £, v)dt—[ £, v)dt]dv—
[ / f(t, v)dtdv—/ flz,y)dxdys
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