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1 - Introducao

Lema 1. Sejam ¢ € C?%([a,b]) e dois pontos ty e t distintos e em [a,b].

Existe ao menos um ponto &, com £ entre ty e t, com £ £ty e £ #t, tal que

o(1) = ol10) + £/ (10) (1 10) + T (1 -2

Prova.

Existe, é 6bvio, um tinico nimero A, dependendo de ty e ¢, tal que

p(t) = p(to) + ¢'(to) (t = to) + At = ).

Definamos a fungao
F(s) = p(s) = p(to) —¢'(to) (s —to) = A(s —t0)*.

Temos F(tg) =0 = F(t). Pelo TVM existe ¢ entre (estritamente) ¢, e ¢ tal
que

o PO -9 (t)

0=F"(c) =¢'(c) -¢'(to) ~2X\(c~t)) = —


http://www.ime.usp.br/~oliveira

Pelo TVM aplicado a ', existe &, com £ entre tg e ¢, £ #tg e £ # ¢, tal que

rs

SOI(CZ:Z’(tO) _ 90”(5) — )= sz(f)

A seguir, para simplificar, obtemos férmulas em torno da origem O = (0,0)
no plano cartesiano. Com uma translagao, obtém-se formulas analogas em

torno de outros pontos.

. — — A s .
Sejam {e7, e3} a base canonica ordenada de R? e um raio r > 0.

Teorema 2 (Polinﬁmio de Taylor de ordem 1, resto de Lagrange).
Sejam f € C2(B(O;r)), ¥ = (h,k) com |v| <r e o ponto P =0+ 7.

Definamos

©o(t) = f(th,tk), parat em um intervalo aberto contendo [-1,1].

Temos,

(@) @'(t) = fulth th)h+ f,(th,th)k = 2L (th, k).

9%
(1) @"(t) = for(th,th)h? + 2f,, (th,th)hk + f,, (th, th)k? = ?;f (th, tk).
(c) f(O+7) = f(O)+ gi (0) + %gz (P), com P no segmento OP.

Prova.

(a) Imediata, pela regra da cadeia e pela defini¢cao de df/0v.

(b) Diferenciando a férmula obtida em (a) e usando que pelo Teorema de

Schwartz as derivadas mistas de f € C% comutam (i.e., fz, = fy.) temos

" *f %f
() = 8:62 8y8:ck] [8x8y Y2 k]k
Pfy 50 Pf g

- 0:)32h 28x0yhk Oy? o

(c) Basta avaliar ¢(1), ¢(0), ¢’(0) e usar o Lema 1 e os itens (a) e (b)#

Dados u e v, vetores no plano, indiquemos seu produto interno por (u,v).
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Exercicio 1. Sejam f € C2(R2;R), um ponto P e ¥ = (h,k). Entdo,
f(P+7) = f(P)+(Vf(P),(hk)) +% [fex(P)R? + 2oy (P)hk + £y (P)K?],

para algum P no segmento unindo os pontos P e P+ 7.

2 - O Hessiano em Duas Variaveis

Definigoes. Seja f: € - R, com €2 aberto em R2. Classificamos um ponto

Py em €, relativamente a funcao f, como

(a) de maximo [minimo] local se f(P) > f(P) [f(P) < f(P)] para todo
P e B(Py;r) c Q, para algum r > 0. Se a desigualdade é estrita para
todo P € B(Py;r) N {Fy}, entdo Py é de méximo [minimo] local estrito.

(b) de maximo [minimo] global, ou absoluto, se f(Py) > f(P)[f(Fo) <
f(P)], para todo P € ). Se a desigualdade é estrita para todo ponto
PeQ~{FR}, dizemos que Py é, em adicao, estrito.

(c) extremante local [absoluto] se é de maximo, ou minimo, local [absoluto].

(d) ponto critico, ou estaciondrio, de f, supondo f em C*(f2), se

of af
G (R =50 (R) =0

(e) de sela, se é ponto critico de f mas nao de maximo ou minimo, locais.

Atencdo. Um ponto de maximo, ou minimo, local de uma funcao f, com f
de classe C' em um aberto, é sempre um ponto critico. Se [7'] = 1, entdo
of
L(P)
0]
é dita a derivada direcional (normalizada) de f, no ponto P e na direcdo ¥ .

Corolario 3. Seja f € C?(B(Py;r)), com Py = (x9,yo) um ponto critico
de f. Dado W = (h,k), com |¥| < r, existe um ponto (Z,¥) no segmento

unindo os pontos Py e Py+ v tal que

0? 0? 0?
Flaoshoan ) (o) = 5 [ 54 @i s 25 L @pmks S0 @ k2],

Prova. Segue, trivialmente, do Exercicio 1 e da definicao de ponto critico#
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Estudemos a forma quadratica
QP = QP(ha k) = f:c:c(P)h2 + 2.f:cy(P)hk + fyy(P)k2~
Para tal, vejamos algumas defini¢bes e notacoes apropriadas.
A transposta de uma matriz A = (a;;) € Myxm(R), onde 1<i<nel<j<m,
é a matriz AT € M, (R), onde

AT = (b)) e bys=agsel<r<mel<s<n.

Uma matriz (quadrada) é simétrica se AT = A.
Fixemos {e7, e5} a base canonica de R2. Seja O a origem de R2.

Identificando R2 = My, (R), indicamos um vetor v = he; + key por

h
v = :
k
Assim, temos o (vetor) transposto vT = (h k).

Teorema 4. Dados a,b,c € R, sejam H = ac - b? e a forma quadratica

b h h
z=Q(v)=ah2+2bhk+ck2=( h k )( Z )( L ) ,comv=( B ) em R?.
C

(i) Se a # 0, vale a fatoragao

220() =a l(h . 2k)2 . 5/&] |

2
(ii) Se a #0, o grafico de @ : R? - R é um parabol6ide dos seguintes tipos.
e Se H >0, um paraboldide eliptico ou circular, com eixo Oz e conca-
vidade para cima [baixo] se a >0 [a < 0].
e Se H <0, um paraboldide hiperbdlico com sela na origem O.
e Se H =0, um paraboldide cilindrico.
(iii) Sea=c=0e b#0 (logo, H <0), temos um paraboldide hiperbdlico.

(iv) Ainda, a funcdo z = Q(v) troca de sinal se e somente se H < 0.

Se o grafico de ) é um paraboldide eliptico ou circular entao 0 = Q(O) é
valor minimo/méximo estrito e absoluto. Se o gréfico de () é um parabol6ide

cilindrico entao 0 = Q(O) é valor minimo/maximo nao estrito mas absoluto.
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Prova.

(i) Pondo a € R em evidéncia e completando quadrados obtemos,

2 2 _ 2
Q(U)Za(h2+%hk+i):a[(h+%) + & bk2].
a

a a a?

(ii) , (iii). Consequéncias triviais de (i).
(iv) O caso a # 0 segue por (i).

Se a =0, a fungao Q(v) = 2bhk + ck? troca sinal se e s6 se b # 0. Isto é,

se e somente se H = -b? <0+

Se M é a matriz simétrica 2 x 2 no Teorema 4, entao () é chamada de forma

quadratica associada a M. Entao, obtemos as férmulas
T h
Q(v) =v' Mv = (Mwv,v), onde v = .l

com (-,-) indicando o produto escalar em R2.

Definigoes. Sejam f € C2?(2) e P um ponto critico de f. A matriz hessiana

e o hessiano, ambos de f e em P, sao

fex(P)  fay(P)

HiP)= ( Fu(P) f(P)

) e Hf(P)=detHf(P).

A forma quadrdtica associada a f, no ponto P, indicada Qp, é a forma

quadrética associada a matriz hessiana 1 f(P).

h
Proposicao 5. Sejam f e C2(Q), um ponto P em Q e v = ( L ) em R2.

Entao,

Qp(v) = vTHF (P = (Hf (P, v} = g?; (P).

Prova.

Segue da Proposicao 2#



Teorema 6 (Teste do Hessiano). Seja f € C2, um ponto critico P de f,

2LP) ZL(p

H(P) = ( m(P) agl) ) o HI(P)=detHf(P)
axay(P) a_yz(P)

(a) Se Hf(P) >0 e f..(P) >0 entao P é ponto de minimo local estrito.

(b) Se Hf(P) >0 e f..(P) < 0 entao P é um ponto de médximo local

estrito.
(c) Se Hf(P) <0 entao P é um ponto de sela.
(d) Se Hf(P) =0 entao P pode ser de qualquer um dos tipos acima.

z

grafico aproximado de f

Figura 1: Caso em que f..(P)>0 e Hf(P)>D0.

Prova.

(a) Como f e C? temos Hf = foofyy — f2, > 0 e for > 0 numa bola
B(P;r), se r > 0 e suficientemente pequeno. Pelo Corolério 3, dado
v = hey +key, com 0 < |7 < r, existe um ponto P no segmento unindo
Pe P+7 tal que
F(P+7) = f(P) =5 [for(P)h? + 20, (P)hk + f,, (P)K?] =

=[P+ ;—g;kf + 2B 2] > 0.

(b) Basta aplicar o item (a) a fungao —f.
(¢) Pelo Teorema 4(iv) segue que [vide Prop. 5] Qp(7) = %(P) troca

de sinal segundo v. Logo, P néo é extremante local. E ponto de sela.

(d) Vide exemplos 1, 2 e 3 abaixo#
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Exemplo 1. A funcao
flay) =a* +y

é tal que (0,0) é ponto de minimo absoluto estrito, e o valor minimo é 0.

E, ainda, o tinico ponto critico e f e suas derivadas parciais se anulam nele.

Exemplo 2. A funcao
flay)=2°+y°

é tal que f e suas derivadas parciais se anulam em (0,0), que é o unico
ponto critico. Porém, é facil ver, (0,0) nao é extremante local e é um ponto

de sela.

Exemplo 3. Seja
f(z,y) = az® + by + cxy + dx + ey +1,

com a,b,c,delem R, ea?+b*>+c?+0. Se Py é extremante local entao I
é extremante global (absoluto).
Prova.
Seja U = (h,k) e R2. O ponto Py = (0,yo) ¢é critico e
0 = ?f(:co,yo) = (2axo + cyo + d, 2byg + cxo + €) .

Computando f em (zg + h, yo + k) obtemos

f(zo+h,yo + k)

a(zo+h)2+b(yo + k)% +c(xo + h)(yo + k)
+d(zo+h)+e(yo+k)+1

(ah? + chk + bk?) + (2axq + cyo + d)h + (2byo + cxo + €) k+
+ (azd + byl + cxoyo + dwo + eyo + 1) =

(ah? + chk + bE?) + f(z0,%0) -

Il

Donde, f(x¢+ h,yo+k) = f(z0,v0) = ah® + chk + bk?.

Para completar a solucao, aplique o Teste do Hessiano#



Exemplo 4. (Um tnico ponto critico, minimo local mas ndo global.) Analise

fla,y) =2+ (1-2)y* .

Solucgao.

Temos
Y f(a,y) = (20 -3(1 - 2)%%,2(1 - 2)%y) e f(0,0) =0.

Logo, V f = (0,0) implica (1 —2)3y =0 ¢ assim, ou y =0 [e 2 = 0], ou z = 1

e neste caso 2z + 3(1 —x)3y? = 0 nao tem solugao.
Portanto, apenas (0,0) é ponto critico.

Ainda, temos

for =2+ 6(1-2)%y% fo, = -6(1-2)%y, f,, =2(1-2)3

Hf(0,0)=((2) ;)

e entao
e (0,0) é minimo local. Porém f(2,3) =-5<0e (0,0) ndo é minimo global#

Exemplo 5. Estude os pontos criticos de
f(z,y) =2° +y* - 52 - 32y - 3.

Impondo
Vf=(52"-5, 49> -32) = (0,0),

obtemos os pontos criticos (1,2) e (-1,2). Ainda,

203 0

’Hf(w,y)=( 0 12

) e  Hf(x,y) =240z .

Logo, (1,2) é ponto de minimo local e (-1,2) é ponto de sela#
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Exemplo 6. Determine a distancia entre as retas
rex=1+\ y=1+6\ 2z=2\, AeR
stx=1+2u, y=5+15u, z2=-2+6u, pelR.
Solucao (ha solugdes via geometria vetorial ou multiplicadores de Lagrange).

Consideremos os pontos arbitrarios P e () sobre r e s, respectivamente:

P =(1+X, 1+6X, 2\), XeR
Q =(1+2u,5+15u,-2+6p), pek.

O quadrado da distancia entre P e @, |C_Qj5|2, ¢ dado pela expressao,
DA, )= (A=2u)* + (=4 +6X = 15u)* + (2A +2 - 6p)? =
= 41)2 + 26512 — 208\ 1t — 40\ + 964 + 20 .
Com VD = (82X — 208y — 40,5301 — 208\ + 96) e os pontos criticos de D:

41X =104 - 20 =0 44 16
- ()\,,u)=(—,—)
~104\ + 265 +48 =0 [
A matriz hessiana de D no ponto P = (4—74 , %) é,
82 =208
7‘[ D P = )
(D)R) (—208 530 )

com %QTQ(PO) =82 >0 e hessiano H(D)(Fp) =82 x 530 - (208)2 =196 > 0.

Logo, Py é ponto de minimo local de D e, como é o tinico ponto critico de
D, mede a distancia (ao quadrado) entre dois pontos arbitrarios das retas
r e s, segue que estas nao sao paralelas e portanto ou sao concorrentes ou
sao reversas. Ainda mais, geometricamente deduzimos que P, é ponto de

minimo global.

Substituindo os valores encontrados para A e i obtemos,
225 .
77T
B 715 82
T T

P=(1+>\,1+6)\,2)\)=(

Q=(1+2u,5+15u,—2+6u)=(

Entao, a distancia ente r e s é:

FQZ %4_%4_%: %:1_4:2'
|
49 49 49 49 7



22 Solugao (via geometria vetorial).

As retas r e s nao sao paralelas e portanto ou sdo concorrentes ou sao

reversas.

Um ponto P = (z,y,z) € R3 pertence ao plano m que contém a reta r e é
paralelo a reta s se e somente se [note que (1,1,0) pertence a r]:
r-1 y-1 2z-0
0= 1 6 2 |=6(z-1)-2(y-1)+32=61-2y+3z—4.
2 15 6
A distancia procurada é entao a distancia de qualquer ponto de s ao plano 7.
Escolhendo (1,5,-2) em s obtemos (utilizando a férmula para a distancia):
6.1-2.5+3.(-2) -4 14
Nrvo

Exemplo 7. Seja z = f(x,y) = (y—2?)(y-222), com (x,y) € R2. Verifique:

d= =28

a) O=(0,0) é o tinico ponto critico.

(a) O

(b) O teste da derivada segunda é inconclusivo para classificar O.

(c) f restrita a qualquer reta y = mz por O tem em O um minimo local.
)

(d) f nao conserva sinal nas vizinhangas de O, que é ponto de sela.
Solucgao.

(a) E claro que Vf= (2z(4x% - 3y),-322 +2y) = O se e s6 se (z,y) = O.

(b) Temos fy, = 2422 -6y, fuy = fyz = —6x € f,, =2. Logo, o determinante
hessiano em (0,0) é Hf(0,0) = 0.

(c) Seja p(x) = f(x,mx) = (mx —x2)(mz - 22?) = 22* - 3ma? + m222, com
m uma constante real. Valem as férmulas, ¢’(x) = 823 — 9ma? + 2m2z,
©"(x) = 2422 -18max+2m?, ¢'(0) =0 e ¢”(0) =m? >0, se m # 0. Logo,
o ponto x =0 é ponto de minimo local de ¢, se m #0. Se m =0 temos
f(x,0) = 2z* e é claro que z =0 é entao ponto de minimo de .

(d) Nas regices {(x,y) :y > 222}, {(x,y) : 22 <y <222} e {(z,y) : y < 2%}
temos f >0, f<0e f>0, respectivamente.

Note também que para = ~ 0, com x # 0, os pontos (z,mx) da reta

pertencem a regiao em que f > 0%

10
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No Exemplo 8, identificamos vetores (e pontos) em R? com matrizes-colunas

em Mo, (R) e fixamos a base canonica de R?,

A2 =(2)

Exemplo 8. Seja f € C?(2;R), no aberto €2 de R?, com ponto critico O.

Sejam

f:c:c .f:cy

f:vy vy

Hf = foafy -T2, ¢ Hf= ( ), para P arbitrdrio em €.

(a) Suponhamos f,,(P) # 0 e as matrizes abaixo avaliadas em P.

Verifique que definindo
1 0 1 0
f:vz f:vz
obtemos

fer O fex O
T _ _nT
MHfM —( 0 ff e Hf=N 0 ff N

(b) Com a representagao diagonal para H f e o Corolario 4 mostre que

e Se i
f2x(O) >0 e ff(0)>0
entao O é ponto de minimo local estrito.
e Se i
fex(0) <0 e ff(0)<0

entao O é ponto de méaximo local estrito.

(c) Se Hf(O) <0, entdao O ¢é ponto de sela.
Dicas para (c).
Sejam a = f,,(0), b= f3,(0), c= f,,(O) e N = N(O).
- No caso a # 0, considere os vetores u e v, ambos em R2, definidos

por Nu =e; e Nv = ey, e mostre que

Pf, . @f - HfO)
C2(0)=a e SL(0)= L2

11



- O caso b # 0 segue do caso acima, considerando g(x,y) = f(y,z).

- Se a =c =0, para os vetores

A)el)

avalie as derivadas de segunda ordem

’f ’f
au'?) ¢ 320)
Outra sugestao para (c).
Compute
>f 0) =vT O
w( )=v Hf(O)v
nos casos abaixo e para os vetores indicados.
- Se a # 0, para
-b
vV =
a
- Se ¢ # 0, para
¢ )
v= )
-b

- Se a=c=0, para

1 1
v=( 1) e também para v=( ) )

A seguir, abordamos o hessiano em trés variaveis.

12
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3 - O Hessiano em Trés Variaveis

’

E simples generalizar esta secao para matrizes simétricas de ordem n > 4.

Proposicao 7. Seja A € M3(R) uma matriz simétrica,
a1 Ai2 Qi3
A=] a1z ax azsz 1>
a3 Q23 0asg

com menores principais de ordens 1, 2 e 3,

Al =aii, AQ = i e Ag = det A,
iz G22
nao nulos. Entao, existe M € M3(R) tal que det M =1 e
Ay 0 0
MTAM =10 % 0 |=0D
0o 0 &

Prova.

Construiremos D a partir de A pelo método da eliminacao de Gauss e de
operagoes elementares realizadas pela multiplicagdo por matrizes (elementa-
res) com determinante 1. Lembremos que multiplicar uma linha ou coluna
por um numero e entao adiciona-la a uma outra linha ou coluna, respecti-
vamente, ¢ uma operacao elementar que nao altera o determinante de uma

matriz.

Na etapa 1 inicialmente multiplicamos a 1% linha de A por —22 e somamos
a 2% linha e, ainda, multiplicamos a 1* linha por -£! e somamos a 3%
linha. Efetuamos tais operagoes, que comutam, multiplicando a matriz A

a esquerda, respectivamente, pelas matrizes

100 1 00
M= -22 10| e M= 0 10
0 01 —mag

all

A seguir, na matriz obtida efetuamos operagoes nas colunas correspondendo
as feitas nas linhas: multiplicamos a 1% coluna por —Zﬁ e somamos na
2% coluna e multiplicamos a 1* coluna por —£1* e somamos na 3* coluna.

Efetuamos tais operagoes multiplicando a matriz & direita por M{ e M.

13



Resumindo as quatro operacoes obtemos,

ai; Gr2 a3 aii 0 0
T T _ _ 1 1
MoMy| aia ase ags | My My =Dy=| 0 agz) aé?,) ;
1 ()
a1z Qg3 a33 0 Qog” Qg3

onde a%), aé? e aé? sao os coeficientes que surgem ao final da etapa 1.

Devido as operacoes realizadas os respectivos menores principais das ma-

trizes simétricas A e D, sao iguais. Consequentemente temos,
(1) _ Do

(1)
a11Q99 =A2 > Qoo —A—.
1

)
Na etapa 2 multiplicamos a segunda linha de D; por —% e somamos a
92
terceira linha, representando tal operacao pela matriz M3, e completamos
efetuando a operagao correspondente nas colunas de D;, representada (a

operagao) pela matriz MI. Obtemos entao,

10 0Y({a, 0 0 10 0
ey
MsDiMi =10 0 1110 aff af) 00 -2 | =

a4 ) 922
0 T 0 o3 U33 01 1

a1 0 0

=lo 4 o | =D
0 0 af)

Analogamente a etapa 1, devido as operagoes efetuadas, os trés menores

principais de Dy sao iguais a seus respectivos em A e Dy. Isto é,

a1l = A17 anaé? = Ay ) anag)aé? = A37
@ _ D2 NOREY
22 A 33 A

Por fim, notemos que MTAM = Dy com M7T = MsMyM,; e det M = 1m
Corolario 8. Definindo N7 = M-, temos

A=NTDN, com detN =1.
Prova. Trivials

Lembrete. Duas matrizes quadradas A e B, ambas em M, (R), sdo congru-
entes se existe M inversivel em M, (R) tal que MTAM = B.

14
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~ . —_ = — ~ s . T
Notagdo. Fixemos {e7, €3, €3}, a base canonica do espago vetorial tridimen-

sional R3. Seja O a origem no espaco cartesiano tri-dimensional R3.

Identifiquemos vetores (e pontos) em R3 com matrizes-colunas em My (R):

U1

— — — — _

UV =V1€e1 +vge9 +V3z€3 = () =.
U3

Observemos que vT = (v1,v9,v3).
Com tal identificagdo, dada A € M3,3(R) definimos a aplicacao linear
T:R? > R?

por

T(7) = Av, para v em R3.

Identificando T = A, escrevemos

A(T) = Av.

Dada um fungao f = f(x,y,z) de classe C2?, sua matriz hessiana é

fxx f:cy f:cz
Hf = f:cy fyy fyz
fez fyz ez

Sejam z e y ntmeros reais.

Osinaldex é +1se x>0, -1sex<0e0sex=0.
- Sex>0ey<0, entao x e y tem sinais opostos.

- Se £ >0, entao x é positivo.

- Se x <0, entao x é negativo.

- Se x>0, entao x é estritamente positivo.

- Se x <0, entao x ¢é estritamente negativo.

15



Teorema 9. Seja f € C?(2), com Q aberto e ponto critico O. Consideremos
0s numeros

9%f  9:f  9%f

ﬁ o%f ? Bmzay 890282
Ox? Ox O 0 0 e}

A1 = .f:c:c(O) ’ A2 = 832Uf ngy (O) € A?’ = 6y8fx 8_y]20 3yafz (O)
dyox  9y? > f > f 2’ f

920z 020y  02%
(a) Supondo estes trés nimeros nao nulos, valem as propriedades a seguir.
(i) Se Ay >0, Ay >0 e Az > 0, entao O é ponto de minimo local
estrito.
(ii)) Se A; <0, Ay >0 e Az <0, entao O é ponto de maximo local
estrito.
(iii) Se (a)(i) e (a)(ii) nao ocorrem, entao O é ponto de sela.
(b) Se ocorre qualquer das condigoes abaixo em O, tal ponto é de sela.
(i) Existem nimeros na diagonal principal da matriz hessiana H f(O)
com sinais opostos.
(ii)) Ou Ay < 0 ou (por analogias) f..(O)f..(O) —[f+-(0)]* < 0 ou
fu(0)f(0) = [f4=(0)]? < 0.

Prova.

(a) Por continuidade, os menores principais foe, feofyy = f2, € det H f nao
se anulam numa bola B(O;r), r > 0. Seja v com 0 < |7¥| < r. Analo-
gamente ao que ocorre em R2, existe P € B(O;r) tal que

THf(P
£+ 7) = f(0) + N
Pela Proposicao 7 temos
Hf(P)=N"DN, onde N =N(P) e D=D(P),

sendo que N é uma matriz inversivel e D = (d;j)1< j<n € Uma matriz

diagonal com

— 2
dll = fwwa d22 = fxxfyy (.f:cy) (§ d33 det %f

fxx ) fxxfyy_(fxy)2.

Logo,
. (Nv)TD(Nw)
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(i) Segue da identidade imediatamente acima.

(ii) Segue do item (a)(i) aplicado a funcao —f.
(ili) Sejam D = D(O) e N = N(O). A diagonal de D tem elementos
com sinais opostos e Hf(O) = NTDN. Como N é inversivel, para

cada i = 1,2,3 existe um vetor ¢; tal que Ne¢; = ¢;. Assim,

o2f

- @] =€ZTHf O €; = NEZ‘ TD NEZ‘ =63—‘D6i=dii.
0¢;

Logo, O nao é ponto de maximo nem minimo local. E de sela.

(b) (i) Trivial, pois fis, fyy € f2. tem a forma 02 f/0v? para v = ey, ez, €3.
(ii) Definindo F'(z,y) = f(z,9,0), temos VF(0,0) = 0 com hessiano
HF(0,0) = H1£(0,0,0) < 0. Pelo caso bi-dimensional, (0,0) é

ponto de sela de F'. Donde, O = (0,0,0) é ponto de sela de f#

Exemplo 9. Estude com relacao a maximos e minimos locais a funcao
f(r,y,2) =23+ +2° -3 -3y-32+2.

Solucgao.

Temos, Vf=(3(z2-1),3(y>—1),3(22-1)) e e 8 pontos criticos:
P =(£1,+1,+1).

Como as derivadas parciais em uma varidavel sao fun¢oes independentes das

demais varidveis, as derivadas mistas fgy, fz. € f,. sao nulas. Donde,

6z 0 0 6 0
X
As=Hf(P)=[ 0 6y 0 ;o Ap=
0 oy
0 0 62

Pelo Teste do Hessiano os pontos abaixo (observe a diagonal) sao de sela:
(1,-1,-1),(1,1,-1), (1,-1,1), (-1,1,1), (-1,,1,-1),(~1,~1,1).
O ponto (1,1,1), com A; >0, Ay >0 e Az >0, é ponto de minimo local. O

ponto (-1,-1,-1), com Ay <0, Ay >0 e Az <0, é de méximo local#
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Exemplo 10. Estude com relacao a extremantes locais e pontos de sela,

10 3

N R 1)
f(z,y,2) gy - =2y

Solucgao.

Temos ?f = (24 — 22, 4y3 - 4y,423). Pontos criticos:

p*(2*-1)=0,4y(y*-1)=0,2=0.

P, =(0,0,0), Py=(0,-1,0), Ps=(0,1,0),
Isto ¢, { Py=(1,0,0), Ps=(1,-1,0), Ps=(1,1,0),
Py =(-1,0,0) ,Ps = (-1,-1,0) , Py=(-1,1,0).

Temos,
foe = 42° - 22 = 22(22°% - 1), fyy = 1202 -4 =4(3y* - 1), f..=1227

e derivadas mistas nulas.

Pocurando aplicar o teste do hessiano, vejamos as matrizes hessianas em

cada ponto P;, onde 1 <i<9 (com z=0). Obtemos

2x(222 - 1) 0 0
H(f)(P) = 0 ABy-1) 0 |,
0 0 fzzzo
Hal)(P) ( T e )

Como o (determinante) hessiano é zero, vejamos os sinais na diagonal de

Hf. Os pontos criticos em que a diagonal de H f troca de sinal sao de sela.
Em P; temos f,, =2 e fy, = 4.

Em Ps e Py temos, fu =-2e¢ f,, =8.

Os pontos P;, i =1,2,3, tem a forma P; = (0,y;,0) com y; =0,-1 ou 1, pela
ordem, e sao pontos de sela. De fato, x = 0 nao é maximo ou minimo local

da restricao
x? 1

oie) = F(o.0,0) = 2* (5 -5 ) + (0 -220)

18
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pois temos
2 1 1
—-z)~¥--<0sex~0
(5-3)3
e x3 é positivo a direita de zero e negativo a esquerda. Isto é, a diferenca
2 1
£(2,9:,0) = £(0,4:,0) = 2° (E . g)

é positiva/negativa conforme z se aproxima de 0 pela direita/esquerda.

O ponto P; = (-1,0,0) é de sela pois

2
@(y) zf(—l,O,Z) =,z4-|-B

tém minimo local estrito em z =0 e
2
\I](y) = f(_luyvo) = 1_5 +y4 - 2y27 com ¢” = 1292 - 47

tém maximo local estrito em y = 0.

Os pontos Ps = (1,-1,0) e Ps = (1,1,0) sdo de minimo local pois as trés

fungoes de uma variavel,

5 3
%—%, y' -2y e 2

tém minimo local em x =1, y = £1 e 2 = 0, respectivamente, e considerando-
as fungoes de (z,y,z) € R3, as trés tém minimo local em (1,+1,0) e, a soma

das trés, que é a fungao f, tém minimo local em (1,+1,0) .
Resposta.

Pontos de minimo local: P5; e Py. Pontos de sela: os demais Py %
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4 - O Hessiano em Varias Variaveis

Seja €2 um aberto em R” tal que €2 contém a origem O.

Teorema 10. Sejam f € C2%(€2;R), com ponto critico O, e a matriz hessiana

2f 9% _0%f

890% Orize 7 Or1Tn
Hf=H(O)=]| : (0).

of  _f *f

OrnT1 Oxnzre " OTnTn

Seja Ay, 1 <k <n, o menor principal de ordem k dado pelo determinante da

matriz k x k formada pelas primeiras k linhas e k colunas de H f(O).

(a) Supondo tais nimeros nao nulos temos,

(i) Se eles sao (estritamente) positivos, O é ponto de minimo local
estrito.
(ii) Se (alternando sinais) temos Ay <0, Ay >0, Az <0, etc., entao O
é ponto de maximo local estrito.
(iii) Se (a) (i) e (a) (ii) nao ocorrem, entao O é ponto de sela.
(b) Se ocorre qualquer das condigoes abaixo em O, este é ponto de sela.

(i) Existem niimeros na diagonal principal de H f com sinais opostos.

(ii) feizfo;e; = [2.2, <0 para algum par de indices distintos i e j. [Em

i

particular, se (na diagonal) fy.., =0 e fy,o; =0 porém fy.., #0.]

Prova (esbogo).

Argumentando analogamente ao Teorema 9, encontramos uma matriz N
em M, (R), com N um produto finito de matrizes que realizam a operacao
de multiplicar uma linha por um nimero e entao soméa-la em uma outra
linha, tal que Hf(FPy) = NTDN e D = (dij)1<i j<n uma matriz diagonal.
Como os menores principais nao mudam com cada operacao temos

Ay A;

di1 = for = A1, dindag = Ag e dyy = A_l’ e 7djj = Aj—l.

O restante da prova segue analogamente a prova do Teorema 94
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5 - Uma Aplicacao em Algebra Linea

No que segue aplicamos a férmula de Taylor de ordem 2 e Multiplicadores de
Lagrange para expressar o Teste da Derivada Segunda segundo o conceito

de autovalor de uma matriz.
Notagdo. Identificamos vetores em R com matrizes-colunas em M, (R):

1
X =(21,...,2,) =
In
A aplicagao linear 7': R® - R" associada a matriz A € M, ,(R) é

T(X)=AX, onde X e R"

Um niimero real A é um autovalor de A se existe X em R” tal que AX =\ X.

Se a matriz A € M,,x,(R) é simétrica, a forma quadratica associada a A é

Q:R" >R, com Q(X)=XTAX = (AX, X).

Lema 11. Se () é a forma quadratica associada a matriz simétrica A entao

VQ(X) =24X.
Prova.
Se A = (a;;) entdo AX = ( i aTj, ..., i an;; ) € entdo, como a;; = a;;,
=1 =1
QIX) =Y m Y ayx; =2 Y, aywx; + Y auw;
i=1 =1 1<i<j<n i=1

Logo,

0Q n —

e 2 Zaijj + 20Tk = 2 Zaijj = VQ(X)=24X»

f :

jtk J=1

'E bastante fécil provar via Algebra Linear (mais o Teorema Fundamental da Algebra eo
conceito de produto interno complexo) que, dada A simétrica e real de ordem n, existe em R"
uma base ortonormal de autovetores de A. Os respectivos autovalores sdo as raizes, com suas
multiplicidades, do polinémio caracteristico p(\) = det(A — AI'), com I a matriz identidade de
M, (R). Mas, ndo utilizaremos tal fato. Vide Apostol [1], pp. 136-137.
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Corolario 12. Sejam M, o maximo, e m, o minimo, da forma quadratica

() sobre a esfera {X e R":|X|=1}. Consideremos os aulto-valores de A.

(a) M e m sao, respectivamente, o maior e o menor autovalores (reais).
(b) m|X|? < Q(X) < M|X|?, para todo X em R™.
(c) Q é definida positiva se e s6 se os autovalores sao maiores que 0.

(d) @ é definida negativa se e s6 se os autovalores sao menores que 0.

Prova.

(a) Por continuidade @) assume méximo e minimo no compacto
Sl =X eR":|X|=1}.

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, para cada ponto de
maximo e de minimo X pertence a esfera unitaria S"~! = g=1(0), com

g(x1,. .., y) =22 + -+ 22 -1, existe A € R tal que
VQ(z1,...,7,) = AVg(x1,...,2,),

e entao, para tais pontos e pelo Lema 11 temos

2AX = \2X = AX =\X
e assim, se Xy, com | X /| =1, é tal que Q(Xp/) =M e Ay em R é tal
que AXy = Ay Xy, temos

M =Q(Xnr) = (AXar, Xar) = A X e = M

Por analogia segue AX,, = A\, Xy, | Xim| =1 e m=Q(X,) = A
Ainda, se o ntmero real A é autovalor de A, é claro que existe v
unitério tal que A(7W) = Aw. Neste caso temos m < Q(U) < M e,

ainda, Q(7) = (A?,?) = ()\7,7) = A|[7]2 = A. Donde concluimos,

m< A< M.
(b) Se v # 0 entao,
7 T\ T )
msQ(T)sM — ms(A(T),—)stwns—sM.
0]
(c) e (d) Seguem trivialmente de (b)#
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Lema 13. Seja f € C%*(B(a;r)), com B(a;r) c R* e r >0, onde a é um

ponto critico de f e U = (v1,...,v,) € R" tal que || < r. Entdo temos

n 2
fla+7) = f(a) + %'Zlaing (a)vv; + [VPE(a; 7)),
1,]=

com lim E(a; 7)) = 0.

V=
Prova.

Seja

I

=

(’_J:(wla"wwn):

Aplicando & funcio (t) = f(a+tW ), para t variando em (-r,7), a Férmula

de Taylor com Resto Infinitesimal encontramos

£"(0)
2

(13.1)  o(t) = ¢(0) + L (0)t + t2 + 2E(0;t), lim £(0;1) =0,

com, analogamente ao ja mostrado no plano,

©(0) = f(a), ¢'(0) =(Vf(a),3)=8—a,(a) =0 e
" _ a2f _ - a2f
©"(0) = a2c_J(a) = ”21 P, (a)w;w;.

Substituindo tais expressoes em (13.1) obtemos

L 2 a2f
f(CL'i‘t(A)) - f(CL) + Elélaxzazj

(a)wiwj + l‘,zEJ(O7 t),

com E(0;t) - 0set—0.

Por fim, basta substituir

e notar a identidade
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Teorema 14. Sejam f € C?*(B(a;r)), com B(a;r) c R" er >0, a um ponto
estacionario de f e

= 1V5 = sy Un t R™.
Q(v) ”21 Dz, (a)v;v;, com v = (v, v,) um vetor em

Sao validas as seguintes afirmacgoes sobre os autovalores de Hf(a).

(a) Se todos sao estritamente positivos, f tem um minimo local em a.
(b) Se todos sao estritamente negativos, f tem um mdximo local em a.

(c) Se houver autovalores com sinais opostos, entao a é um ponto de sela.
Prova.

(a) Se m >0 é o menor autovalor de H f(a), pelo Corolario 12(b) temos
Q(v) 2 m|v]?, para todo v em R”™. Ainda, pelo Lema 13 e sua notagao,
vemos que existe § > 0 tal que [E(a;v)| < 4 se 0<|v] < e entao,
Fla+T)-la) = JQ) + P E(av) = 7

(b) Segue de (a), trocando f por —f.

o = Sl = Sl >o0.

(¢) Se A é autovalor de H f(a) e v é vetor unitario e H f(a)v = \v entdo,
0?f
02

Logo, 0% f[09%(a) troca de sinal e entdao a é um ponto de sela#

(a) =Q(v) = (Av,v) = Aju* = \.

Corolério 15. Se A é simétrica e Q(X) = (AX,X) >0, VX # 0, entao os
menores principais Ay, ..., A,, de A, sao estritamente positivos.

Prova. Por indugao em n. O caso n =1 é trivial.

Suponhamos a afirmagcao vélida para n. Consideremos o caso n+ 1. Entao,

Q(e1) = Ay > 0. Analogamente a Proposigao 7, existe N inversivel tal que

Al o0
A=NTBN, sendo B = !
0 |4

simétrica [logo, A; é matriz simétrica n x n] e com mesmos menores princi-
pais que A. E fécil ver que @ 4, é definida positiva (pois N é inversivel). Por
hipétese de indugao, os menores principais de A; sao estritamente positivos.

Como A; >0, os menores principais de B (e de A) também#
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