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Capitulo 6 - Funcoes Testes e o Espaco das Distribuigoes.
6.1 Funcoes Testes

O espago das fungdes testes é o espaco vetorial (complexo) indicado por
D(R)=CZ(R)={f:R - C, onde f é de classe C* e de suporte compacto}.

Antes de prosseguir, notemos que é bem conhecido o resultado abaixo.

Teorema 6.1 Seja f: [a,b] - R continua, com f >0 em todo ponto. Suponha

fabf(t)dt - 0.

Entao, f se anula em todo ponto.

Prova. Exercicio.

Este simples teorema acima mostra o caminho para estendermos o conceito
de fungao e definirmos distribui¢oes (ou fungdes generalizadas). No momento,

provemos o resultado abaixo.

Teorema 6.2 Seja f: R — C continua, satisfazendo
f f(t)p(t)dt =0, para toda funcao teste.

Entao, f se anula em todo ponto.

Prova.

Claramente podemos supor que f ¢é real. Seja 7 € R. Entao, temos

f fr=t)p(t)dt = f f(s)p(T—s)ds=0 para toda funcao teste.

Entao, dada uma aproximagao da identidade {1} (e.g., 1) uma gaussiana)

temos

0= f Fr=t)e(t)dt = f(r-0) = f(7)»



Corolario 6.3. Sejam f: R - C e g : R - C Riemann-integraveis em todo

intervalo fechado e limitado e satisfazendo

[f(t)go(t)dtz[g(t)go(t)dt, para toda funcao teste.

Entao, temos f(t) = g(t) em todos os pontos em que f e g sao continuas. Ainda
mais, f e g coincidem em todos os pontos exceto um conjunto de medida nula.

Prova.

A primeira afirmagao segue analogamente a prova do Teorema 6.2 (cheque).
A segunda afirmagao é uma consequéncia do Teorema de Caracterizagao de

Riemann-Lebesgue [vide Capitulo 2 (Ferramentas), segao 2.1] #

Seja f : R - C Riemann-integravel em cada intervalo limitado. A férmula

Ti(p) = [ F()e(t)dt, onde p e C=(R),
define uma aplicacao linear
Ty: C2(R) - C.
Pelo Corolario 6.3, se g : R - C é Riemann-integravel e tal que

{t: f(t) # g(t)} nao tem medida nula

entao segue que existe uma funcgao teste ¢ satisfazendo

Ti(p) # Ty().
Donde segue
Ty +1,.
Entao, variando f (e identificando fungoes que sao Riemann-integraveis em cada
intervalo limitado e que diferem uma da outra somente em um conjunto de medida
nula), vemos que é injetiva (e linear) a associagao
f=Ty.

Isto mostra que o conjunto das fungoes que sao Riemann integraveis em cada
intervalo limitado (e com a identificacao acima) é um subconjunto do espago das
aplicagoes lineares

T:C*(R) - C.
Assim, até aqui na apresentagao, estendemos o ja importante conjunto das fungoes

Riemann-integraveis em intervalos limitados a um espaco vetorial “maior”.
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6.2 Distribuigoes.

Notemos que uma funcao f : R - C é Riemann-integravel em intervalos li-
mitados se e somente se f é localmente Riemann-integravel (isto significa que
para todo ponto ty existe um intervalo [tg — r,to + r], com r > 0, tal que f é

Riemann-integravel em [ty — 7,1y +7]).
Definigao. Uma distribuicao (ou fungao generalizada) é um funcional linear
T:C2(R)->C

que satisfaz a condicao de continuidade

n—oo

para todo sequéncia (¢,,) contida em C(R) e tal que

(1) existe um compacto K = [a,b] tal que supp(y,) c K, para todo n,

e

uniformemente

(2) DFp, = %(gpn) ——— > 0 para todo k, se n — oo.

Observemos que se f:R — C é localmente integravel, entao a expressao

Ti(p) = [ F()e(t)dt, onde p e C=(R),

define uma distribuicao. De fato, se (¢, ) é uma sequéncia cumprindo as condigoes

(1) e (2) acima, utilizando a desigualdade triangular para integrais encontramos

b n—o00
7)< lall= [ 1Dl =0,
Indicamos o espacgo das distribuicoes sobre a reta por
D'(R) ou D'

Intuitivamente, uma distribuicao T' é como uma funcao. Entretanto, T pode
ser singular demais para computé-la ponto a ponto. Assim, analisamos suas agoes
T () sobre as fungoes testes. Apesar de T' nao ser em geral dada por uma fungao,

é por vezes conveniente a nota¢ao (muitos autores a utilizam, mas nao todos)
T(¢)= [ T(@)e()da.

[Atenc3o. E preciso cuidado ao empregar esta notagao, pois 7' é uma distribuigao.|



A condigao (2) exigida para uma distribui¢ao é uma condi¢ao bem fraca (no
sentido de que ela é satisfeita pelos funcionais lineares T': C°(R) — C usualmente
encontrados). Via de regra, a condi¢ao (2) é trivialmente verificavel e em geral

deixamos tal tarefa para o leitor.

Dada f e correspondente distribuicao 7, entao podemos recuperar f da dis-
tribuicao Ty. De fato, se ty é um ponto de continuidade de f e (p.) é uma

aproximagao da identidade em C(R) entao t — ¢ (t —ty) € C(R) e temos

e—0
Ti[pc(to-1)] = f f@)pe(to —t)dt = f* pe(to) — f(to)-
Exemplo 6.4. A “fungao” delta de Dirac
0(¢) = ¢(0), onde ¢ é uma fungao teste,

¢ o mais famoso exemplo de distribuicao que nao é dada por uma funcao classica.

Muitos escrevem
5(¢) = [ a(t)e(tyat.
O 4 de Dirac é entao interpretado como uma distribuigao de densidade de carga

de uma particula com carga total 1 ao longo do eixo Ox e com toda a carga

concentrada na poicao x = 0. Assim, temos

/:+°° d(x)dr=1 e Lb(s(x)dx =0se0¢(a,b).

o0

Fixado um ponto 7, sao bastante praticas as notagoes integrais simbolicas

[5(t—7)<p(t)dt:f5(3)90(5+7')ds=<p(0+7')290(7').

Também utilizamos as notagoes rigorosas

or(p)=wp(r) e 6,=0(-71)=0(t-7)4

Por vezes, utilizamos a notacao integral simbdlica para outras distribuigoes.
Veremos logo mais que tal extensao (o espago das fungdes generalizadas) possui
muitas propriedades que o conjunto classico de func¢oes nao possui. Por exemplo,

veremos que toda distribui¢ao (fungao generalizada) é infinitamente derivavel.
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6.3 Derivacgao, Translacao, Dilatacao e Multiplicagao por Funcgoes.

Dada uma distribui¢ao 7" e uma fungao teste ¢, adotemos a notacao padrao

(T, ) para T(yp).

Tal notagao revela que T' age/atua em ¢ e que por dualidade ¢ age/atua em T.

Para o delta de Dirac temos

(6, 0) = ¢(0).

Dada f:R — C localmente Riemann-integravel segue

(.00 = [ £t

Entao, identificando f com 7T escrevemos

<ﬁ@=ff®wow

Para obter uma expressao para a derivada de uma distribuicao, consideremos

uma fungao arbitraria f: R — C de classe C''. Entao, temos
(1101 = [ e = o] - [ 1oe o
O produto f(t)y(t) se anula em oo pois ¢ tem suporte compacto. Donde segue
(1.0) == [ ¢ @t

Esta féormula sugere a definicao da derivada de uma distribuicao.

A derivada de uma distribuigao 7T é definida por

(TIJ 90> == (T7 (,0,)-

E trivial mostrar que esta definicao estd bem dada. De fato, ¢’ é uma funcao
teste. Ainda mais, se (p,) é uma sequéncia de fungoes testes, todas elas com

suporte contido em mesmo compacto, entao (cheque)

n—oo

(Tlv @) =~ (T7 (gpn),> —0.

Obviamente, T' pode ser derivavel tantas vezes quanto necessario. Logo, toda

distribuicao é infinitamente derivavel.



Sejam f: R — C localmente integravel, ¢ € C>(R) e T uma distribuigao.

Translagao. Seja 7 um niimero real (interpretado como vetor) e a translagao

fo(t) = f(t-7).

Segue
[ 1=newit= [ )ps+ s [ F()pr(s)ds

Definimos a translacdo de 7' pelo vetor 7 por

(T7, ) = (T, 7).

E trivial mostrar que T’ é continuo e portanto uma distribui¢ao (cheque).

Dilatagao/Contragao. Seja a # 0. A dilatacao de ¢ pelo fator a é indicada

PlI(t) = p(at).

Segue (cheque)

[ ttanewar= [ re(2)ds= o [ fe)elt(s)as

Definimos a dilatagdo de T pelo fator a como

(Tl ) = o (T, plHed).

E trivial mostrar que T'lel é continuo e portanto uma distribuigao (cheque).

Multiplicagao por Fungoes Suaves. Seja g uma funcao de classe C'*°. Segue

[ anwemit= [ 1®e) @t

Notemos que gy é uma funcao teste. Definimos a multiplicacdo de T' por g como

| (9T,¢) = (T g¢). |

E trivial mostrar que ¢gT' é continuo e portanto uma distribui¢ao (cheque).

10
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Proposicao 6.5 (Propriedades Elementare). Consideremos uma fun¢ao f
em C*(R), um vetor 7 € R, um numero real a # 0, o operador derivacao D e uma

distribuicao T'. Valem as seguintes regras.
(a) D(T,) = (DT),.
(b) D(T1a)) = o(DT)lal.
(c) (fT) = f'T+ fT".
Prova.
(a) Exercicio.
(b) Exercicio.

(c) Seja ¢ uma funcao teste. Temos,
((fT)lv 90> =~ <fT7 30,> =~ <T7 f<:0,>

=—(T,(fe) - f'¢)
=—(T.(f)) + (T, f'¢)
=(T", fo) +{['T, )
= (/T )+ (f'T, )

=T+ ['T,¢) »

Exemplos 6.6. Seja t a variavel real. Segue

(td, ) = (0,1p) = 0(0) = 0.

Por outro lado,
(td',0) = (8", tp) = = (0, (tp)') = —p(0) = (=6, ).

Logo,

[t5=0] e [t0'=-0]

11



6.4 Derivada de Funcao X Derivada de Distribuigao e a Derivada H' = .

Mostremos que dada uma funcao f de classe C!, entao (como é de suspeitar)
a derivada de f no sentido de distribuicao coincide com a derivada classica de f.

Assim, o simbolo f’ ndo causa ambiguidade para fungoes de classe C.

Proposigao 6.7. Seja f: R - C de classe C'. Entao segue
(Ty) =Ty
Prova.

Seja  uma fungao teste. Integrando por partes segue

(@)= [ 1O 0t =120+ [ r@edt= (T, o) »

Teorema 6.8. Seja T uma distribuicao tal que
T’ =0.
Entao, existe uma constante complexa A tal que T' = \. Isto é, temos
(T, ) =\ / p(t)dt, para toda fungao teste.

Prova.
Seja  uma fungao teste arbitraria. Entao, segue
(6.8.1) 0=AT",¢) = (T, ¢').
o Caso trivial. Suponhamos

f o(t)dt = 0,

Entao,

W(t) = [; ©(s)ds ¢é uma fungao teste e Y'(t) = p(t).

Por (6.8.1) segue
(T, @) = (T,¢') = 0.

12
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o Caso geral. Fixemos uma fungao teste p tal que

f p(t)dt = 1.
Dada uma fungao teste ¢, consideremos a fungao teste (cheque)
(1) = o)~ p(t) [ o(s)ds.
A integral de ® sobre a reta vale zero (cheque). Pelo caso trivial temos
(T,®) =0.
Donde segue

(T, @) = )\/ ©(s)ds, onde A=(T,p) &

A seguir, mostremos que o reverso da Proposi¢ao 6.8 também é verdadeiro.

Teorema 6.9 Seja f : R - C continua. Suponhamos que, no sentido de dis-
tribuicoes, a derivada f' é dada por uma funcao continua g : R - C. Entao, a

funcao f é de classe C e satisfaz
f'(t) = g(t), para todo t € R.
Prova.
Seja p uma fungao teste. Por hipétese e por definicao, nesta ordem, temos
(Ty) o) ={g,0) e ((T¥) 0=~ (f,¢).

Pelo teorema fundamental do cédlculo existe G : R - C tal que G’ = g.
Notemos que G é de classe C!. Pelas identidades acima e pela proposicao

6.7 (nesta ordem) segue

- (fa g&’) = <G,7S0> == <G7 30,) .
Segue também
0=A(Ty-c.¢") == {(Tr-c), ¢)-

Entao, pelo Teorema 6.8 existe uma constante complexa A tal que
Tyc =X e entio f (f = G- \)(t)(t)dt = 0, para toda ¢ € C=(R).

Donde segue f(t) = G(t)+ A, para todo t, e portanto que f é de classe C'' #

13



Seja ¢ uma fungao teste. A derivada (no sentido de distribuigdes) da fungao

de Heaviside [vide figura abaixo| satisfaz

(') == (H,e') == [T/t =] " = 0(0) = 6. 0).

Logo,
H =§.

No sentido de funcao, temos o gréafico para a funcao de Heaviside

A H(t)

Figura 1: A funcao de Heaviside.

No sentido de funcao, temos a derivada

0, set#+0,

nao existe, set=0.

H'(1) ={

Facamos duas observacoes.

Primeira. No sentido de distribuicoes, a derivada H’ = § concorda com a
intui¢do de que a distribuicdo H' é nula em R \ {0} [isto é, a distribuigdo H’ se
anula em toda fungao teste com suporte disjunto da origem| e portanto herda a
propriedade de a fun¢ao H'(t) ser nula em R\ {0}.

Segunda. A fungao H(t) tem uma descontinuidade do tipo salto na origem e
“salta” de 0 para 1. Entao, intuitivamente, a derivada da funcao H(t) na origem
vale +oo. [Adotando H(0) = 1/2 as derivadas laterais a direita e a esquerda valem
H!(0) = H’(0) = +o0 e efetivamente temos H'(0) = +oco, e certamente este é um
motivo para vérios autores definirem H(0) = 1/2.] Assim, interpretamos que a
distribuicao H’ “vale” +oo na origem.

Estas duas observac¢oes mostram intuitivamente a formula H’ = 6.

14
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A seguir, estudemos fungoes com descontinuidade do tipo salto. Seja f: R - C

suave por partes [vide Capitulo 4 - se¢ao 4.1]. Para distinguir, indiquemos

f"a derivada no sentido de distribuicdes e () a derivada no sentido de funcéo.

Proposicao 6.10. Seja f : R - C suave por partes (isto é, de classe C' por
partes) e diferenciavel em todo ponto t # 0 (em particular, f é continua fora da
origem). Suponhamos que f tem uma descontinuidade (obrigatoriamente do tipo

salto) na origem. Entéao, segue

fr=1f0+) = f(0-)16 + fO ou, ainda, (Ty)"=[f(0+) = f(0-)]6 + Tye.

Prova.

Seja p uma fungao teste. Entao,

(o)== [ o ar=- [ pwye - [ e

= 0e®)|_+ [ o= ioeo] "+ [ r@e
= 1(0-)p(0) + F(04)(0) + [ F(1)p(t)dt

= ([f(0+) = f(0-)]6 + f D), 0) &

Teorema 6.11. Seja f : R - C de classe C! por partes (isto é, suave por
partes) e com descontinuidades (obrigatoriamente isoladas) em ty,ts,.... Seja
fO a derivada cldssica de f, a qual existe e é continua exceto nos pontos ts
e possivelmente em um outro conjunto (contavel e isolado) de pontos nos quais
S tem descontinuidade do tipo salto. Seja f' = (T})" a distribui¢ao derivada de

f. Entao, temos

(f )= / FO(t)p(t)dt + Z [f(tj+) - f(tj—)]go(tj), para toda funcao teste .

Isto é,

F/(#) = FOO+R [ Ft+)-F (=) [0tt;) ou (T) = Tror+ Y [ £ (1) F (1) |5(t1,)).

15



Prova.

Seja ¢ uma funcao teste. Podemos supor supp(y) c [a,b] ¢ R. Entao a
funcao f tem no maximo uma quantidade finita de descontinuidades em
[a,b], as quais podemos supor contidas em {t,...,ty} para algum N. Po-

demos supor, sem perda de generalidade,
a<ty<ty<--<ty<b.

Entao segue

()= [ Fe
[ f(t)w’(t)dt—]jz__j [ e [ e
-1+ fa RRIOEOL
9 -roe] [ o wena
~Fe)| f OO e(t)dt

= =f(ti=)p(t)+ Z [ F(a=)p(tie) +f(t+) ()] + f(En+)e(tn)

+ f FO) (1) dt.

Donde obtemos

GILY)  (fph= Y L) - o) [ PO

7=1
Se k > n, entao t; nao pertence ao intervalo [a,b], pois t1,...,t, sdo todos

os pontos de descontinuidade de f no intervalo [a,b]. Portanto temos
o(ty) =0se k> N.

Donde segue

(f0) = DLt - F)] ) + [ FO@et)dt

Para finalizar, basta notar que

p(t5) = (0,0t +15)) = (3(t = 1;), )

16
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6.5 Convergéncia.

Dizemos que uma sequéncia de distribuicoes (7)) converge fracamente, ou

no sentido de distribuigoes, a uma distribuicao 7" se

n—>00

(T, o) —— (T, ), para toda funcao teste.

Analogamente, se {T)\} é uma familia de distribui¢bes indexadas no parametro

real \, dizemos que {T\} converge fracamente a distribui¢ao 7', onde A — Ao, se

(T, p) Ao, (T, ), para toda funcao teste.

Neste caso, escrevemos (brevemente)

=

A terminologia convergéncia fraca é apropriada, pois dada uma sequéncia ( f;,)
de fungoes localmente integraveis (uma exigéncia branda) que converge a funcao

localmente integravel f no sentido (também uma exigéncia branda)

[ 10~ 1l =0
entdo temos (cheque)
fa 2o f
[Com a teoria da integragdo de Lebesgue e o teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue, é trivial mostrar que se a sequéncia (f,) apenas e tao somente
converge simplesmente a fungao f e satisfaz |f,,(¢)| < |g(¢)|, para todo n e todo t,

onde g é localmente Lebesgue integravel, entao vale a convergéncia f, z, 1]

uniformemente . .. ~ D’
Notemos que se f, ————— f sobre os intervalos limitados, entao f,, — f.

Ainda mais, suponhamos que f e cada f, s@o de quadrados integraveis em

cada intervalo limitado [a,b] e que, utilizando a pseudo-norma |---|o, satisfazem

[ 10 - foypae ==

Entao, a desigualdade de Cauchy-Schwartz garante que

L - soie= [M1i5.0- o] [T ran [0 - e

Donde segue, pelos comentario acima,

£ f

17



Exemplo. Consideremos a sequéncia de funcoes €2t com n = 0,1.2,3,....
Y b ) ) b b

Entao,

3 n—o00
2mint

e 0 mno sentido de distribuigoes.

Prova.

Seja o uma fungao teste. Pelo lema de Riemann-Lebesgue segue

<62”"t,<,0) — / 62”"t30(t)dt _ S/5(71) n—o00 0a

Exemplo. Com o parametro € > 0, consideremos a familia de fungoes

e set>0,

0, se t<0.

Seja H a funcao de Heaviside. Entao,

fracamente

lﬁii{)lHe(t) =H(t) ¢ HH— H.
Prova.
O primeiro limite é 6bvio. A seguir, seja ¢ uma fungao teste. Entao temos
(Heg)= [ e oty
A funcao
(e,t) = e p(t) é continua em [0, +00) x [0, +00)
e satisfaz a desigualdade
le™o(t)] < |p(t)| para quaisquer € e t em [0, o).
O teorema da continuidade sob o sinal de integracao mostra que
€ [Ooo e p(t)dt é continua em [0, +00).

Logo,

o0

lim e o(t)dt = foo o(t)dt.
0

e~0 Jo

Isto é,
e—~0

(He, ) — (H, ).

Concluimos entao que
fracamente

H ———Ha

18
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Proposicao 6.12. Seja f: R — C absolutamente integravel e tal que

f F(t)dt = 1.

Dado € > 0, seja
1.(t
=21 (2):
€ \e
Entao,

2

Prova.
Segue diretamente do Teorema 5.6 (convergéncia pontual), item (ii) #

Teorema 6.13 (Continuidade do Operador Derivacao). Seja (7,) uma

sequéncia de distribuigoes tal que T, 2o Entao,
) 21
Prova.

Seja p uma funcgao teste. Devido a hipdtese, segue

n—00

<(Tn)’790) == (Tnvgp,} - <T7 §0,> = (T,v 90> b

Comentarios. Seja D o operador derivacao e t a variavel real.

(1) Convergéncia de Fungoes X Convergéncia de Distribuigoes. O Te-
orema 6.13 exibe uma diferenca marcante entre convergéncia no sentido
de fungoes e convergéncia no sentido de distribuigoes. Se uma sequéncia
de fungdes (f,) converge pontualmente (i.e., simplesmente) ou uniforme-
mente a uma funcao f, nao é possivel afirmar que a sequéncia das derivadas
Dfy,Df,, ... existe. Caso tais derivadas existam, nao podemos afirmar que
a respectiva sequéncia D f, converge a alguma fun¢ao. Caso a sequéncia
D f, convirja a uma func¢ao, nao podemos garantir que a derivada D f = f’
existe. Caso a sequéncia D f, convirja a uma funcao e a derivada D f = f’

exista, ainda assim nao podemos garantir que D f,, converge a D f = f’.

19



Como exemplo, consideremos a sequéncia de fungoes

cosnt

fn(t) =

-
Temos

1
|fn(t)] < - para todo t € R e para todo n > 1.

uniformemente

Logo, f, — > 0. Donde segue
fn z, 0 eentao Df, z, 0.
Entretanto, no sentido de funcgoes, a sequéncia numérica
(Df,)(t) = f.(t) = —sinnt ndo converge, exceto nos pontos t € 7.

Observemos também que dada uma fungao teste ¢ entao temos

(D fn, ) :—f(sinnt)go(t)dt

—f(sinnt)gp(t)dt = —/ #g@(t)dt = W

O que também mostra, com o Lema de Riemann-Lebesgue, que

f o(t)sinnt dt 2= 0,

Interpretando as Derivadas de 0. Consideremos uma aproximacao da

identidade {f.} como na Proposicao 6.12. Entao segue
D’ f, P pig =50

Escolhendo {f} como uma fungdo simples e esbogando os graficos das
funcoes f., conquistamos uma boa intuicao sobre as derivadas do ¢ de Dirac.

Escolhamos (com era de esperar) a gaussiana

2
e—t

Temos e

N

(a) fE(t) =

20
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Donde segue

(b) fe(t)=

-2t 2t2
e () ) = e
m

. _
e3\/m e3\/m

: J : ‘.“ |

Figura 2: Os graficos das fungoes definidas em (a), (b) e (c), respectivamente.

O gréfico (b) de f! tem um salto positivo & esquerda da origem e um salto

negativo a direita da origem. Se 7 é um ponto de maximo/minimo de f/

f'(r)=0, +/2r=¢ e f!(7)=i%(\/§)e—1/2.
€ T

A altura destes saltos é entao proporcional a 6% e a area entre estes saltos

entao

e o eixo Ox é proporcional a 1/e, pois
+oo v 1[-1] 2
’tdt:—26t| =20 | —= ==,
[ o= 20| [ﬁ] ~
em contraste com f. cuja altura é proporcional a 1/e e a drea é constante.

As abscissas dos centros de massas desses saltos sdo

LI dt L) dt -1
ifO fe() S 0 fe() -1 2 =:|:€\/7_T‘

ISV = i

Desta forma, podemos interpretar estes saltos aproximadamente como

. e/
deltas de Dirac centrados em =+ T\/_ e escalonados pelo fator

1
/T
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Assim, o efeito de integrar f! contra uma funcao teste ¢ é aproximadamente

=/ [5(“#)‘5 (t‘#)]w(vﬁ)dh @(‘#ﬁ);(#)

O TVM mostra que

o que efetivamente concorda com o limite
fl— =d', no sentido de distribuigoes.

Aproximacoes andlogas também propiciam um melhor entendimento da

identidade [exemplo dado em “multiplicagdo por fungoes suaves”|
to' = -9.

Novamente utilizando a gaussiana

t2

o
t) = ——=,
encontramos
—2t2 272 —2t2 2
tfl(t) = e = g.(t), onde g(t) = et
50 = 5z =00 g(1)

N

Integracao por partes nos mostra que

[g(t)dt:—[f(t)dt:—l.

Portanto, resultados sobre aproximacao da identidade garantem que
Je L, Ssee—.

A Figura 2(c) revela que: tf/(t) tem um par de saltos negativos préximos
a origem e a area entre os saltos e o eixo Oz é 1. Conforme € — 0, entao

tf!(t) se aproxima de —4.

Como regra geral, passamos a entender melhor uma distribuicao quando a
aproximamos por funcoes suaves. Para felicidade geral da nagao, toda distribuicao

pode ser aproximada desta forma. Vejamos a seguir.
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6.6 Convolugao e Aproximacgao.

Seja p uma funcao teste e um vetor (um nimero) 7 na reta. Entao, efetuando

uma translacdo e entao uma reflexdo vemos que a funcao

teo(r=1) = (¢7)a(t)

também é uma funcao teste. Seja f : R - C localmente Riemann-integravel.

Segue entao a convergéncia do produto de convolugao
o) = [ Fee(r -yt
Baseados nesta féormula damos a definigao abaixo.

Definicao. Consideremos uma distribuicao I' e uma funcao teste ¢. Seja t a

variavel na reta. O produto de convolucao de T por ¢ é a funcao

T (1) =(T, (T -1t)), em cada ponto T € R.

“wo»

E também usual a omissao da variavel t, trocando a por “-”, e escrever

T (1) = (T, (7 --)).

Abusando da notacao e mantendo a atencao, escreve-se também
Tog(r) = [ T(t)p(r -yt

Seja D o operador derivacao.

Teorema 6.14. Com as notacoes acima, a funcao T * ¢ é de classe C'™ e

Di(T % @) =T * Digp.

Prova.

o Fixemos 7 e seja h real tal que 0 < |h| < 1. Seja t a varidvel real. Temos
Txo(t+h)-Tx*p(r) - o(t+h=-t)—p(r+h-1t)

141

(6.14.1) ) , .
Consideremos a familia de funcoes

(6.14.2) oty = T =0T =) o cipp <1,

h

E trivial ver que existe r > 0 satisfazendo (cheque)

supp(¢n) c [-r,r], para todo 0 < |h| < 1.
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Pelo teorema do valor médio existe #, com 0< 6 < 1, tal que

o(t—t+h)—p(r-1t) ~
h

Como ¢’ tem suporte compacto e é portanto uniformemente continua na

(T =D|=l¢' (T =t +0h) = (T -1)].

reta, a identidade acima mostra

_ 90(7- -1+ h) - 90(7_ - t) uniformemente

Y (t) = - o' (t-t) se h—0.
Trocando ¢ por ', ", ... obtemos
w,gj)(t) Lniformemente, @D (7 — 1) para todo j, se h - 0.

Portanto, pela definicao de continuidade de uma distribuicao segue

(T, n) 25 (T, (7 - 1)) .

Tal limite e as equagoes (6.14.1) e (6.14.2) garantem

Txp(t+h)=Tx*p(T) no
h

Isto é, a funcao T * ¢ é derivavel e

(T ) (1) =T, @' (T = 1)) =T * (7).

(T, ¢'(T-1)).

o Podemos derivar infinitamente e entao obtemos a férmula anunciada #

Lema 6.15. Sejam T uma distribuicao e ¢ e i fungoes testes. Entao temos

(T p,0) = (T, *0), com ¢ (t) = p(—t) 0 reverso de .

Abusando da notacao e mantendo a atencao, escreve-se também

[ @ o) v@it= [ () = 0)(r)dr
Prova.

Existe N > 0 tal que supp(¢)usupp(¢~)usupp(v)usupp(p~*9) c [-N, N].
Observemos que ¢~ (7 —t) = o(t — 7).

Consideremos as somas de Riemann (apenas aparentemente infinitas)

(6.15.1) Sm(T):ZQO(%—T)Ip(%)%, ondem=1,2,....

keZ

Cada S, ¢ dada por uma soma finita e s6 interessam parcelas com |k| < mN.

Cada S,, é de classe C*, com supp(S,,) c [-2N,2N], independente de m.
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Com todas as somas abaixo dependendendo de somente uma quantidade

finita de parcelas (para k= -mN,...,0,...,mN), escrevemos

Sn(T) = (& +0)(7) = Su() = [ p(t=)u(t)dt
-Se(E-r)u(E)2-5 7 wte-nutoan

m)m

e (£ £ -]

Pelo primeiro TVM para integrais, existe 6 = 0(m, k,7) € (0,1) tal que
o k 0 Eoooy1

/ go(t—T)L/J(t)dt:go(——T+—)Q/J(—+—)—.

£ m m m

Donde entao segue
k k k 0 k- 0\]1

S~ =D e (7)o (5) e -rem)u (e )]

Notemos que a func¢ao infinitamente derivavel, com suporte compacto,

(t,7) = ot =7)9 (1)

¢ uniformemente continua. Logo, dado € > 0 existe M > 1 tal que temos

ol = T)0(1) =t = T (E2)] < € 5 s — ol < -

Seja m > M. Destacando as parcelas nao nulas na soma para S,,, temos
_ €
[Si(T) = (¢~ *)(7)]= >, —=eN.
|k|lxmN
Isto mostra que S,, converge uniformemente a fungao ¢~ * 1, para m — oo.

4

Trocando, na equacao (6.15.1), a funcao ¢ por —¢’, ", -, ... segue que

Dis,, Juniformemente, DI (™ %)) se m — oo, para todo j.
Entao, pela condicao de continuidade para distribuicoes,
(T, @™ *¢).

Por outro lado, pela equagao (6.15.1) segue a identidade

-l () g0 (B ()

T m/) m

m—o0

(T’ Sim)

Para finalizar, é trivial ver que (pois 1 tem suporte compacto)
k kY1 mooo
(1,500 = 2(Tog) (=)0 () = 2= [ (@) ()in)dr = (T s o,0) #

T m/) m
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Teorema 6.16. Seja T € D’. Consideremos uma funcao teste , com

1 (t
[ewit=1, e p)=20(%).
Entao,
DI
Txp.—T.
Prova.

Consideremos a funcao reversa ¢~ (t) = (~t). E claro que

f@‘(t)dt: 1.

(pe)™ = (¢)e

portanto podemos escrever ¢ .

Ainda, temos

Assim, para toda funcao teste 1 segue

uniforme uniforme

po x> e DI[p; x| =p; x DIp ——— DIy
Se € < 1 entao todas as funcoes ¢, * ¢ estao suportadas em um mesmo

compacto (cheque). Entao, pelo Lema 6.15 segue

(T * o) = (T, o7+ 0) =5 (T, ) »

Comentario. Aproximar distribui¢oes por funcoes nos permite uma outra prova

(que lembra a prova classica) do resultado “Se 7" =0, entao T' é constante.”

Seja ¢, uma aproximagao da identidade, com ¢ uma fungao teste [cuja

integral vale 1]. Pelos teoremas 6.13, 6.14 e 6.16 temos que
e * T eC®(R), (pe*T) =@c+T', goe*TgT e we*T’gT’.

Por hipétese, temos 77 = 0. Donde segue (@ * T') = @ * T" = 0. Assim,
Y * T" é uma constante \.. Pelo primeiro limite em destaque, segue
AET
Consideremos a fungao ¢ [cuja integral vale 1]. Vale o limite
(Aes ) =5 (T,p) eentdo A\ =5 A, com (T, ).

Por fim, para uma arbitraria funcao teste 1, encontramos

(T,0) =lim (A, 0) = lim [ Ap(t)de = (A, ) »
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6.7 Distribuicoes e Equacgoes Diferenciais.

O resultado a seguir, apesar de nao essencial a uma introducao a transforma-
das de Fourier, é altamente recomendédvel a uma introducao a teoria das distri-
buig¢oes. De certa forma, podemos comparé-lo com o papel desempenhado pelos

nimeros complexos em analise real.

Como principio, dada uma equacao diferencial classica, basta resolve-la no sen-
tido de distribui¢oes. Determinados resultados garantem que, sob certas condicoes,

a solucao encontrada é de fato uma funcao classica. Vejamos um exemplo bésico.
Passemos a indicar uma distribuicao pela letra .

Teorema. 6.17 Consideremos a equacao, na indeterminada u, dada por
u' +au=f,

onde f = f(t) é uma fungao continua na reta e a = a(t) € C*°(R). Suponhamos

que exista uma solu¢ao u no sentido de distribui¢oes. Entao,
ueCY(R) e u é uma solucao cldssica.
Prova.
Consideremos a fungao fator integrante
A(t) = ol e als)ds
Utilizando propriedades elementares [proposigao 6.5 (¢)], segue
[A(t)u] = A'u+ Au' = aAu + Au' = A(u' + au) = Af.

Seja F'(t) uma primitiva de A(t)f(t). No sentido de distribuigdes, temos
[vide proposi¢ao 6.7]

F'=Af = (Au)".
Pelo Teorema 6.8 segue que existe uma constante complexa A tal que

F—Au=M\.

Logo,
w=e s (i)~ \) &
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6.8 Caracterizagao da Continuidade de uma Distribuicao.

No espacgo das fungoes testes C°(R), definimos a familia de normas
Pu(#) = [@lloo + |90+ + [0 0. onde p € CF(R), paran=1,2,....

Teorema 6.18. Seja T': C°(R) - C um funcional linear. Entao, T' é continuo
(no sentido de distribuigées) se e somente para todo compacto K c R existem

uma constante C' >0 e uma norma py tais que temos
(T, )| < Cpn(p), para toda p € CZ(R) com supp(y) c K.

[Isto é, T é continuo em relagao a norma py (respeitada a condigao sobre K).]

Prova.
(<) Trivial.

(=) Seja T continuo no sentido de distribui¢ées. Suponhamos que a afirmacao é
falsa. Entao, existe um compacto K satisfazendo a seguinte condigao: para

todo natural n, existe uma funcao teste ¢, (suportada em K) tal que

(T, o) | > npn(0n)-
Entao, cada funcao teste

___Pn
Un =TT o)

tem suporte em K. Dividindo a tltima desigualdade por | (T, ¢, )| segue

1> npn ().

Fixemos uma arbitrario natural j. Para todo n > j temos

. 1
HDjd}nHoo < ‘|D0¢n||oo toeeet+ ”annHoo :pn(d}n) < E

Logo, cada v, estd suportada em K e D), - 0 uniformemente se n — oo.

A continuidade de T' garante

<T7 wn> - 07 pOI‘éH’l |<T7 wn>| =1 é
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