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Capitulo 5 - Produto de Convolugao e Aproximacao da Identidade
5.1 Convolugao

Na secao 3.6 Aproximacao por Gaussianas, ja utilizamos um caso particular
e simples de produto de convolugao. Veremos agora casos mais gerais. Analoga-
mente ao que foi comentado na secao 3.6, uma interpretacao para o produto de
convolucao deriva do segundo TVM para integrais (vide Capitulo 2 - Ferramen-
tas). Dadas duas fungoes f e g, onde supomos g > 0 e a integral de g estritamente

positiva, o segundo TVM para integrais diz que sob certas hipoteses temos

% = f(to), para algum t.

Entao, o quociente de integrais acima pode ser interpretado como a média pon-
derada de f pelo peso g. Consideremos entao uma familia de fungdes pesos (g.)
e com a integral de cada peso valendo 1. Suponhamos ainda que conforme € - 0
entao os pesos g. “se concentram mais e mais” em torno da origem. [Por exemplo,

suponhamos que g, tende ao § de Dirac.] Entao, devemos esperar que

[ 1@yt = 5 (0).

Desta forma, devemos também esperar que

[ 1=t = 5(7).

E esta dltima integral que inspira o produto de convolugao.

Uma outra caracteristica do produto de convolugao é que f * g suaviza f e
também ¢g. Ainda mais, f * g herda as propriedades de suavidade de g e de f.

Por exemplo, se g é derivavel entao f* g é derivavel [e satisfaz D(f *g) = f * Dg].

Definicao. Sejam f:R - Ce g:R - C. O produto de convolugao de f por g,

nesta ordem, no ponto 7 é dado por (se a integral existe)

(F=9)() = [ F(r=Dg(at

O nome “convolucao” reflete que a operacao * de certa forma “mistura” ou
“envolve” ou “entrelaca” as funcgoes f e g, como as figuras abaixo bem ilustram. O

adjetivo “produto” se justifica devido a semelhancas com o produto convencional.



E trivial ver que o produto de convolugao é comutativo (analogamente ao

produto usual) nos pontos em que ele existe. Com a mudanga s =7 —t, temos
(F+9) () = [ F(r=0)g(t)dt= [ f(s)g(r = s)ds= (g% (7).
O suporte de uma fungao f:R — C é o conjunto

supp(f) ={z: f(z) #0} [o menor fechado contendo {x : f(x) # 0}].

Sejam f:R > Ce g:R - C tais que f * g existe. E simples ver que (cheque)

supp(f * g) ¢ supp(f) + supp(g).

Exemplo 5.1. Computemos o produto de convolucao

(F9)@) = [ J()g(o-u)du,

onde

0, caso contrario, 0, caso contrario.

1, seO0<z<1, z, sel<x<?2,
f(x)={ e g(fﬁ)={

Solucao.

A convolucao envolve uma translacao e uma reflexao. Para visualiza-la,
mantemos estética a fun¢ao de menor suporte, a fungao f (coincidentemente

a mais simples), e refletimos e “deslizamos” a fungao g.

g(u)

-~

{ !

=
=
—~

! 0 4 ’u
Figura 1: O gréafico de g sob efeito de reflexao e entao de translagao.

Se o ponto z esta distante da origem [i.e., se o suporte da fun¢ao u ~ g(z—u)

nao intersecta o suporte [0,1] da fungdo f], entao temos
(f *g)(x) =0.

Assim, movendo x desde —oco até +o0, s6 teremos algum trabalho de calculo

nos casos em que os suportes de u — g(x —u) e f(u) se intersectam.

As figuras a seguir mostram que temos entao apenas cinco casos a analisar.
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glxr w)
: Slu) Ifx<0
(f*g)(x)=0.
z—2 x o 1 s
glx )
;\\ Flu) Ho<x<1
‘ 1 [o—— =
N (f*g)(z) = =
M \ ' , = 2
z—2 o oz 1 w
Ifl<az 2
oy xZ2 (z—=1)3
(f*9)(z) = - >
uw
If2<x<3
2% (x 1)*
FRa €y — o =
(f*g)(x) > 3
3 ”
glz —u)
flu) If3<zx
; S fxg)(z})=0

Figura 2: O produto de convolugao (f * g)(z) #

Existem varias condi¢oes que garantem a existéncia do produto de convolugao
f*g. Um par de condicoes simples, razoavelmente abrangentes e simétrica é: f e
g absolutamente integraveis e limitadas. [Logo mais, veremos outras condigoes. |

Para ilustrar que f * g suaviza f e g, vejamos que sob as condi¢oes acima f * g

é uniformemente continua (e absolutamente integravel).

Lema 5.2 (Bilinearidade/Distributividade). Sejam f, g e h fungoes tais que
existem os produtos f * g e h % g. Seja A € C. Entao, existe (f + Ah) * g e temos

(f+M)xg=fxg+Ah*g) e fx(g+h)=fg+fx*h.

Isto é, o produto de convolugao é linear na primeira variavel e distributivo em

relacao a soma. Analogamente, quanto a segunda variavel.

Prova. Exercicio.



Dada f:R — C limitada, definimos a norma do sup por

[fllee = sup{[f(x)] : z e R}.

Teorema 5.3. Sejam f:R - C e g : R - C absolutamente integraveis. Supo-

nhamos que g é limitada. Entao, esta bem definida em todo ponto a convolugao
[eg@) = [ f@=-pg)dy.
a qual é absolutamente integravel, uniformemente continua, limitada e satistaz
[F % glloo < 1f 119
Prova. Em quatro passos.
o Bem definida, limitada e a desigualdade. Fixado z na reta, temos

[ 5@ =9y <lgle [ 1= y)ldy =719l
Donde segue |f * g(z)| < [ f]1]g] (pela desigualdade triangular integral).

¢ Redugdo ao caso f >0 e g > 0. No que segue, a bilinearidade do produto
de convolugao permite decompor f e g em suas partes reais e imagindrias e

estas em suas partes positivas e negativas e supor f >0 e g >0 (cheque).

o Continuidade uniforme. Seja € > 0. O Lema 3.17 garante p : R - [0, 00)

continua e de suporte compacto (e uniformemente continua, cheque), com

|f-pli<e
Seja x arbitrario em R. Seja h tal que |h| < 1. Temos
frg(x+h)=fxg(x) =prg(z+h)-pg(x)+[(f-p)*g(z+h)-(f-p)*g(z)].
Seja M >0 um majorante da fungao g = |g|. Pelo primeiro passo segue
[f*g(x+h) = f*g(x)|<[p*g(x+h)-p*g(x)|+2eM.
A continuidade uniforme de p garante um 6 > 0 para o qual temos
Ip(t + h) — p(t)| < €, para quaisquer t € R e |h| < 0.
Entao, para todo |h| < ¢ segue

f[p(:r +h—-y)—p(z-y)]g(y)dy| < elg|:

A continuidade uniforme de f * g segue de

lp+g(x+h)-p*g(r) =

If *g(z+h)-f*g(x) <elg|i +2eM, para quaisquer z e |h| <.
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o Integrabilidade absoluta. Adaptemos a prova da continuidade para a funcao
produto usual (z,y) ~ xy de nimeros reai. O Lema 3.17 garante existirem

Pn € Gn, funcoes continuas de suporte compacto tais que

0<p,<f e 0<q,<g, satisfazendo

1
If=pulh € —=—=—= ¢ 9=t < ==
n(1+]g]e) n(1+[pnfe)

[Note que ¢, depende de p,.] Pelo primeiro passo segue

1

1
If %9 =Dpn*dnlloo <[ f =Pulillgleo + Pnloollg = guli < =+ —.
n n

Logo,
uniformemente

Pn*qn —> [ *g.
Fixemos r > 0. Segue

(5.3.1) [:pn % g (1) de — [: f*g(x)dz.

O suporte de p, * g, estd contido em um quadrado [0 qual depende de n|.
O teorema de Fubini para continuas garante os computos [exceto quando

indicados, é supérfluo indicar os limites de integracao nas integrais abaixo|

[ s aa@de< [ [ pate-panydyde= [ [ pale - )aa(y)dudy

- ([ m@yie) ([ wlwrn) < 1511911

Esta ultima desigualdade vale para todo n . Por (5.3.1) segue

f:f *g(x)dz < | fllgls-

Logo, por defini¢ao, a convolugao f * g é (absolutamente) integravel e

[ £eo@a<( [ s@is)( [ o)

Esta ultima desigualdade ¢ 1til para provar o importante corolario que segue.

Comentario. A hipdtese “f ou ¢ limitada” é essencial, ao usarmos a integral de
Riemann. Vide Fourier Analysis, T. W. Korner, Appendix C, pp. 570-572.



Corolario 5.4. Sejam f e g como nas hipdteses do teorema e ¢ € R. Entao segue

(a)
(0)
(c)

[ep@r=( [ s@is)( [ gway).
1f* gl <1l
F+g(&) =f(6)g(¢) [Teorema da Convolugao].

Prova. Para (a) e (c), sigamos a notagao na prova do teorema.

()

Podemos supor f >0 e g >0 (cheque). Evidentemente temos

/ frg(z)de > fpn*qn(x)dx = ([ pn(x)dx) (/ qn(y)dy), para todo n.

Impondo n - oo segue [usando que ||f —p,|1 € |g - ¢|1 tendem a zero]

[ £o@ae>( [ s@s)( [ swy).

A desigualdade contraria ja foi mostrada ao final da prova do teorema.

Pela desigualdade triangular para integrais obtemos | f * gll1 < |||f] * |g] | :-

Pelo item (a) segue [ |f]* gl |1 = |.f]1]g:-

Podemos supor f >0 e g >0 (cheque). Inicialmente, vejamos que a féormula

é valida para p, e ¢,. O teorema de Fubini para continuas garante

g = [ e a)@)da= [ [ e, (o= y),(y)dyde
- [ [ e epa-paydady = [ [ ey, 0)q,(y)dtdy

:fe_%’fyqn(y)fe_zmgtpn(t)dtdy
= Pn(§)n(6).
A seguir, utilizemos a trivial desigualdade |f(€)| < |f|:. Encontramos

7€) = (O] = T =PI < [ f = palli- Analogamente para g e g,. Logo,

—_

(&) — F(&), @) — &) e prd(&) — F(©)7(©).

Para finalizar, notemos que [utilizando ||p, | < | f|l; na segunda desigualdade]

7% 9() = Pu * GO < |f * 9= Pn * gulh

<[ f =pallilgly+ [ £111g = gals-
Donde segue que i,  G(€) = [ * g(€) ¢ P = 3u(€) = F(E)T(E) »

10
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Comentarios.

o Parte da importancia do produto de convolucao para o calculo de médias
ponderadas e também em teoria da probabilidade pode ser antecipada com

a seguinte observagao. Suponhamos f >0 e g > 0, ambas satisfazendo

ff(x)dx=1 e fg(y)dy=1-

Entao, é claro que temos f * g >0 e, pelo Corolario 4.5 (a) temos

ff*g(w)drc= (f f(x)dl’)(f g(y)dy) = 1.

Funcgoes positivas e com integral valendo 1 sdo importantes em varios ra-
mos da Matematica. Em teoria da probabilidade, sao ditas distribuicdes de
probabilidade.

o Dadas f e g >0, com a integral de g valendo 1 e g concentrada perto da

origem, entao y — g(z—y) esta concentrada perto da origem e a convolucao

frg(@)=g+ @)= [ gl=-y)f)dy

computa a média ponderada de f em uma vizinhanga do ponto x [ponderada

pela refletida e arrastada g|.

o Seja r > 0. Consideremos a funcao

1
| 3, Se —T<Sy<rT,
9(y) = .
0, caso contrario.

E claro que a integral de g em toda a reta vale 1. Neste caso, temos

1 T+Tr
(F)@) =g+ @)= [ ga-nfdy= o [ F)ay
que é a tradicional média de f no intervalo [z —r,z +r].

o Associatividade. Dadas f, g e h absolutamente integraveis e limitadas,

temos
(f*g)*h=[x(gxh).

Por favor, cheque.

11



o O substantivo produto. Cada um dos trés itens do Corolério 5.4 colabora

com chamarmos a operacao convolucao de produto de convolucgao.

O item (a) estabelece

[ ay@de=( [ f@s)( [ swy).

Esta propriedade nao é valida para o produto usual de fungoes. Curiosa-
mente, é comum estudantes de Célculo I ansiarem por uma propriedade

deste quilate.

O item (b) estabelece
[+ gl <[ f1ilgl

e pode ser visto em analogia com propriedades da &algebra das matrizes
reais e quadradas M,,,,(R) [ou da élgebra M,,,(C)]. Dadas duas matrizes

quadradas A e B, é conhecida a propriedade
|AB] < [A]]|B].

Obviamente, para a algebra dos nimeros reais (ou complexos) temos a iden-
tidade |ab| = |a||b] com a e b nimeros reais. Entretanto, para outras dlgebras
pode ser que nao tenhamos uma tal identidade. Algebras com a propri-
edade médulo do produto menor ou igual ao produto dos médulos (além
de algumas outras condi¢oes) sdo muito estudadas (uma &rea de pesquisa).
As algebras com tal propriedade e que sdo completas (isto é, as sequéncias
de Cauchy sao convergentes) sdo chamadas &dlgebras de Banach. O conjunto
das funcoes f : R - C Lebesgue-integraveis, munido da operacao adicao
e da operacao produto de convolugao, forma uma &lgebra (comutativa) de

Banach.

O item (c) estabelece

F*g(&) = F(€)a(6).
Esta propriedade é decisiva para vermos a convolucao como um produto.
Pois ela mostra que o produto de convolugao corresponde, no dominio-
frequéncia, ao produto usual. Mais especificamente, via transformada de

Fourier segue que o produto de convolucao corresponde ao produto usual

de transformadas de Fourier.

12
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¢ O elemento neutro no produto de convolugao. Antecipamos aqui (e

mostraremos ainda neste capitulo) que existe um objeto g satisfazendo
(g* f)(t) = f(t), paratoda f absolutamente integravel e continua.

No momento, fagcamos alguns calculos ingénuos com tal equacao. Compu-

tando a transformada de Fourier encontramos
9r=71.
Donde segue G = 1. Entao, com a transformada de Fourier inversa obtemos
g(t) = / eFmiteqe.

Ora, tal integral nao existe. Logo mais, com distribui¢oes temperadas,

daremos um sentido a tal conta.
Vejamos uma outra abordagem. Desejamos validar a equacgao
[ at-01©d= [ g(&)r@-)de = 1.
Porém, sabemos que dada as gaussianas ¢, [vide capitulo 3| temos
lim [ @c()F(t=€)de = F(t-0) = (1)
Donde segue
g=limp.=d [0 d de Dirac].
Com a teoria das distribuicoes temperadas mostraremos que
(6 f)(t) = f(t) paratoda f no espago de Schwartz.
Com tal formula, segue entao

5=1.

o A divisao. Dadas h e f absolutamente integraveis tais que h = f * g para

alguma funcgao desconhecida g , obtemos a equagao

h=fg.
Donde segue _
_ h

9g==
f

Tal quociente tem problemas nas regioes em que fse anula. O computo
de g é chamado de deconvolugao e é muito importante em aplicagoes, na

teoria de filtros (um tépico pouco abordado nestas notas).

13



O Teorema 5.3 mostrou que dadas f e g absolutamente integraveis e limitadas,
entdao f * g é mais suave que f e g. De fato, f * g é uniformemente continua. A

seguir, mostremos que f * g herda propriedades de suavidade.

Teorema 5.5. Seja f: R - C absolutamente integravel e g : R - C no espaco
de Schwartz. Entao, f % g é infinitamente derivavel e temos
dr dr
%(f*g)#*(ﬁ)a para todon > 1.
Prova.

Escrevamos
I 9= [ glo-p i)y

e h(z,y) =g(x-y)f(y). Existem constantes A >0 e B >0 tais que

o)+ 5 )| < AL )]+ BLIG)

O teorema da derivagao sob o sinal de integracao (Capitulo 2, se¢ao 2.10)

garante que f * g é derivavel e

(F+9@) = [ 4G @y =(7+E) @,

A conclusao segue por indugao ja que S(R) é fechado por derivagao #

Comentario.

¢ O resultado acima pode ser facilmente melhorado. Por exemplo, suponha-
mos que a funcao f é de classe C™ e que a funcao g é de classe C"™, com
todas as derivadas de f e de g absolutamente integraveis e limitadas. Entao,

a argumentacao na prova do Teorema 5.5 mostra que f * g é de classe C™*™

- (5)-(52)

dzxmtm dz™ dz™

e satisfaz

14
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5.2 Aproximagao da Identidade

O produto de convolucao pode ser utilizado tanto para aproximar pontual-

mente como em norma (ou em semi-norma). Vejamos dois resultados a respeito.

Definicao. Uma funcao f : R - C é continua por partes se ela é continua em todo
ponto exceto em um conjunto enumeravel X de descontinuidades isoladas, do tipo
salto (descontinuidades de primeira espécie). Isto é, para cada ponto (isolado)
x € X, existem (como nimeros) os limites laterais a esquerda e a direita, f(x-)

e f(xz+), e estes satisfazem

flx=) # f(z+), onde f(x+) = lim f(z).
Aproximagao da Identidade. Seja € >0 (em geral 0 <e< 1). Dada ¢ :R - C

absolutamente integravel, seja

1 (z
(5.6.1) e = 2(2).
e \e
Entao, (. é obtida contraindo o grafico de ¢ na direcao = pelo fator ¢ ao passo
que na dire¢ao y estica o grafico de ¢ pelo fator 1/e. Se o valor da integral de ¢

é igual a 1, a familia de fungoes {¢.} é dita uma aproximagdo da identidade.

Figura 3: A funcdo ¢, a fungao ¢o(z) = 1¢(%) e a fungao goé(x) = 2p(2x), com

graficos ordenados da esquerda para a direita.

Vejamos que a area de ¢, independe de €. De fato, temos

[edrae= [ 2o(2)de= [ owreds= [ o)

15



Teorema 5.6 (Convergéncia pontual). Seja ¢ : R - C absolutamente in-

/ o(x)dr = 1.

Seja f : R - C continua por partes. Suponha que uma das trés condi¢oes ocorre:

tegravel e tal que

(i) f limitada,
11 com suporte compacto
(ii) ¢ p pacto,

(iii) f é absolutamente integravel e p(x) descresce mais rapidamente que 1/(x?)

no infinito.
Seja . como em (5.6.1), acima. Entao, as seguintes propriedades sao verdadeiras.
(a) A convolugao f * . estd bem definida.

(b) Seja a o valor da integral de ¢ sobre (—o0,0]. Similarmente, seja § o valor

da integral de ¢ sobre [0, 00). Para todo x na reta, temos
lig £+ (o) = af (w4 + B a-)  [eom o+ = 1]
(c) Se f é continua no ponto z, entao
lng f = 2,(2) = f ).

(d) Se f é continua em um intervalo aberto J, entao

if .
f* o unormenente, f em todo intervalo compacto dentro de .J.

Prova. Notemos que f é Riemann-integravel em intervalos limitados.
(a) Se f é limitada, é ébvio que f * . estd bem definida. Se ¢ tem suporte
compacto, também ¢é 6bvio que f * . esta bem definida.

No caso restante, notemos que ¢ ¢é integravel em intervalos limitados e que
¢ :R — C é limitada (cheque). Logo, cada ¢, é limitada. Portanto, como f

¢é absolutamente integravel, segue que f * . esta bem definida.
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(b) Fixemos um arbitrério = na reta. Escrevamos

F(a+)+ fa-) _

f*(:os(x)_ 9

[i[f(x ~y) = f(z+)]e(y)dy
" fom[f(x ~y) = f(z=)]e(y)dy.

Basta entao mostrarmos que as integrais no lado direito tendem 0 se € — 0.
Mostremos que este é o caso para a segunda integral [a andlise da primeira

integral é redutivel & primeira, trocando f(x) por g(z) = f(-x), cheque].

Dado ¢ > 0, seja ¢ > 0 e pequeno o suficiente tal que

|f(x—y) - f(z-)|<dseO<y<ec.

Dividamos a segunda integral nos trechos [0,c] e [¢,00). No inicial temos

[T - s ey <5 [ el <slel

A anadlise neste trecho esta completa.

Agora, estimemos no trecho [¢,00). Neste intervalo, ha trés possibilidades.

o O caso f limitada. Entao segue

[T - fa) ey

<2|fl [~ low)ldy.

Se € - 0, o lado direito obviamente tende a 0.

o O caso ¢ com suporte compacto em [-R, R]. Seja € tal que

c
O<e<—.
““R
Dado y > ¢, temos .
g>c—=R.
€ c

Donde segue ¢.(y) = 0. Logo,

fcw[f(f —y) = f(2=)]ee(y)dy = 0.

A conclusao é entao dbvia.
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o O caso f absolutamente integravel e ¢ decrescente mais rapidamente que

1/(x2), no infinito. Neste caso segue

[T - sy

< fcm |f(z = y)e(y)ldy

1@ [ el

J& vimos [caso f limitada] que a ultima integral tende a 0 se € — 0.

Estimemos a penultima. Por hipotese, existem C' >0 e m > 0 tais que
C
lo(t)] < Tk para todo [t| > m.
Para

¢ Y
O<e<— e y>c, temos =>m.
m €

Donde segue
[T weans -l (305)ds Sl
que tende a 0 se € - 0.
A andlise no trecho [¢, 00) estd completa.
(c) Segue imediatamente de (a).
(d) Seja [a,b] contido em J. Existem a’ e I’ tais que
[a,b] c (a',0") c [a’,b'] c J.

Devido a continuidade uniforme de f no intervalo [a/,b'], segue que dado

0 > 0 podemos entao encontrar um c > 0 tal que temos
|f(x-y) - f(x)| <0 para arbitrarios x € [a,b] e 0<y < c.
Assim, para todo x € [a,b] segue (analogamente aos computos ja feitos)
Froe) - £@I<8 [ ey [ 1f-1)- @l
A peniltima parcela a direita é majorada por d|¢|;. Pelo provado em (b),

a ultima parcela integral tende a 0 se € - 0, independentemente de = &
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Comentarios sobre o teorema.

o A hipétese sobre o decaimento de ¢(x) [decaimento mais rapido que 1/(x?)]
¢é razoavelmente abrangente. Em muitas situacoes é utilizada uma funcgao
gaussiana, ou uma funcao no espago de Schwartz ou mesmo uma funcao de

classe C* e de suporte compacto.

¢ Uma importante funcao que ¢ utilizada em aproximacao da identidade e

que tem decaimento exatamente como 1/(x?) é a fungao

1

o) = 1422

Tal funcao surge, por exemplo, no estudo de equacoes diferenciais parciais

(problema de Dirichlet no semi-plano).
o Claramente, o teorema também vale se p(x) decai mais rapidamente que

de, com 0<d<1.

O conceito abaixo é equivalente a aproximacoes da identidade e é utilizado

em muitos textos.

Sequéncias de Dirac. Dada ¢ : R - C absolutamente integravel, com o valor

da integral de ¢ igual a 1, a sequéncia de funcoes
on(z) = np(nz), onde z € R,

¢ dita uma sequéncia de Dirac. Notemos que

f%(fﬁ)dw:fw(m)dﬁf@(y)dyzl-

A seguir, vejamos um resultado sobre aproximagao em ‘“norma” (no nosso

caso, com a integral de Riemann, temos de fato uma semi-norma).
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Teorema 5.7 (Convergéncia na semi-norma |.|;). Seja f:R — C absolu-
tamente integravel. Consideremos uma aproximacao da identidade (p.), com ¢

continua e limitada (e absolutamente integravel). Entao,

e—0

If *¢e = fli — 0.
Prova.

¢ Questdo bem posta. Pelo Teorema 5.3 segue que f * ¢, é absolutamente

integrével (e uniformemente continua e limitada).

¢ Redugdo. Seja § > 0. Pelo Lema 3.17 (e seu comentério), existe uma fungao

(poligonal) continua p: R — C com suporte compacto e tal que

If -l <
Entao, temos
[f*@e= fli < |p* @ =l + [(f =) * e = (f = P)1-
Logo, pelo Corolario 4.5 (b) segue
[(f =p) * e = (f=p)1 < S]fs +0.
Logo, podemos supor f continua e de suporte compacto.

o Quatro condi¢cdes para aplicar o teorema de Fubini. Seja f continua e de

suporte compacto (logo, uniformemente continua). Temos entao
frge@) = f@) = [F-1) - F@edy)dy.
Condicdo 1. E evidente a continuidade no plano da fungao
(z,y) = |f(@=y) = f(@)llpc(w)]-
Condi¢do 2. Seja M = || f| oo- E facil ver que é continua a funcao integral
oo [ 1@ =y) = F@)lew)ldy,

pois temos |f(z —y) - f(z)|lpe(y)| < 2M|pc(y)| para todo x e [p(y)| é in-
tegravel, como pedido no teorema da continuidade sob o sinal de integragao.
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Condi¢do 3. Verifiquemos a continuidade da funcao integral

yo [1f@=1) - @@l =)l [ 17z -9)- f(@)lda.
Obviamente |p.(y)| é continua. Mostremos que o fator integral restante
v 1= = FOh= [ 1=y - f@)da
¢ continuo (uniformemente). Seja r > 0 tal que
supp(f)  [-r,7].

Dado um ponto y, é claro que z ~ |f(z —y) — f(x)| tem suporte compacto.
Se |h| < 1, o suporte de t — |f(t = h) — f(t)] estd contido em [-r—1,7r + 1]

A fungao f é uniformemente continua na reta. Entao, dado € > 0 existe

0<0d<1tal que |f(t—h)- f(t)| < e para quaisquer ¢ na reta e |h| < 0.

Seja h tal que |h| < d. Utilizando a desigualdade numérica |ja| — |b]| < |a - b]

¢ a mudanca de varidvel ¢ = z — y encerramos tal passo com
[ 1 =y=0) - f@lde - [ 17G-y) - fa)lds
< [|1f@=y=-1) - F@)-1f@ =) - F@)|do
< [1@=y-1)-fa=y)lde
= [ 1=y - f@an
= [ - my - slar

<e2(r+1).

Condi¢do 4 (Finitude de uma integral iterada). Com a mudancga y = et temos

[ [l =m) - f@lecwldedy = [ @I - et) = F()ladt < o0,

pois a funcao (continua)

(e, 1) = (I f(C—et) = fO) 2 satisfaz (e, 1) <[o(t)[2] f]1-
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¢ Pelo teorema de Fubini (para integrais de fungdes continuas no plano) e a

prova da Condicao 4, segue

) f f (= y) = f(@)llec(y)|dudy

- f (e, t)dt.

Ja vimos que ® é continua e satisfaz |P(e,t)| < |p(t)|2] f|1 para quaisquer

e >0 e t. Pelo teorema da continuidade sob o sinal de integracao segue

lin&[ @(e,t)dt:fcp(o,t)dt:m

Comentarios.

o Trocando a hipdtese ¢ limitada pela hipotese ¢ de suporte compacto, e
mantendo todas as demais hipdoteses do Teorema 5.6, evidentemente temos
uma versao mais fraca (mas bastante ttil) deste teorema. FEsta versao

admite uma prova razoavelmente facil (cheque).
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