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CAPITULO 3 - TRANSFORMADA DE FOURIER

3.1 Introducao

O estudo um pouco mais aprofundado da transformada de Fourier envolve
espacos de fungoes mais gerais que o espaco das fungoes infinitamente derivaveis e
rapidamente descrescentes no infinito (logo, fungées nao periddicas com a excec¢ao

da funcao identicamente nula) e também espagos de fungoes periddicas.

Ainda mais, a teoria da integracao de Riemann é uma ferramenta insuficiente
(e por vezes inadequada) para analisar muitas das fungdes, sinais e impulsos que
surgem na pratica. Para fungoes (sinais) mais gerais, é mais adequada a teoria
da integral de Lebesgue. Para impulsos que nao sao dados por funcoes, é
mais adequada a teoria das distribuigoes. Como outros exemplos de espagos
de fungoes nos quais podemos definir a transformada de Fourier, temos o espaco
das fungoes f : R - C que sao localmente Lebesgue integraveis. Como exem-
plos de espacos em que podemos definir a transformada de Fourier e também sua
transformada inversa, temos o espaco L?(R) das fungoes g : R — C que sao Lebes-
gue mensuraveis e com quadrado |g|? Lebesgue integrével e o espaco L?([0,1])
das fungoes h : [0,1] - C que sdo Lebesgue mensuraveis e com quadrado |h|?

Lebesgue integravel.

O avango direto aos topicos mais avangados é um pouco mais delicado e em-
bute o risco de deixar pouco claras algumas idéias fundamentais e simples da
teoria da transformada de Fourier. Ainda mais, este texto assume apenas e tao

somente fatos bésicos da teoria da integracao de Riemann.

Desta forma, optamos por apresentar resultados da teoria da transformada de
Fourier que podem ser obtidos de forma trivial e rapida das teorias da integracao
préopria e da integracao impropria, ambas de Riemann. Focaremos, em especial,
a transformada de Fourier no espaco das fun¢des infinitamente derivaveis e rapi-
damente decrescentes no infinito. Apresentaremos também resultados simples de

provar para a transformada de Fourier de fung¢oes absolutamente integraveis.



3.2 Definicoes e Propriedades Basicas

Definicoes e Notacgoes. Seja f: R — C arbitraria.
o Dizemos que f se anula no infinito se |f(t)| - 0 se |t| > oo. Indicamos

Co(R) =Co(R,C) ={f:R > C: f é continua e se anula no infinito}.

o Se f é Riemann-integravel no sentido improprio, escrevemos

/f(t)dt on [:f(t)dt.

Se f é absolutamente integravel, a semi-norma (semi-norma-1) de f é
71 = [ 176t
Se f é p-vezes derivavel, s sua p-ésima derivada é
Drf = f®),
o Se f é de classe C* (infinitamente derivével), dizemos que f é rapidamente
decrescente se para quaisquer indices n e m, ambos em N, a funcao
tm ™ (t) é limitada.
o O espago das fungoes f: R — C que sao infinitamente derivaveis e rapida-
mente decrescentes é denominado espago de Schwartz e é denotado

S(R).

o Se f é limitada, a norma do sup de f é
| flloo = sup{|f (£)| : € R}.

o O suporte de f é
supp(f) = {t: f(t) # 0}.
Isto é, supp(f) é o menor conjunto fechado que contém {t: f(t) # 0}. O

espaco das fungoes f: R — C de classe C'* e de suporte compacto é

CZ(R).
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Exemplos.

~ . 2, . . .- .
¢ A fungao gaussiana f(x) = e™*" é infinitamente derivavel e rapidamente

decrescente e entao pertence a S(R).

Figura 1: O grafico da gaussiana e a regiao entre tal grafico e o eixo real.

o A funcao [vide Fungao Teste em Capitulo 2 - Ferramentas, segdo 2.6-B]

1
e 122, se —1<z<1,

P(x) =

0, caso contrario #

é de classe C' e de suporte compacto e satisfaz
0<®(x)<e <1 e supp(®) =[-1,+1].

A

Figura 2: Grafico da funcao &.

o E ébvio que

C=(R) c S(R).



Definicao. A transformada de Fourier de uma funcao absolutamente in-

tegravel (no sentido improéprio) f:R - C é
Ff(€) = f(ﬁ) = / f(t)e ?™*tdt, para todo & € R.

Lema 3.1 (Trés Desigualdades). Sejam 6 e ¢ em R. Temos,

sind[<|0] |, [le?-1/<]0] | e []e?—e?|<[0-g|

Prova.

o A primeira é conhecida. Para a segunda temos

, o 0 .o o . .0
e —1=¢'2 [e’2 -e ’2] =6Z22ZSIH§.

Donde segue, pela primeira, |e? — 1| < |6)|.
o A terceira segue da segunda, pois € — e = ¢ [¢H(0-9) — 1] &
Proposicao 3.2. Seja f: R - C absolutamente integravel. Entao,
f:R-C
é uniformemente continua, limitada e satisfaz

|f(§)|sf|f(t)|dt, para todo { €R, e entao | fle <[ f]1.

Prova.

o Como temos |f(t)e-2mit| < |f(t)| para todo t, segue que f(£) estd bem

definida para toda frequeéncia £. As desigualdades anunciadas sao triviais.

o Seja € >0. Como f é absolutamente integravel, entao existe r > 0 tal que

fﬂzr F()]dt < e.

Sejam £ e 77, ambos na reta. A desigualdade acima e o Lema 3.1 garantem
|.}’C\(€) - .;C\(/r/)| < [ f(t) [G—Qﬂift _ 6—27ri77t] dt

< @mr{fla) 1€ = nl+2€

Tal desigualdade mostra que f é uniformemente continua (cheque) &

+e+e€

Comentario. E entao razoavel que para computar a tranformada de Fourier

inversa de uma g absolutamente integravel, suponhamos g continua e limitada.
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O resultado abaixo é pratico para lidar com algumas questoes de convergéncia

e que surgem no estudo da transformada de Fourier com a integracao de Riemann.
Lema 3.3 (Convergéncia). Seja f: R - C absolutamente integravel. Seja
108 = [T F(®)edt, onde € € (~o0,00),
-n
paran=1,2,.... Entao,
fn € uniformemente continua e f, umiformenenite, T

Prova.

o Continuidade uniforme de cada f,,. Pelo Lema 3.1 encontramos
1) = Fum)l < 21 =] [ "Jer(t)lat

o Convergéncia uniforme. Dado € > 0, por hipdtese existe N tal que

A <

Suponhamos m >n > N. Para todo £ temos

|fm(§) - fn(€)| = —/ns|t|sm f(t)e—metdt

A teoria da integracao de Lebesgue apresenta resultados de convergéncia (em

st|f(t)|dt<€+

particular, o teorema de convergéncia dominada) mais fortes que a teoria de
Riemann. Este é um dos pontos fortes da teoria de Lebesgue e que a torna

bastante 1util para estudar transformada de Fourier em espacgos mais gerais.

Entretanto, a teoria de Lebesgue também tem seus limites. Por exemplo, a

tao importante e ressurgente seno cardinal (nao normalizado)

sinx

sinc(x) = sex#0 e sinc(0) =1, omde z € (—o0,+00),

nao é Lebesgue integravel nem absolutamente integravel no sentido impréprio de

Riemann. Mas, podemos computar a sua integral de Riemann improépria. Temos

[Taer o f

Vide Capitulo2 - Ferramentas, se¢ao 2.16.

sint

t

dt = 0.

Tal integral é chamada uma integral oscilatéria.



Exemplo 3.4. A transformada de Fourier da fun¢do retdngulo (fun¢do caixa ou

fungdo portdo, ou um pulso unitario ou uma fungao caracteristica ou escada)
11
(t) = 1, sete( 2,2),
0, caso contrario,

¢é dada por

. sin w€ se 5:’:0
[1(¢) =sinc(n&) =4 ™’ ’
(6) = sine(r¢) {1, i
onde sinc(+) é o seno cardinal (ndo normalizado).

1

L X

Figura 4: O gréfico do espectro TI(€) = sinc(m€).

Prova.

Temos, como a fungao cosseno ¢é par e a fungao seno é impar,

0o 1 1
M(¢) = [ x(t)e 2t dt = f2 et = 2 f2 cos(2m&t)dt.
oo 1 0

E trivial ver que

1/2 Sil’l7‘(‘£7 # 0’
2 f cos(2m&t) dt = { we o S¢ ¢
0

1, se £=0#s

10
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Proposigao 3.5. (Linearidade da Transformada de Fourier). Considere-
mos f:R - C e g:R — C absolutamente integraveis. Sejam « e [3 arbitrarios

em C. Entao, as funcoes af, fg e af + g sao absolutamente integraveis e temos

Flaf+B8g)=Ff+Fg.

Prova. Trivial (segue da linearidade da integral) #

Proposicao 3.6 O espaco de Schwartz é fechado por derivacao e multiplicacao

por polinomios.

Prova. Seja f € S(R).
¢ Consideremos a fungao derivada f’. Por definicao,
t(f1) () =t FO ()
é limitada para quaisquer naturais n e m. Logo, f’ € S(R).
¢ Consideremos a fungao ¢f(t). Dados n e m, temos
)M =t (frtf) = (2f + tf) 0 == fOD g ),
Pelo caso anterior, t" f(m=1) ¢ ¢n+1 f(m) s30 limitadas. Logo,
£ (tf)
é limitada. Portanto, tf pertence a S(R) #

Dada f no espago S(R), existe uma constante M > 0 tal que

M
1+ 22

(Q+a?)f(@) <M e |f(2) <

Logo, f é absolutamente integravel (na reta) e portanto a transformada de Fourier

—_

Ff=1f

estd bem definida em todo ponto &.

11



Proposicao 3.7. Seja f em S(R). Entao, a transformada de Fourier

F©) = [ e car

é derivavel e vale a formula

%(f) = f f(t)(=2mit)e 2™ tdt, para todo & € R.

Prova.

Dado € > 0, seja r >0 tal que
f|| It £(£)[dt < e.
t|>r

Seja h # 0. Notemos que tf(t) é absolutamente integravel. Entao,

‘f(ﬁ + h})l - f(f) _ /(—2Wit)f(t)6_2Wi£tdt‘

= ‘ f f(t)e%i@[#mm] dt‘
’f(t) [sm(27rht) t”dt.

o O caso da penultima integral acima. Utilizemos as desigualdades

< f ’f(t)cos(Qwh}tl) - COSO

|sinf| < |6] e |sinf|<1.

O TVM garante um 7 entre 0 e h tal que

f ‘f(t) cos(QWh;fL) - cos0

dt < [ f(1)2rt sin(2mt)| dt

< f F(£) 2t sin(2mnt)|di + ft  |f(t)2mtsin(2mnt)| di

< Am*r?|n|| f]1 + 2me.

Isto mostra que podemos escolher h pequeno o suficiente tal que esta

integral seja majorada por, digamos, 7e.

12
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o A integral pendente. A funcao seno cardinal

sinc(f) = %, se 00, e sinc(0) =1,

é continua, tende a 0 se |f| - oo e existe uma constante M satisfazendo

|sinc(0)| < M para todo angulo 6. Entao temos

sy [ERCThY) o <
[ ro [ -2x)

< 27r[: tf(t) [M B 1”dt+2ﬂ /t|>r

2mht
E trivial ver que

/|z‘j|2r

Temos também que

/.

Combinando a majoragao das integrais acima, concluimos que a transfor-

sin(27ht)
2mht

¢ f(t)[ 1” dt.

sin(2mht)
2mht

tf(t)[ 1”dt§ (M +1)e.

sin(2rht)
2mht

tf(t) [ 1” dt <r|f|isup{|sinc(9)-1|, se |0] < [2wrh|}.

mada de Fourier f é derivavel e que vale a férmula anunciada. Por favor,

complete os poucos detalhes restantes #

Comentarios.

o Na demonstracao acima é importante notar que utilizamos apenas que a

fungao f(t) e a funcao ¢ f(t) sdo absolutamente integréveis na reta.

o A prova acima evita o Teorema para Diferenciagao sob o Sinal de Integracao,

apresentado em Capitulo 2 - Ferramentas, secao 2.12.

o Mais sobre diferenciacao sob o sinal de integral pode ser encontrado em

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL. pdf.

13
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Proposicao 3.8. Seja f em S(R). Seja t a varidvel no dominio de f. Seja & a

variavel no dominio das transformadas de Fourier. Valem as propriedades abaixo.
1. Translago no Tempo - Modulagio. F[f(t+h)] = €27k (), dado h na reta.
2. Modulagio - Mudanca de Fase. F[f(t)e27ith] = F(& + h), fixado h na reta.
3. Mudanca de Escala Temporal. F[f(ht)] = 5; f 7 (%), fixado h # 0 na reta.
4. Derivacio - Multiplicagio Polinomial. F[f/(t)] = 2mi& f(€).

5. Multiplicagdo Polinomial - Derivagdo. F[-2mitf(t)] =4 ( £).

6. Simetria. F[m] = 7(-9).

Prova.
1. Temos
[ fe e = [ p(s)e s - e ).
2. Temos
f f(t)e 2mithe=2mite gy — f F(#)e 2O qr = F(& + h).
3. Segue de

‘/\f(ht)efwrz{tdt ff(s) —2m£ t] hds_|h| (f)

4. Utilizando integragao por partes e que f(t) — 0 se t > +o0, segue

[ e = pieyems|

[ F()(=2mi€)e 8t dt = 0 + 2mie F(€).

5. Segue da Proposicao 3.5.

6. E claro que f(t) pertence a S(R) e que

fme—sztdt = / f(t)e 2=t dt &

14
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Comentarios e exemplos a Proposicao 3.8. Seja f: R - C qualquer.

o As propriedades 1, 2 e 3 valem para f: R — C absolutamente integravel.

o Na mesma proposicao, a propriedade 4 também vale para f, se a funcao f

é derivdvel (e f limitada) e as fungoes f e f’ sdo absolutamente integraveis.

Provaremos isto logo mais, na se¢cao Decaimento x Suavidade.

A propriedade 5 evidentemente também vale para f, se as fungoes f(t) e

tf(t) sdo absolutamente integraveis.

Seja f € S(R). As propriedades 4 e 5 mostram que, a menos de poténcias
de 27i, a transformada de Fourier permuta o operador derivacao D" [onde
D"(f) = f™)] com o operador multiplicagao pela varidvel sob consideragao,

o qual denotamos MP [donde segue MP(f) =zPf(x)]. Isto é,

{ FDn(f) = (2mi&)"F = 2mi)" M F(f) e
FMn(f) = F(trf) = (-2mi) "D F(f).

Estas caracteristicas (as propriedades 4 e 5), tornam a transformada Fourier

fundamental no estudo de equacoes diferenciais.

Abaixo ilustramos a dita Propriedade de Retardamento (propriedade 1)
com o efeito de uma translagao g(¢) de um impulso unitério f(t).

f(t)

flw)

: NS WO T

g(t) Re g,

Im g
/N >&\/ﬂ\/<\, w
\/

Figura 5: A transformada de Fourier e a translagao de um impulso.

t

15



o Com respeito a Propriedade 3 (mudanca de escala temporal), o caso

a=-1 ¢ F[f(-)]= (=€)
mostra a propriedade do tempo reverso.

Invertendo o sentido de orientacao do sinal, o sentido de fse inverte.

o A propriedade mudanca de escala temporal é também dita propriedade de
similaridade ou “comprime-estica”. O nome similaridade deve-se a mudanca

de escala x — ax ser também chamada de similaridade.

Vejamos as caracteristicas “comprime e estica”. Seja a > 1. Entao temos

Flsan) = F(%)

O grafico de f(at) estd contido na mesma faixa horizontal que o gréfico de

f. Ainda, se v é o valor que f assume no ponto ¢, entao temos

/62)-

Isto mostra que o grafico de f se contrai horizontalmente. Isto é, ao longo
do eixo Oz, em diregao ao eixo Oy, com mesmos valores minimos e maximos

que f e dentro da mesma faixa horizontal que o gréfico de f.

No dominio-frequéncia, f assume valores complexos. O grafico de

)

é “esticado horizontalmente” comparado ao de [f(€)]. E “esticado” ao longo

do eixo Oz, se afasta de Oy e estd na mesma faixa que o grafico de |f|

Entao, o gréfico de .
FLan = [7(%)

é esticado horizontalmente e comprimido verticalmente.

Seja 0 < a < 1. Entao, o grafico de f(at) se estica horizontalmente com-
parado com o de f(t). O grafico de F[f(at)] é comprimido no sentido

horizontal e esticado no sentido vertical.

Devido a tais caracteristicas, dizemos que um sinal n3o pode ser locali-
zado (no sentido de concentrado em um ponto) de uma s6 vez no dominio-
temporal e no dominio-frequéncia. Veremos mais sobre localizacao com o

Principio da Incerteza de Heisenberg.

16
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¢ Combinemos translacoes e mudancas de escala. Consideremos a funcao

caracteristica do intervalo (-1/2,1/2) [vide Exemplo 3.4] dada por

1 1
H(t): 1, Se—§<t<?,
0, caso contrario.

Computemos a transformada de Fourier da fungao (também caracteristica)
t-3
0-n(57)

Solugao. Pelas propriedades de mudanga de escala e translagdo (nesta

ordem) segue

F(€) = 2F [I(t - 3)] (26) = 2 °7TI(2¢).
No Exemplo 3.4 vimos que II(€) = sinc(n€). Concluimos entéo que

F(6) = 2751 (2€) = 2¢7™€ sinc(27€).

| | | | | | | |
I T I T T T T T

|
T
=5 -3 -1 0 1 3 5

Figura 6: Gréfico da fungao caracteristica y = f(¢).

Atencao. E necesséria a ordem escolhida acima para utilizar as proprie-
dades da transformada de Fourier. Por favor verifique. Compute também

a transformada de Fourier diretamente.

Figura 7: Gréfico do espectro de poténcia/energia | f(€)[2 = 4sinc?(27€) #

17



o Quanto a propriedade de simetria
FlI®] =19
vale o que segue.

Se f é uma funcao real, entao temos a condicdo de realidade

—_

F-6 = f(©.
Neste caso, a transformada Ff = fé dita uma fung¢ao hermitiana.

Notemos o paralelismo com matriz complexa hermitiana (ou auto-adjunta).
Para tal, interpretamos —¢ e £ como indicando posigoes simétricas e re-
cordamos que uma matriz quadrada e complexa A = (a;;) é uma matriz

hermitiana se satisfaz
aj; = G;;, para todos i, j.

Recordemos também que todos os auto-valores de uma matriz auto-adjunta

Sao reais.

Para séries de Fourier, a condicao de realidade se traduz na relacao entre
coeficientes de Fourier

C_p =Cp

e neste caso temos

C,n6727”nt + Cn627rznt = 2Re (Cne27rznt) .

Se f é uma funcao puramente imaginaria, entao temos a relacao

—

F(=6) =-1(8),

cuja correspondente relacao para coeficientes da uma série de Fourier é

Cop=—Cp € C_pe 2™ 4 e 2™t = 9iTm (cne2m”t) )

o A transformada de Fourier na frequéncia zero é a integral de f. Isto é,

Fo) = [ fwt

18
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Segue uma tabela com algumas propriedades de simetria do par (f, f).

L] @) fo)

2. | par par

3. | impar impar

4. | real e par real e par

5. | real e impar imaginaria e impar
6. | imaginaria e par imaginaria e par

7. | complexa e par complexa e par

8. | complexa e impar complexa e impar
9. | real e assimétrica hermitiana [nota 1]
10. | imagindria e assimétrica anti-hermitiana [nota 2]
11. | hermitiana [nota 1] real

12. | anti-hermitiana [nota 2] imaginaria

Notas.
(1) Hermitiana (ou, parte real par e a parte imaginaria impar) é definida por
f(=6) = F(©).

(2) Anti-hermitiana (ou, parte real impar e parte imaginaria par) é definida por

f(=8) =-f(&).

19



Proposicao 3.9. A transformada de Fourier é um operador linear no espaco de
Schwartz. Isto é, temos

F:S(R) - S(R).

Prova.

Seja f € S(R). J& vimos [proposicoes 3.5 e 3.6 (5)] que T é derivavel e

O =DF©) - [ FO(-2mitye >
Como tf(t) €e S(R), repetindo o argumento temos que DF é derivével e

%(g): f f(t)(=2mit)2e 2%t dt.

[terando o argumento concluimos que fé infinitamente derivavel.
Também ja vimos [Proposigao 3.8 (4)] que f’ = D f satisfaz

(2mi€) (&) = F(f)(©)-

Logo,

(2mi&)" F(€) = (2mi€)" " F (') (€) = (2mi&)" 2F(f")(€) = - = F(D"[)(£)-

—_

Donde segue, pela Proposicao 3.2, que (2mi€)" f(&) é limitada#

Para muitos problemas é importante saber que F : S(R) - S(R) é um ope-
rador bicontinuo. Isto é, que F é continuo e que seu inverso F~1:S(R) - S(R)
também ¢ continuo. Para isto, é necessario introduzir uma nocao de convergéncia
(isto é, uma nocao de topologia) no espago de Schwartz. Veremos isto no Capitulo

7 - Convergéncia em S(R) e Distribui¢coes Temperadas.

A seguir, apresentamos alguns exemplos classicos de transformada de Fourier
e uma pequena tabela. No Capitulo 7 - Convergéncia em S(R) e Distribuigoes

Temperadas - estenderemos esta tabela com mais alguns exemplos.
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3.3 Exemplos de Transformadas de Fourier

Exemplo 3.10. A transformada de Fourier da gaussiana f(t) = e~t* ¢ dada por
f(&) = /e ",
Solucgao.
A funcao f satisfaz a equagao diferencial
fr+2tf=0.

Pela Proposigao 3.8 (4) e (5), aplicando a transformada de Fourier nesta

equagao encontramos a equagao diferencial na variavel ¢ (frequéncia)

mﬁ@—iﬁ@=0waﬁ®+%@=o

i d€
Donde segue [multiplicando esta tiltima equacio pelo fator integrante e™¢’]

d 262 7 _
Z [em S F(©)] = 0.

Assim, existe uma constante A\ tal que 6”252]?(5 ) = A, para todo £. Ainda,

Area, .. =AI7

-35

. ’ ’ 2 . ,
Figura 8: A drea entre o grafico de y = e " ¢ o eixo real é \/7.

Quanto a integral que define A (vide figura), é bem conhecido que

/oo e dt = VT

o0

[Vide Capitulo 2 (Ferramentas), segao 2.11.]

Concluimos entéo que f(&) = /me ("9 a
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Exemplo 3.11. Seja a > 0. A transformada de Fourier de f(t) = e ¢

Flwy =/ T

(F et?){m)

- W 2
Figura 9: A gaussiana f(t) = e®" e seu espectro f(w) = \/ge‘( 2

Solucgao.

Vide Exemplo 3.10 e a férmula de mudanca de escala [Proposicao 3.8 (3)]#

Comentario. Segue entao a identidade
2

Fle™(w) =™ = 1.e™",

. 4 . . . 2,
Com linguagem de Algebra Linear, dizemos que a gaussiana e™™" é uma auto-

funcao associada ao auto-valor 1 da aplicacao linear

F:S(R) - S(R).

A seguir, computamos uma transformada de Fourier que requer um pouco

mais de andlise complexa. Todavia, evitaremos o Teorema dos Residuos.
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Exemplo 3.12 Computemos a transformada de Fourier da funcao par
f()— 70ndea>0.

Solucgao.

Notemos que f(t) é absolutamente integrével e que f estd definida. Pela
propriedade de simetria [Proposi¢ao 3.6 (6)] segue que fé par. Notemos

que e? é dada por uma série de poténcias que converge em todo o plano.

Seguindo a figura abaixo, consideremos o contorno I' dado pela parame-
trizagao do intervalo [-N, N] seguida da parametrizacao v(t) = Ne®, onde

t percorre [0, 7], da semi-circunferéncia superior.

a e

-N | - N

Figura 10: O contorno para o Exemplo 3.12.

Seja £ < 0. Consideremos a identidade

6—27ri§z N e -2t 6—27ri§z
/ﬁd?,':f 5 2dt+fﬁd2.
Z¢+a t“+a Zé+a
T N ¥

Evidentemente,

N 6—27r7l§t A 00 6—27rz§t
= f(6) = f
2 + a2 o 12 +0a2 a2

Ao longo de v temos z = y(t) = Ne, com 0 <t < 7. Donde segue

’6’2’”51\[6“ = 2Nesint ¢ 0 — 1 ondeé<0e0<t<m, e
6727”‘52 ™ 1 4 Ndt N—oo
——dz| < f ————— | (t)|dt = f : 0.
/ 2ra2 | Jo |(Nelt)2+a2||7( ) o |[(Net)?+a?|

~
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Por outro lado, z = ia e z = —ia nao sao zeros de e~27é*. Pelo Método
das Fragoes Parciais [vide Capitulo 2 (Ferramentas), Método das Fragoes
Parciais em C para Quociente de Analiticas, segdo 2.15] existem constantes
A e B e uma fungdo G = G(z) analitica em todo o plano (e com a série

convergente no plano todo) tal que

6—27ri£z e—27ri§z A B
+ +G(2).

2+a>  (z-ia)(z+ia) T Z—ia  z+ia

Achamos A multiplicando tal sequéncia de igualdades por z —ia e entao
computando as novas igualdades em z = ia. [Método de Heaviside.|

Analogamente para B (mas nao precisaremos de B). Seguem

eQﬂ'aE e—27ra§
A= — e B-= —
2ia -2ia
Logo,
6—27ri§z 6271'(15 dz 6—271'(15 dz
dz = — / — - — f — + f G(z)dz.
_/z2+a2 2ia z—1ia 2ia Z+1ia (2)
T n T T

As duas primeiras integrais no lado direito podem ser calculas pelo indice

[vide Capitulo 2 (Ferramentas), Indice de uma curva em C, secio 2.14],

1 f dz =Ind(T;ia) =1 e L'/ dz = Ind(T; —ia) = 0.

27m'F zZ—1a zZ+1ia

Para a terceira, como G(z) é dada por uma série de poténcias convergente
no plano entao podemos integrar esta série termo a termo e portanto G tem
uma primitiva H. Logo, H' = G e portanto a terceira integral (computada

sobre uma curva fechada) é zero.

Encontramos entao

Z = =

f e—?wifz 27-”'627m£ 7T627ra§
22+ a? 2ia a

Entao, como a transformada f é par, concluimos com a férmula

7o) - —”8_2”'5' [f(O) - [ - 5] s

a

Para mais sobre o método das fracoes parciais e o método de Heaviside, vide

http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-FracParc.pdf.

24


http://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-FracParc.pdf

Oswaldo Rio Branco de Oliveira

Exemplo 3.13. Seja a > 0. A transformada de Fourier da fungao caracteristica

(ou fungao escada ou, ainda, uma fungao caixa ou retangulo)

() :{ 1, sete[-a,al,

0, caso contrario,

¢é dada por

2a sin 2a7r§’ se + 0’
Yo (&) = 2asinc(2an€) = 2amé 3
2a, se 5 = 0

onde sinc(t) é o seno cardinal (ndo normalizado).

dL—--.{
iarsmd

|
=
=

Figura 11: O grafico da funcdo caracteristica (caixa) y,(t).

Solucgao.

No Exemplo 3.4 verificamos que a transformada de Fourier de

0, caso contrario,

H(t):{l’ ete(=5s) TI(€) = sine(x€).

Ainda, observemos a identidade
t
Xa(t) =11 (—) , para todo t # +a.
2a
Donde entao segue, pela formula para mudanca de escala,

Ta(€) = 2aT1(2a€) = 2asinc(2ans) &
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Exemplo 3.14 A transformada de Fourier da usual funcao triangular

A(t):{l_m’ se ftf<1, & R(E) = sinc(r6),

0, caso contrario,
onde sinc(-) é o seno cardinal (nado normalizado). [A notagao A(t) é usual.]

1

Figura 12: O impulso triangular A(%).
Solucao.

A fungao A(t) é absolutamente integravel. Temos entao

— 0 ‘ 1 |
A({) = f (1 + t)e‘zmgtdt + f (1 _ t)6_2m£tdt.
71 0

Integrando por partes encontramos uma primitiva

—2mikt e—27ri§t e—27ri£t

-2 * (-2mi€)? =[(1xt)(2mi&) £ 1] —=.

[ (14 1)e 2™t = (1£1) e

Donde entao segue

K(f) _ 271'25 +1 e2mig . e—2mi§ 27-‘-26 -1 B 9 _ p2mif _ p-2mi

Logo,

. mi€ _ p,—mig)2 T Q 2
A(f):_(e 47T2€§2 ) :_[2211:§§2§)] :(

sin €

€

)2 = sinc?(7§).

Figura 13: O espectro A (€) = sinc?(n€) #
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Exemplo 3.15 Decaimento exponencial dos dois lados. Seja a > 0. Consideremos

a funcao f(t) = e~l. Mostremos que

-~ 2a

f(w) =

a?+w?

2/a (F e-alth(w)

galtl

I
T

0 1 t 0 1 (f

v

Figura 14: A curva de decaimento exponencial dos dois lados el e seu espectro,

2a
a?+w?”

a curva lorentziana F[e !](w) =
Solucgao.

Temos 0
f(w) = / e 2mistoat gy 4 [000 e 2mistg=at g

e(-2mig+a)t 0 e(~2mig-a)t oo

) -2mi€ + a|—oo " -2mi€ - a|o

1 1
B a—2mi€ " a+2mi€
.,
a? +4m2¢2

Chmamamos de lorentziana a uma fun¢ao da forma

C

t) = .
9(t) = 55

Notemos que, apesar das aparéncias, uma curva lorentziana nao é uma gaussiana.
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Exemplo 3.16 Decaimento exponencial de um sé lado. Seja a > 0. Se

f<t>:{o N eio @)=

e set>0, 2mi§ +a

f(t)

Figura 15: O decaimento exponencial de um s6 lado, descrito pelo sinal
f(t)=0set<0e f(t)=e set>0. Para 4 valores de a.

Solucgao.
Temos (2mit-at
. oo ) -2mié-a)t oo 1
— -2miét _atdt _ € —
e e :
/() fo =2mi§ —alo  2mié+a
Figura 16: Espectro de poténcia/energia |f(€)[? = m. Para 4 valores de a.

Observemos que o espectro de poténcia |f(£)|?> é uma curva do tipo lo-
rentziana (nao uma gaussiana). Por favor, associe as 4 curvas no dominio

temporal com suas respectivas curvas no dominio-frequéncia #
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Segue uma primeira tabela para transformadas de Fourier, com o que ja vimos.

No Capitulo 7 - Distribuicoes Temperadas veremos uma segunda tabela.

Tabela (primeira) para Transformadas de Fourier.

L1 f() F(&)
2. | f(t+h) e2mihe f(£)
3. | f(t)erme fl&=n)
4| f(ht) wf ()
5. | f'(1) (2mi€) F(€)
6. | (-2mit) (1) #©)
7. | et \/§<2‘(7r§)2
] | L1 me 2Tlele
9. | ealt CLQZT“@
0, set<0,
10. f(t) = { 6_‘a|t, set>0. 27ri§l+\a|
11. | xa(t) = { L seltf<a, 2asinc(2am§)
0, se [t| > a.
) L=t seftf <, o
12. | A(t) = { 0, solt]> 1. sinc® (&)
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3.4 O Lema de Riemann-Lebesgue.

O lema de Riemann-Lebesgue afirma que

(&) > 0se [¢] » co.

Este resultado tem uma bela interpretacao. Ao computarmos a média ponderada
de f por harmonicos de frequéncias que crescem sem limite [o harmonico é e=27i
e a média é o nimero f(€)], entdo as contribuicdes positivas e negativas para
o calculo da média eventualmente se cancelarao. Isto ocorre porque f pouco
mudard relativamente a fortes oscilagoes das fungoes seno e cosseno. Por exemplo,
as dreas das oscilagoes justapostas de f(t)sin(2mit) se cancelardao tao melhor
quanto maior a oscilagao £ (em valor absoluto). Vide figura apds a prova do lema

de Riemann-Lebesgue.

Lema 3.17 (Aproximagao de fungoes absolutamente integraveis). Dada
f:R > [0,00) integravel e € > 0 existe uma func¢ao poligonal (linear por partes)

continua e de suporte compacto p: R — [0, 00) satisfazendo
0O<p<f e f[f(t)—p(t)]dt<e.
Prova.
o Seja € > 0. Devido a hipdtese, existe n com
0< [ F(8)dt - [:f(t)dt <e
Em particular, a restricao
fo= f|[_m] :[-n,n] > [0, 00)

¢ Riemann-integravel. Portanto, para tal restrigao f, encontramos uma
soma inferior de Darboux s(f,,P) = miAy + maly, + -+ + myl\,, onde
P ={tg=-n<t; < <tx=n} éuma particao do intervalo [-n,n] e temos

m; =inf{f(t):t € [t;_1,t;]} para j=1,...,k, satisfazendo

0< f" Fo(t)dt - s(fa, P) < c.
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o E fécil ver que existe e desenhar (esboge) uma fungao poligonal continua

p:[-n,n] = [0,00) (formalize, vide dica abaixo) tal que

(3.17.1) p(t) <my < f(t) sete[tynt;] o Ogs(fn,P)—[np(t)dt<e.

Figura 17: Ilustracao de {(t,m;) :xj.1 <t<xjej=1,...,k} (e trechos verticais).

[Dica. Para obter a poligonal basta inclinar um pouco cada segmento verti-
cal. Se m; > m;,; deslizamos o topo do segmento vertical para a esquerda.

Se m; < mj,1 deslizamos o topo do segmento vertical para a direita.]

¢ Completemos a defini¢ao de p(t). [J& temos p(-n) e p(n).] Definamos
p:(—o0,-n]u[n,00) - [0,00) continua e satisfazendo duas condigoes. O
grafico desta é composto de quatro segmentos lineares e temos p(t) = 0 para

todo |t| >n +d, onde d > 0 é pequeno o suficiente tal que tenhamos

/ p(t)dt <e.
n<t|<n+d

o Conclusdo. Pelo que mostramos até aqui [vide (3.17.1) também], segue

Jir@-pwlars [ @ -pwlies [ f@wdee [ oo
s[[:f(t)dt—s(fn,P)]+[s(fn,P)—[:p(t)dt]+e+e§4e+

Comentario. No lema acima, se f é a valores complexos, obtemos uma poligonal

complexa (linear por partes) p: R — C continua e de suporte compacto tal que

@[ <@ e [f-pli<e [cheque. ]
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Teorema 3.18 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : R — C absolutamente

integravel. Entao, fse anula no infinito. Isto é,

lim f(&) = 0.

[§]—>o0

Prova. Em trés etapas: primeira reducao, segunda reducao e conclusao.

o Primeira reducdo. Claramente podemos supor que f éreal. Istoé, f: R - R.

Decompondo f em suas partes positiva e negativa, respectivamente

f+:|f’2+f20 e f_:mT_fZO que satisfazem f = f* - f~,

a linearidade da transformada de Fourier nos permite supor f > 0.
¢ Segunda reducdo. Dado € > 0, o Lema 3.17 nos garante uma fungao poligonal
p:R - [0,00) continua e de suporte compacto tal que
|f-pli<e

Donde entao segue

7€) = 1P(&) + T =p(I < D)+ |f ~pli < [D(E)] +e.

A poligonal continua p(t) é uma soma finita de poligonais descontinuas com
cada uma destas linear em um intervalo limitado e identicamente nula no
complementar deste intervalo. Entao, devido a linearidade da transformada

de Fourier, podemos supor

ct+d, setela,b],
p(t) ={

0, caso contrario,

com a, b, c e d numeros reais fixados.
¢ Conclusdo. Temos
b 4 b . b .
pé) = f (ct +d)e 2™t dt = c[ te 2t dt + df e 2t qt.

E facil ver que (com & néo nulo)

f ’ emictgy L €T 2T (el
a —27Ti€

Donde entao segue

b ] —2mi€t b
f fe 2Tt gy — [te ,
a -2mi€

1 b . Ti|—>00
+— / eQmEtdt] i)Y
2mi€ Ja

a
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I
Figura 18: O lema de Riemann-Lebegue afirma que a integral de uma funcao

como acima é pequena. O valor da integral tende a 0 se £ tende ao infinito.

Exemplo 3.19. Nao ¢é necessaria a condicao

|t|~oc0

f(t) =0

€] o0

para que f(f ) —— 0. Por exemplo, consideremos os pontos

1 1
A= (n-—2.0). o Svartice” V= (mn) e Bu=(n+—0),

paran = +1,+2,.... Consideremos a fung¢ao continua e par f = f(t) cujo grafico
é dado pela unido dos segmentos A,V,,, V, B, e [B,, An:1] para todo n. Isto é,
uma sequéncia de “chapeuzinhos triangulares e isésceles que ficam mais estreitos
e mais altos conforme |n| - oo. A integral de f é

/f(t)dt=2z2in:2.

n>1

Logo, f é absolutamente integréavel mas f(t) nao tende a zero se [t| > oo, pois f
satisfaz

f(n)=n, para todo n=+1,+2,....

Ainda assim, temos

() —— 04
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3.5 Suavidade x Decaimento.

Basta a integrabilidade absoluta de um sinal f = f(¢) para que a transformada
de Fourier f seja continua (vide Proposicio 3.2) e tenda a zero no infinito (vide
Lema de Riemann-Lebesgue). Tais resultados e as propriedades relacionando de-
rivagao e multiplicagdo por polinémios [vide Proposicao 3.8 (4) e 3.8 (5)] apontam

para a dualidade suavidade-decaimento. Vejamos.
Mais rapido decaimento de f no infinito induz maior suavidade de f.

Seja f : R - C absolutamente integravel. Vejamos o que ocorre se

f|tf(t)|dt<oo.
Seja
F©) = [ e s oy

Entao, como a funcao majorante |f(t)| + |tf(t)| é integrdvel, pelo teorema da
derivagao sob o sinal de integral [vide segdo prépria, Capitulo Ferramentas] segue

que f é derivavel e

(3.5.1) %(5) = /(—27rz't)e’2”t§f(t)dt:.7-"[—27ritf(t)].

A seguir, vejamos o que ocorre se

[|t2f(t)|dt< 00,

Neste caso, a funcao majorante |f(t)| + [tf(¢)| + [t2f(t)| é integravel e entdo a
funcdo f(€) é derivavel e vale a férmula (3.5.1). Entdo, ainda pelo teorema da

derivagao sob o sinal da integral, podemos derivar a férmula (3.5.1) e obtemos

2F

- [ (amityreeie payae = F(-2mit) (1)

Po indugao, se t" f(t) é absolutamente integravel segue que existem as derivadas

df &f  dof
d_£7d_€27...7@.
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Mais suavidade de finduz decaimento mais rapido de f no infinito.

Suponhamos que f:R - C é tal que f e f’ sao absolutamente integraveis e,

ainda, que f é limitada. Pela formula de integragao por partes segue

—271'7, 00 —27%
Fo)= [ e pa= S | - [ S
—2mi€
E 6bvio que
e—?ﬂ'ift )
t
U )—27Tz'£ -
Logo, pela Proposicao 3.2 segue
|1
7o)<
|2m¢|

A seguir, suponhamos que f, f’ e f” sao integraveis e, ainda, que f e f’ sao

limitadas. Aplicando a férmula de integracao por partes pela segunda vez temos

A omict e—2mikl oo 6—27rz &t "
- e 2MEL f1(1) dt = t)dt
RO =g [ o= [roS 2 - [ Srroal.
Logo, pela Proposicao 3.2 segue
1
FOI< 55
|2m¢|*
Por inducao segue que se as n + 1 funcoes f, f/, f”,..., f* sao absolutamente
integrdveis e as n funcoes f, f/,..., f(»1 sao limitadas, entdo a transformada de

Fourier f(f ) decai tao rdpido quanto ou mais rapido que

1
€

Mais precisamente, a transformada de Fourier f(f ) satisfaz a desigualdade

[FARIN

GIEE =

35



3.6 Gaussianas e Aproximacao.

Pelos exemplos 3.10 e 3.11 segue (cheque)

/ e dt = 1.

Guiados pelo segundo TVM para integrais, definimos as gaussianas
—t2 1 t
o(t)=e e @(t)y==¢[-], ondee>0ce / w(t)dt = 1.
€ \e
Pelo Exemplo 3.11 temos também

1_771&2 — —re2
pdl) == T o p(O) =

2

[se e =1, temos P(£) = e‘”fz] :

Delta function
35 1 L] T 14 |l |

30+ i
25t
20}
15+

104

[$2]
-

- EEE))) — —
A

0 ! A A A A !
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Figura 19: Se € tende a zero, as fungoes ¢, tendem ao “6 de Dirac”.

Comentario. Se € tende a zero, as gaussianas ¢, tem pontos de pico na origem
[em particular, tais pontos de pico tendem ao infinito| e seus graficos se estreitam

verticalmente ao passo que suas transformadas de Fourier
—~ _ —71'62{2
906(5) =€

se achatam horizontalmente. Este é um exemplo de um importante fenémeno
geral chamado Principio da Incerteza de Heisenberg que ainda discutiremos,

neste capitulo .
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As hipoteses na importante proposicao abaixo, sao adequadas para determi-

narmos a tranformada de Fourier inversa. [Vide comentdrio a Proposigao 3.2.]

Proposicao 3.20. Seja f : R — C absolutamente integravel e continua na origem.

Entao,
[ rwednae = o).

Prova.
Seja 0 > 0. Por hipdtese, existe um pequeno r > 0 tal que
|f(t) = f(0)] <4, setel[-rr].

A integral da funcao positiva ¢, sobre a reta vale 1. Entao, escrevemos
[ 1oednit- 1) =| [ foevie- [ O

< [ 1@ - FOletyat
< [ U@ -sOlevdt+ [ 1TWlednit + 7O [ ety
Vejamos as trés ultimas integrais. A primeira e a tltima satisfazem

J1rO-rlkeviess e [ - [ s o

Para a segunda, a expressao para o, e a desigualdade el*l > |z| garantem

+2

[1rledar= [ MO gy ¢ [UOR G gy g,

€
[t|>r [t]>r [t]>r

Comentarios.

o Seja p = p(t) >0, continua, de suporte compacto, com integral sobre a reta

valendo 1 e com p(0) >0 . O segundo TVM para integrais mostra que

€

f F®pe(t)dt => £(0), onde p.(t) = %p(t)_

Vide Capitulo 2 (Ferramentas).
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3.7 A Transformada de Fourier Inversa

A férmula de inversao permite recuperar f a partir de sua transformada de
Fourier e pode ser apresentada para diferentes espacos de funcgoes. Apesar do

foco no espaco de Schwartz, veremos uma pouco mais geral.

Antes, vejamos o resultado abaixo. Este resultado passara para distribuicdes

temperadas por dualidade, como veremos no capitulo DistribuicGes Temperadas.

Teorema 3.21 (Multiplicagdo ou Dualidade). Sejam f:R—>Ceg:R—>C

absolutamente integraveis. Entao,
[ 1@y = [ Fgty)de.
Prova.

o Seja M o produto das integrais de |f| e de |g|, ambas em (-0, 00). Fixado

em retangulo [-n,n] x [-m,m] arbitrario, a restrigao

®(z,y) = f(x)g(y)e ™, onde (x,y) € [-n,n] x [-m,m],

é um produto de trés fungoes integraveis e satisfaz |®(z,y)| = | f(x)|lg(y)|-

Pelo teorema de Fubini segue

I l@ae e dzdy = ( [ 15@e) ([ o) <
[~n.n]x[-m,m]

Portanto, ®(z,y) é absolutamente integravel (imprépriamente) no plano e
ff f(2)g(y)e ™™ dxdy = lim lim [ / f(x)g(y)e ™ dxdy.
=5 -m J-n

Fixemos m. Em [-m,m], a fungdo g é integravel propriamente e limitada.

A continuidade e a continuidade uniforme dadas no Lema 3.3 mostram que
ti| [ [ @)ty mvday| = [ Pty

Pela Proposicao 3.2, a transformada f é continua e limitada. Logo, f(y)g(y)

é absolutamente integravel em (—oo,00). Donde, impondo m — oo segue

tm [ F@)e(w)dy = [ Twgw)dy.

Complete (troque a ordem dos limites ou, ainda, a ordem de integragao) #
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Para recuperarmos f a partir de f, observemos que a férmula de multiplicagao
pode nos dar informacoes sobre a relacao entre f e f desde que g e G sejam

facilmente manipuldveis. Ora, a gaussiana et atende tal requisito.
Comentario.
Dada f absolutamente integravel, pode ocorrer que ]?néo é absolutamente
integrdvel. O exemplo cléssico (ja citado) é a fungao seno cardinal
sinx

sinc(x) = { e

1, se x =0.

se x # 0,

No Capitulo 2 (Ferramentas) foi mostrado que

sinx
f dr =T.
T

Entretanto, tal fun¢ao nao é absolutamente integrével pois (verifique)

/

Toda f: R — C absolutamente integravel no sentido impréprio de Riemann

sinx

dx = oo.
x

é também Lebesgue integravel. Portanto, sinc(z) nao é Lebesgue integréavel.

A seguir, consideremos as gaussianas (vide se¢ao anterior)

—7r o~ — 1 t ]_ _ 7rt2 Py e
o(t) =™ B(€) = e, wxwzgﬁ{;):;esz e PE) = e

Teorema 3.22 (Férmula de Inversao de Fourier). Seja f absolutamente

integravel e com fabso]utamente integravel. Entao temos
f(t) = f F(&)e*™de, nos pontos de continuidade de f.

Prova.

o Seja ty um ponto de continuidade de f. A translacao F(t) = f(t + o)

7

é continua em t = 0, satisfaz F(0) = f(t9), é absolutamente integravel e

F (&) = e2rito€ F(£) ¢ absolutamente integrdvel. Basta entdo mostrarmos que

F0) = [ F(&)de.
Em suma, podemos supor que o ponto de continuidade de f é tq = 0.
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o Seja g(€) = p(e€) [troca de escala). Pelo teorema 3.21 (multiplicacio) segue
[ rwawae= [ 7@
Pela Proposicio 3.8 (3) encontramos
[ rwze(2)de= [ Feeeerie
A identidade 3 = ¢ acarreta
(3:22.1) [ 1ot = [ Fee(es.

O lado esquerdo desta tltima equagao tende a f(0), pela Proposicao 3.20.

O lado direito. Evidentemente temos
lp(e€) — 1| <2, para todo €.
Seja M = | f|1. J4 vimos que |F(€)| < M para todo €. Para todo r > 0 segue

[ FOees- [ o] < [ty -1iae + 2 [ [To)k

Dado ¢ > 0, sabemos que existe r > 0 tal que

2 J,,, M(©lde <o

Fixemos r. Pelo primeiro TVM para integrais encontramos
[ o) - 1de = 2rlp(ec) - 1l, para algum & € [-r,7]

E evidente que 2r|p(e€.) - 1 %, 0, pois ©(0) = 1.

O lado direito de (3.22.1) satisfaz entao

| F©eeerte == [ feyae.

Os lados de (3.22.1) revelam entdo a identidade

10)= [ Teyace

Corolario 3.23 (Propriedade de Integracao). Seja f € S(R). Entao,

foy= [ rae e 50)= [ Feyde

Prova. A primeira férmula é ébvia. A segunda segue da férmula de inversao #
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Comentarios.

o B sabido que uma funcao (limitada) g : [a,b] - R é Riemann-integravel se
e somente se o conjunto de descontinuidades de g é “pequeno”. Isto é, se o

conjunto de descontinuidades de g tem medida nula.

¢ Na teoria da integracao de Lebesgue duas fungoes g e h que diferem apenas
em um conjunto de medida nula sao entao identificadas. Isto é, temos g = h

(le-se g equivalente a h) e escrevemos entao g = h.

o No Teorema da Inversao de Fourier, por hipétese a funcao f: R — C é ab-
solutamente integravel. Segue entao que o conjunto de descontinuidades de

f tem medida nula. Sendo assim, segundo a teoria da integral de Lebesgue,

a funcdo f=f(t) e afungao t~ feQﬁitff(ﬁ)df

sao iguais. Portanto, como a integral acima é uma fungao continua (pro-

posigao 3.2), segundo a teoria de Lebesgue temos que f é continua.
Dito de outra forma, no que concerne a teoria da integracao, podemos

redefinir f nos seus “poucos” pontos de descontinuidade e obter uma funcao

continua.

No contexto da integral de Riemann nao dispomos de uma identificacao andloga
a utilizada na teoria de Lebesgue e comentada acima. Ainda assim, e apesar que
os pontos de descontinuidade de uma fungao Riemann-integravel nao sao neces-

sariamente isolados, o corolario abaixo é ilustrativo.

Corolario 3.24. Seja f como no enunciado do teorema da inversao de Fourier.
Seja T um ponto de descontinuidade isolada de f. Entao, existe um nimero L

satisfazendo
ltlinq f(t) = tlirq f@)=L e f(r)+L.

Prova. Exercicio #

O teorema 3.22 (inversao de Fourier) ainda precisa ser complementado. Para

isto, introduzamos a transformada inversa de Fourier, usualmente denotada

FL
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Definicoes e Notacoes.

o Seja f: R — C arbitraria. O operador tempo-reverso R, também indicado

“=7 e também dito operador reverso ou operador reflexao, é dado por
(RF)(E) = f(=t) ou f(t)=f(-1).

[Em geometria, v~ é a curva reversa a curva v (uma “vai” a outra “volta”).]
o Em mecanica quantica, R ¢é dito operador paridade e é denotado P.
o Dada g:R — C absolutamente integravel, definimos a funcao

(Fo)t) = [ g€,
Por brevidade, praticidade e analogia com f [chapéu de f] alguns escrevem
Flg=g [lé-se o check de g].

Notemos as identidades equivalentes, com 7 a variavel na reta,
Frm] [0 o [P

Corolério 3.25. Sejam f:R — C e f absolutamente integraveis. Entdo temos

F1Ff=f=FF'f, nospontosem que f é continua,
e
FIFf=FF'f em todos os pontos.

Prova.

o A férmula de inversao garante F~1F f = f nos pontos em que f é continua.

o Por outro lado, F-1f(7) = f(~7) também é absolutamente integravel. A

férmula de inversao também garante, em cada ponto s em que f é continua,
(FFs) = [ e fenydr = [ i firydr = f(s).

¢ O conjunto das descontinuidades de f nao contém nenhum intervalo aberto,
pois f é integravel em todo intervalo [a,b]. Logo, o conjunto dos pontos de
continuidade de f é denso na reta. Entao, FF-!f e F-1F f sdo continuas e

coincidem em um conjunto denso. Segue entao que elas coincidem em R &
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Corolario 3.26. Seja S(R) o espago de Schwartz. Os operadores lineares
F:S(R)->S(R) e F':8R)-S(R)
sao bijetores e inversos um do outro. Ainda mais, dada ¢ em S(R), temos
o=
Prova.
o As afirmagoes sobre F e F~! seguem da Proposigao 3.9 e do Corolério 3.25.

o A férmula anunciada segue do Teorema de inversao 3.22 #

Seja I o operador identidade definido no espaco
{fR->C: fe fséo absolutamente integréveis e continuas}.
Seja f em tal espaco. Encontramos
FFENE) = [ e F(6)de = f(-n).

Donde segue
F?2=R.

Temos entao F4 = R2 = ]. Destacamos
Fi=1.

J& vimos que F~! = RF. Donde segue FRF =1 e entao

| F1=RF=FR. |

E importante a analogia entre F e o nimero complexo ¢. Para este, temos
i'=1, i'=4, i°=-1 (uma reflexdo), *=-i eit=1.

Para F (definido nos dois espagos até aqui considerados), temos

Fo=1, F'=F, F?=R (temporeverso), F>=F' e Fl=1.
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Comentarios.

¢ Ao passo que a transformada de Fourier pode ser interpretada como tro-
cando o dominio-temporal pelo dominio-frequéncia, e entao com a trans-
formada de Fourier inversa revertendo a troca, mais geometricamente a
transformada de Fourier pode ser interpretada como uma rotacao por /2
rad. no dominio tempo X frequéncia (considerando o eixo Oz como eixo

temporal e o eixo Oy como eixo das frequéncias) no sentido anti-horéario.

& t

|

— 0 —— t 5 <~— O <~—
dominio-t x dominio-¢ - Rotagao do dominio ¢ x &.

A rotagao do dominio tempo x frequéncia pode ser generalizada para definir
a transformada de Fourier fraciondria (um t6pico mais avangado), que envolve

rotacoes por outros angulos.

o Estabelecer resultados para fungoes como nas duas classes até aqui conside-
radas : o espaco de Schwartz e o espaco das fungoes f que sao absolutamente
integraveis, continuas e nulas no infinito nao é pouco. De fato, considerando
a topologia adequada, tais espacos sao densos em muitos dos espacos em

que é estudada a transformada de Fourier.

o No capitulo destinado ao estudo do espaco das distribuigoes temperadas

[para antecipar, este é o espago dos funcionais lineares continuos
T:S(R) - C,

munindo S(R) de uma topologia adequada] ampliaremos de maneira signi-

ficativa a nocao de transformada de Fourier.

44



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

3.8 Formulas de Parseval e Plancherel.

Consideremos o conjunto das funcoes f : R — C continuas e tais que

[ F(H)2dt 6 finita.

Dizemos que f é de quadrado integravel. Consideremos duas funcgoes f e g neste

conjunto e \ € C. E claro que A\ f pertence a tal conjunto. Ainda, a desigualdade

\fal <|f]? +1g? (cheque)

mostra que f + g é de quadrado integravel. Isto é, tal conjunto de funcoes é um

espaco vetorial complexo. Ainda com quadrado integravel, temos as conjugadas
F)y=f(t) e gt)=9()

Produto interno. Dadas f: R - C e g: R - C com quadrado integravel e

continuas, definimos o produto interno complexo

(£.9)= [ 190t
Dado X € C, temos
(\.9) = [ Mgt =A(1.9)
e também
(1:29) = [ F(Rg(@dt = X(f.9).
Notemos que

(£.9)= [ F®g@at= [ TDgwt =T, 7).

E simples mostrar as demais condi¢oes necessarias a um produto interno com-

plexo. A hipdtese f continua garante que
se (f,f)=0entao f=0 (istoé, f é identicamente nula).

Estd entao bem definida a norma

I71= VTN =/ [ 1@t
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A seguir, suponhamos que f: R - Ce f: R - C sao absolutamente integraveis
e continuas. J4 vimos que a hipétese sobre a continuidade de f é supérflua, mas

a enfatizamos para destacar propriedades simetricas de f e f.

Introduzamos a variavel 7 para pontos na reta real. Observemos que,

(F1)(7) = f(=).

Escrevamos a propriedade de simetria [Proposi¢ao 3.8 (6)], na forma

T (=T ().

Teorema 3.27 (Férmulas de Parseval e Plancherel). Sejam f:R - C e
g:R - C tais que f, g, fe 7 sao absolutamente integraveis e continuas. Entao,

as quatro sao de quadrado integravel e valem as propriedades

—_

(f.9)=(Fa) e 7=

Prova.

o A identidade f = F-1(f) e o lema de Riemann-Lebesgue garantem que
|f(7)] = 0 se |r| > oco. Para 7 grande o suficiente temos |f(7)]? < |f(7)| e

entao f é de quadrado integravel. Analogamente para as demais.

o Pelo teorema de inversao da transformada de Fourier (Teorema 3.22), a
féormula de multiplicagdo (Teorema 3.21) e as férmulas destacadas acima

[férmula para F~! e férmula de simetria na Proposi¢ao 3.8 (6)] segue

(£.9)= [ 1)adr = [ FOFF g (r)dr

- [ ToF @ (r= [ T T (-rydr
- [ 0T (ar
=(f.9)+
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3.9 Formula para a Soma de Poisson.

A tranformada de Fourier, para fungoes definidas na reta e nao periédicas,
foi motivada pelas séries de Fourier de fungoes periddicas. A féormula de Poisson
mostra uma notavel conexao entre a andlise das funcoes periddicas e a andlise de

funcoes definidas na reta.

Lema 3.28 Dada f = f(t) em S(R), a série de fungées translagoes

ot = 2 £t +n)

converge absolutamente e uniformemente em cada intervalo [-m,m]. Ainda, ¢ é

continua, periodica e com periodo 1 e entao satisfazendo
o(t+1) = (t) para todo t.
Prova.

o Convergéncia. O decrescimento de f garante uma constante C' >0 tal que
|f(1)] < ¢ ara todo t
120 P ‘
Seja t em [-m,m]. Para todo |n| > 2m segue |n +t| > |n|/2. Logo,

S ften)<C T L

[n|>2m |n|>2m

Pelo teste-M de Weierstrass, a série de fungoes sob consideracao converge

uniformemente e absolutamente em [-m, m]. Logo, ¢ estd bem definida.

¢ Continuidade. Cada termo da série ¢ uma funcao continua e a convergéncia

¢ uniforme. Logo, ¢ é continua.

o Periodicidade. Trivial #

A analise de Fourier nos indica uma outra versao peridédica de f. Escrevamos

1) = [ e fie)ae.
e consideremos sua versao discreta.
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Lema 3.29 Dada f = f(t) em S(R), a série de Fourier

ORI WO

converge absolutamente e uniformemente na reta real. Ainda, 1 é continua,

periddica e com periodo 1 e entao satisfazendo
Y(t+1)=1(t) para todo t.
Prova.
o Convergéncia. O decrescimento de fgarante uma constante C' > 0 tal que
— C )
|f(n)| < —, para todo n e Z*.
n
Logo,

S IFme | <o)+ £ 5

Z z
Pelo teste-M de Weierstrass, a série de Fourier converge uniformemente e

absolutamente em toda a reta. Logo, ¢ esta bem definida.

¢ Continuidade. Cada termo da série ¢ uma funcao continua e a convergéncia

¢é uniforme. Logo, ¥ é continua.

o Periodicidade. Trivial #

Teorema 3.30 (Férmula da soma de Poisson). Seja f e S(R). Entao,

S fen)= 3 Fere

Em particular,

> )= 3 T,
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6.10 Teorema de Paley-Wiener.

Um teorema de Paley-Wiener é um resultado que relaciona o decaimento de

f no infinito com a analiticidade [definigao abaixo| da transformada de Fourier.

O teorema de Paley-Wiener (o que veremos) é um resultado importante (todos
eles 0 s80) e ja um tanto sofisticado em anélise de Fourier e nao sera utilizado nos
proximos capitulos. No entanto, além de sua importancia, apresenta uma grande

oportunidade para pormos em uso a teoria ja desenvolvida.

Ja comparamos o decaimento de f : R - C com a diferenciabilidade de f.
Paley-Wiener aprofunda tal comparacao e estabelece que f tem “maxima forma
de decaimento” se e somente se f tem “maxima forma de diferenciabilidade”.
Rigorosamente, f é infinitamente derivavel e de suporte compacto se e s se f é

analitica no plano complexo [defini¢gao abaixo] e satisfaz uma condigao adicional.

Definigao. Seja g : C - C. A funcao g é analitica se para cada ponto zy € C
existem uma bola aberta B(zg;r), de raio r = r(z9) > 0, e uma sequéncia de

coeficientes complexos by, by, by, ... (dependentes de zy) tal que temos
9(2) = Y by(z - 20)", para todo z € B(zo;1).
n=0

A funcgao g é inteira se existe uma série de poténcias Y. a,z", com coeficientes

complexos ag, ay, as, ..., satisfazendo
[ee]
9(z) = Y a,2", para todo z € C.
n=0

Mantendo a notacao, a série Y a,,2" tem raio de convergéncia +oo e pelo teste-
M converge uniformemente em cada disco compacto {z : |z| < R}. Dada uma curva

fechada v : [a,b] - C de classe C'* (ou mesmo C* por partes), temos

. SPPRPIET0
/g(z)dz =>a, /z”dz =0, pois fz"dz = / ~(t)™ (t)dt =
. ~ ~ a n+1

Dado r > 0, definimos

b

0.

a

Ce([-r,r]) = {f :R - C com f infinitamente derivével e supp(f) c [—r,r]}.

Dividamos a prova do Teorema de Paley-Wiener em dois resultados (a “ida”

e a “volta”) que se complementam. Comecemos com a “ida”.
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Teorema 3.31 (Paley-Wiener). Seja f : R — C absolutamente integravel.

Entao, f € C([-r,r]) se e sé se se a transformada de Fourier f tem uma extensao

f(2) = f e 2™Z f(t)dt, onde z € C,

inteira que satisfaz a condicao: para todo n existe C, >0 tal que
e2mr|Im(z)|

(3.31.1) 7)< C, T

, para todo z € C.

Prova da “ida”.

o Bem definida. Obvio, pois a integral ocorre em [-r,7].

o Inteira. Fixemos z € C. Seja t a variavel em [-r,r]. Temos

p2mizt _ Z (=2mizt)™ (=2mizt)™ < (2m|z[r)™ o Z (2m|z|r)" < o2l
m)! m! m! n!
Pelo Teste-M de Weierstrass segue

e—27riztf(t) — Z ( 271—122&)

E licito integrar a série termo a termo. Obtemos

Y

f(t), com convergéncia uniforme em [-r,r].

f e 2 £ (4) dt = Z a,, 2" e coeficientes a,, = ( M)

f £ F(£)dt.
Os coeficientes a,, independem de z. Logo, f é inteira.
o Estimativa. Integrando por partes segue [o supp(f) é compacto]

zf 2W’ff(t)dt_fjt(e_m'ﬁ)f(ts)chf:QLM,fe—””‘ztf’(t)dt.

Para n =0 e por inducao, paran=1,2,..., temos

o [ e—2m’ztf(t)dt — f e—2m’ztf(n) (t)dt

1
(2mi)"
Pela desigualdade triangular para integrais segue

T € o [ e pp)lat.

_(2 )"

Donde segue

|Z|n|f(2)| “(J; )T|L1 27r|1m(2)|7"7 paran=0,1,2,....

E entdo trivial ver que existe uma constante ¢, > 0 satisfazendo
(1+]2)"F(2)| < cpe2™m@lr,

A“ida” esta provada.
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13

Prova da “volta”.

¢ Continuidade. A condicao (3.31.1) mostre que fé absolutamente integravel

[escreva z = £ +10 e escolha n = 2, cheque], . Pelo teorema de inversao temos
ft) = f f(f )™ d¢ nos pontos de continuidade de f.

Tal integral define uma fun¢ao continua na variavel £ e f é continua ex-
ceto um conjunto de medida nula. Entao, pela identificacao entre fungoes

integraveis que diferem em um conjunto de medida nula, f é continua.

o Infinitamente derivavel. Dado n, a funcio F(t,¢) = e2m F(€) é tal que

%t" (t,€) = (2mi&)"e*™ ™ f(£) é continua no plano R,
Pela condicao (3.31.1), existe uma constante B,, > 0 satisfazendo
O"F ~ B,
e (t,g)‘ =|(2mi&)" f(&)| < I+ e em todo ponto de R?.

Logo, pelo teorema da derivagao sob o sinal de integragao [vide Capitulo 2

- Ferramentas - secao 2.12], a fungao f é infinitamente derivéavel na reta.

o O suporte de f. Fixemos t € R e b € R, ambos arbitrarios. Consideremos o

contorno retangular I' indicado abaixo.

Figura 20: Contorno retangular I' de vértices —-N, N, N +ib e —N +ib.

A fungao €27z f(z) é inteira e portanto dada por uma série de poténcias que
converge uniformemente e absolutamente em todo o plano complexo. Integrando
termo a termo [podemos, pois o raio de convergéncia é oo] vemos que €27z f(z)

tem uma primitiva que também é inteira. Entao, como I' é fechada, segue
[eQ’Titzf(z)dz =0.
r
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Donde segue
N o b NN
0= f e27rzt§f(£)d§ + f 627rzt(N+zs)f(N + iS)dS
-N 0

_ / e27rzt(§+1b)f(£ + Zb)df _ f e27mt(fN+zs)f(_N T ’iS)dS.
-N 0
A condigao (3.31.1) garante uma constante C' tal que [o sinal de b é desconhecido]

b g—2mts () e2mr|s|

1+|N +is

N—oo

b
‘f 2N F(N +is)ds| <
0

Analogamente,
b . L\ —00
f 2N F(LN 1 is)ds R}
0

Portanto, temos

/ 62mt§f(§)d§ _ f 627rit(§+ib)]’c\(§ 4 Zb)df

Donde segue que existe uma constante D (independente de ¢ e b) tal que
2mtb p27r[b|

|f(t)] <D.[1 e b|2d§, para todob.

Logo, existe uma constante E (independente de t) tal que
|£(t)] < Be el = pe2r(ri=h) - para todo b.

Seja
b=MAt, com A> 0.

Entao, temos
£ ()] < Ee>™ 0l

E trivial ver que

lim 2™ M=) =0 se |t| >
A—>+o0

Concluimos entao que

supp(f) c [-r,7]
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