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Dados z;,y; e z; nimeros reais, para ¢ = 1,2, 3, seja a matriz dada por

Tr1 T I3
M= i Y2 Y3
21 22 23

Abaixo, assumimos as propriedades basicas para determinantes de matrizes 2 x 2.
Definigao. O determinante de M ¢

T1 T2 I3

Y1 Y3 Y Y2

Z1 23

Y2 Y3

Z2 23

det M = Y1 Y2 Y3 =T — X9 + I3

21 22 23

Propriedade 1 (Invariancia do determinante, por transposigao). Seja

MT™ a matriz transposta de M. Entao,

det MT = det M.

Prova.
Temos
1 Y oz
det MT = | 29 yo 29
T3 Y3 Zz3
Yo 2o Ty 22 T2 Y2
= I — 1N + 21
Ys =3 T3 Zz3 r3 Y3
Ya2 Y3
= @ — y1(wo23 — x322) + 21 (T2ys — 3Y2)
Z9 Z3
Y2 Y3
= n — w9(y123 — ys21) + w3(y122 — y221)
Z9 23
Y2 Y3 Yy Y3 Y1 Y2
= I — X9 + 73
29 23 21 Z3 21 %2
= detM &
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Propriedade 2 (Alternancia). Ao trocarmos duas linhas consecutivas de M,
uma pela outra, o determinante troca de sinal. Ao trocarmos duas colunas con-
secutivas de M, uma pela outra, o determinante troca de sinal.

Prova.

o Pela propriedade (1), basta mostrar a afirmagao sobre linhas consecutivas.

¢ Troquemos a primeira linha pela segunda linha e a segunda pela primeira.

Obtemos
1 Y2 Y3

T2 T3 Ty T3 1 T2
Ty To T3 | = N — Y2 + Y3

Z2 Z3 21 =3 21 22
21 22 23

= y1($223 — T323) — y2($123 - 96321) + yg(x122 - 96221)
= 951@322 - 9223) - 9172(?J32’1 - 2/123) + 3?3(19221 - y122)

= —[@1(y223 — y322) — 22(y123 — Y321) + 23(Y122 — Y221) |

Y2 Y3 1 Ys N Y2
= —q1 — X2 + 3
Z9 23 Z1 X3 21 29
T T2 I3
= 1Y Y2 Y3
Z1 k2 23

= —det M.

¢ Trocando a segunda linha pela terceira linha e vice-versa, obtemos

Ty T2 I3
22 23 Z1 23 Z1 22
21 %o 23 = I — 9 + 3
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2
Y1 Y2 Y3
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Yo
= —I +I2 — X3
Z9 Z3 Z1 =3 Z1 <2
Tr1 T2 I3
= — 1Y Y2 U3
Z1 k2 23
= —detM &



Propriedade 3. Se uma linha de M ¢é nula ou uma coluna de M é nula, entao
det M = 0.

Prova.

Segue da defini¢ao de determinante e da Propriedade (2). Chequeds

Também denotamos uma arbitraria matriz 3 x 3 de niimeros reais por

a b c
M=\|d e f |,coma,bcd,e,g,heinimeros reais.
g h 1

Propriedade 4. Se duas linhas de M sao iguais, entao det M = 0. Se duas
colunas de M sao iguais, entao det M = 0.

Prova.

o Pelas Propriedades (1) e (2), basta supormos que a primeira linha e a se-

gunda linha sao iguais.

o Entao, pela propriedade (2) segue

a b c g h 1
a b c| = |la b c
g h 1 a b c
:gbc_hacl_ab
b ¢ a ¢ a b
= 0-04+0
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Propriedade 5 (Combinacao linear de linhas/colunas e o determinante).
Ao adicionarmos um multiplo de uma linha a uma outra linha, o determinante
nao muda. Analogamente, ao adicionarmos um multiplo de uma coluna a uma
outra coluna, o determinante nao muda.

Prova. Seja A € R.

o Devido a propriedade det M7 = det M, basta considerarmos as linhas.

¢ Caso 1. Adicionando a primeira linha um multiplo da segunda linha. Pela

definigao de determinante e pela Propriedade (4) encontramos

a+Ad b+Xe c+Af

d e f SV R BV L
, h i g i
g h 7
d
+ (c+ Af) ‘
g
a b c d e f
= |de f|+Ade f
g h 1 g h 1

= detM +0=det M

¢ Caso 2. Adicionando a primeira linha um multiplo da terceira linha. Utili-
zando, nesta ordem, a Propriedade (2), o primeiro caso mostrado acima e

novamente a Propriedade (2) encontramos

a+Ag b+ c+ N a+Ag b+Ah c+ N
d e f = —|yg h 7
g h 7 d e f
a b c
= —|g h i
d e f
a b c
= |d e f
g h 1
= det(M).



¢ Caso 3. Adicionando a segunda linha um miultiplo da primeira linha. Uti-

lizando a Propriedade (2) e os dois casos anteriores, segue

a b c d+Xa e+ b f+ A
d+Xa e+ Xb f4+A| = —a b c
g h i g h i
d e f
= —|la b c
g h 1
a b c
= |d e f
g h 1
= det M.

¢ Caso 4. Adicionando a segunda linha um multiplo da terceira linha. Utili-

zando a Propriedade (2) e o Caso 2, segue

a b c d+Xg e+ b f+ i
d+Xg e+ Ah f+Xi| = —|a b c
g h 1 g h i
d e f
= —la b c
g h 1
a b c
= |d e f
g h 1
= detM &
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¢ Caso 5. Adicionando a terceira linha um multiplo da primeira linha. Utili-

zando a Propriedade (2) e o Caso 3, segue

a b c a b c
d e f = —|g+Xa h+Xb i+ X
g+Aa h+Xb i+ A d e f
a b ¢
= —|g h 1
d e f
a b ¢
= |d e f
g h 1
= det M.

¢ Caso 6. Adicionando a terceira linha um multiplo da segunda linha. Utili-

zando a Propriedade (2) e o Caso 4, segue

a b c a b c
d e f = —| g+ h+Xe i+ \f
g+Ad h+Xe 1+ \f d e f




Propriedade 6 (Linearidade nas linhas e colunas, com respeito a adi¢ao).
Seja M uma matriz real de ordem 3 x 3, com linhas Lq, Ly e Ls. Ao adicionar-
mos a uma linha de M uma linha L arbitraria, mantendo as outras duas linhas,
o determinante da matriz entao obtida é soma do determinante de M com o de-
terminante da matriz N que coincide com M quanto as duas linhas mantidas da
matriz M e cuja outra linha é L. Vale uma propriedade analoga para as colunas.

Prova.

¢ Escrevamos

j=p)

e L=(a B v)€ My(R).

<
I
Q@ Q. 2
S O

- o
~

¢ Primeiro caso, o efeito na primeira linha. Utilizando a definicao de deter-

minante encontramos

at+a b+ c+y

d
@ e | =@ erp?
. t g 1
g h i
d e
+(c+
(v)gh
e f d f d e
= a —b c
h i g 1 g h
e f d f d e
= al =0+
h i g i g h
a b c a B v
= |de f|+|d e f
g h 1 g h 1

A prova do primeiro caso esta completa.
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¢ Segundo caso, o efeito na segunda linha. Temos

a b c d+a e+ f+vy
d+a e+ f+v| = —|a b c
g h 7 g h 1
d e f a
= —|a b c|—|a b
g h 1 g h
a b c a b c
= |de fl+]|a B vy
g h 1 g h 1

A prova do segundo caso estd completa.

¢ Terceiro caso, o efeito na terceira linha. Temos

a b c g+a h+p i+vy
d e f = |a b c
g+a h+p i+7y d e f
h 1 a B v
= b c|+]a b c

a b ¢ a b ¢
= e fl+|d e f
g h 1 a B v

A prova do terceiro caso esta completa.

A prova da Propriedade 6 esta completade

o

=~




Propriedade 7 (Linearidade do determinante nas linhas e colunas, com

respeito & multiplicagao por escalar).

e Ao multiplicarmos uma linha de M por uma constante real \, o determi-

nante da matriz obtida é
Adet M.

e Analogamente, ao multiplicarmos uma coluna por A\, o determinante da

matriz obtida é Adet M. Em particular,

det(AM) = \3det M.

Prova.

¢ Os determinantes de M e de sua transposta M7 sao iguais e portanto basta

nos determos nas linhas de M.

¢ Primeiro caso, multiplicando a primeira linha por A. Segue

Aa b Ac
e f f d e
d e f = \a —Ab + e
. h i g 1 g h
g h i
d d
:)\aef—b f—i—c ‘
h i g 1 g h
a b c
= ANd e f
g 1
= Adet M.

A prova do primeiro caso esta completa.

10
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¢ Segundo caso, multiplicando a segunda linha por \. Segue

a b ¢ Ad de Af
M e Af| = —|a b ¢
g h i g h 1
d e f
= —Ala b ¢
g h 1
a b c
= ANd e f
g h 1
= Adet M.

A prova do segundo caso esta completa.

o Terceiro caso, multiplicando a terceira linha por A. Segue

a b ¢ Ag Ah M
d e f = |la b ¢
Ag Ah i d e f

h 1

= A b d

d e f

a b d

= ANd e f

g h 1

= Adet M.

A prova do terceiro caso esta completa.

A prova da Propriedade 7 estd completade

Propriedade 7. Consideremos duas matrizes reais

a1x aiz2 Az b1 Do b13
A= g1 G22 Q23 e B= ba1  baa  bog
a31 daszz2 G33 bsi bsa bss

11



DESENVOLVIMENTO POR LAPLACE.

Introducao

Consideremos a matriz 3 x 3 de sinais.

Escrevendo uma arbitraria matriz real A, de tamanho 3 x 3, na forma
ainl a2 a3
A= Q21 A22 (23
31 Aas2 0ass

obtemos a identidade

+ — + (_1)1+1 (_1)1+2 (_1)1+3
- 4+ - — (_1)24—1 (_1)2+2 (_1)2+3
+ — 4+ (_1)3+1 (_1)3+2 (_1)3+3

Utilizando a notacao
A = (aij)1<i <3

ou, brevemente, A = (a;;) encontramos a identidade
S = (sij), com s;; = (—1)""7 paracada 1 <i<3el<j<3.
Notemos também que o determinante de A pode ser escrito como

Ag2 A23 Q21 Q23 a21

det A = CL11(-].)1+1 +(112(—1)1+2 —|—a13(—1)1+3

az2 as3 a3; Aass a3

Esta expressao pode ser vista como o determinante desenvolvido pela primeira

linha. Notemos que para o computo deste determinante atribuimos a posi¢ao

(1,1) o sinal +, a posi¢ao (1,2) o sinal — e a posi¢ao (1,3) o sinal +. Ainda mais,

multiplicamos +a1; pelo determinante 2 X 2 obtido pela eliminacao da primeira

linha e da primeira coluna. Multiplicamos —a15 pelo determinante 2 x 2 obtido

pela eliminagao da primeira linha e da segunda coluna. Multiplicamos +a3 pelo

determinante 2 X 2 obtido pela eliminacao da primeira linha e da terceira coluna.

Para finalizar, somamos os resultados obtidos por estas trés multiplicacoes.

12
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Desenvolvimento por Linhas

Mostremos, no que segue, que podemos também desenvolver o determinante
pelas demais linhas de uma matriz 3 X 3 e que obtemos regras similares as obtidas
para o desenvolvimento pela primeira linha.

Consideremos a matriz real

Il
Q QU R
> o o
. \.3 Q

Por definicao, o determinante é dado por
det M = a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg).

Isto é,

det M = aei —afh —bdi + bfg + cdh — ceg. ‘

Observemos que entao temos (por conveniéncia, repetimos o determinante desen-

volvido pela primeira linha)

det M = +a(ei — fh) —b(di — fg) + c(dh — eg)
= —d(bi —ch) +e(ai — cg) + f((bg — ah)
= +g(bf —ce) — h(af — cd) +i(ae — bd).

Estas sao as formulas para o desenvolvimento do determinante para a primeira,
a segunda e a terceira linhas, ordenadamente. Escrevendo as trés identidades
acima utilizando determinantes de ordem 2 encontramos os desenvolvimentos

de Laplace pela primeira, segunda e terceira linhas (respectivamente)

e f d f d e
det M = +a —b +c
h 1 g 1 g h
_ g b c e a c _ a b
h i g i g h
b ¢ a c¢ la b
= +g — +1
e f d f d e

13



Desenvolvimento por Colunas

Analogamente, para desenvolver

a b ¢
detM =|d e f
g h 1

segundo suas trés colunas escrevemos a formula

det M = aei — afh — bdi +bfg + cdh — ceg

nas seguintes trés maneiras, respectivamente correspondentes aos desenvolvimen-

tos pela primeira, segunda e terceira colunas,

det M = +a(ei — fh) —d(bi — ch)+ g(bf — ce)
= —b(di — fg) +e(ai — cg) — h(af — cd)
= +c(dh —eq) — f(ah — bg) + i(ae — bd).

Apresentando as trés identidades acima utilizando determinantes de ordem 2
encontramos os desenvolvimentos de Laplace pela primeira, segunda e

terceira colunas (respectivamente)

e f b c b ¢
det M = +a —d +g
h 1 h 1 e
:_bdf+€ac_hac
g i g 1 d f
d e a b la b
= +c — f +1
g h g h d e

Observemos que, nas trés equacgoes acima, o sinal a frente de um coeficiente
a,b,c,d,e, f,g,h ei é precisamente o sinal na matriz de sinais S que corresponde

a posicao do coeficiente a,b,c,d, e, f,g, h e i na matriz M.

14
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CARACTERIZACAO DE DETERMINANTES 3 x 3.

Introducao.

Veremos nesta secao que a funcao determinante é caracterizada por um pe-

queno conjunto de propriedades (quatro propriedades).

Seja M3x3(R) o conjunto das matrizes 3 X 3 de niimeros reais e seja M uma

matriz 3 X 3 de nimeros reais.

As colunas de M sao aqui indicadas por My (primeira coluna), M (segunda

coluna) e Mj (terceira coluna). Desta forma, podemos escrever
det(M) = det(Ml, MQ, Mg)

e a funcao determinante
det : M3z><3(R) — R

pode ser apresentada na forma
det : R® x R* x R®* — R.

Isto é, dada uma matriz

1 Y1 2
M = T2 Y2 =2 )
T3 Ys =3
temos as colunas
T1 Y1 21
Ml - 1) ) M2 = Y2 ) M3 - zZ2
T3 Ys z3

e entao

det M = det(Ml,MQ,M:;)

x1 Y1 21
= det 1) ) Y2 ) 29
xs3 Y3 z3

15



Comentdrio (Linearidade nas colunas). Sejam A, Ay, Ay, B, By, By, C,
C1 e Cs colunas, de tamanho 3 x 1, de numeros reais. Vimos na Propriedade 6,
chamada linearidade do determinante nas linhas e colunas, quanto a adicdo, que a

funcao determinante satisfaz

([ det(A; + Ay, B,C) = det(Ay, B,C) + det(A,, B, C),

det(A, Bl + BQ, C) = det(A, Bl, C) + det(A, B27 C),

| det(A, B, Cy + Cy) = det(A, B,Cy) + det(4, B, Cs).

Vimos na Propriedade 7, chamada linearidade do determinante nas linhas e colunas,

quanto a multiplicagao por escalar, que dado A € R a funcao determinante satisfaz

[ det(\A, B, C) = Adet(A, B, 0),

det(A, AB, C) = Adet(A, B, 0),

| det(4, B,AC) = Adet(4, B, C).

Utilizando a propriedade det MT = det M, é imediato que vale um comentario

analogo para as linhas da matriz M.

Definicao (Linearidade do determinante). Englobando as duas proprieda-
des (Propriedade 6, linearidade quanto a adigao de linhas e quanto a adigao de
colunas, e Propriedade 7, linearidade quanto a multiplicacao de linhas por es-
calar e quanto a multiplicagao de colunas por escalar), dizemos que a fungao

determinante é linear nas colunas e linear nas linhas.

Segue entao o resultado central desta secao.

16
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Teorema de Caracterizacao
Teorema (Caracterizagao). Seja Ms.3(R) o conjunto das matrizes reais de
tamanho 3 x 3. A func¢ao determinante
det : M3.3(R) — R

é a unica funcao D : M3y3(R) — R com as seguintes propriedades.

e Linearidade nas colunas.

e Anula-se para toda matriz com duas colunas iguais.

e Troca de sinal ao permutarmos duas colunas consecutivas de uma matriz.

e Assume o valor 1 na matriz identidade.

Prova.

o Ja vimos que a funcao determinante possui as quatro propriedades acima.

o Mostremos que se D : M;.3(R) — R satisfaz as quatro propriedades

elencadas, entao D é a funcao determinante. Facamos duas provas.

Computemos D(M) utilizando tao somente as quatro regras (propriedades)

acima. Identifiquemos a matriz por suas colunas, com a notagao
ngg(R) = Rg X RS X Rg.

Primeira Prova.

Escrevamos
I o 2
M= T2 Y2 22
T3 Ys Zz3

Sejam My, My e Mj a primeira, a segunda e a terceira colunas de M,

respectivamente. Sejam

1 0 0
er = , €y = ees=1 0
0 1

17



Entao temos
D(M) = D(M17M27M3)
= D(z1e1 + zae2 + 363, Y161 + Y2e2 + Yses, 2161 + 2262 + 23€3)

3 3 3
= D (Z xieiazyjejazzkek> .
=1 j=1

k=1

Segue entao (omitindo a variagao dos indices, mas explicitando os indices)

D(M) = ZD(xiei,Zyjej,szek>

k

= Z x; D (ei, Z Yj€j, Z ZkCk

7

— Z$izijD(ei7€j7Zkek)
i J k

_ inZyjzsz(ehejaek)
j k

i
= inyjsz (€i,€j,€ex).
ij,k
Com a delicada notagao de Einstein (isto é, interpretando como 6bvio,
omitimos no somatdrio o conjunto de indices subjacente a soma), escreve-

mos

D(M) = > xyjzD (e, €5, €x) .

Pela Propriedade 4 temos D(e;, ej,ex) = 0sei = joui =k ouj =k
Donde segue
D(M) = Z x;y; 26D (e, €5, ex)
i#J,i#k,j#k
= x1y223D(61,62,63)+$1y322D(61,e3,62)

+ zoy123D (€2, €1, €3) + Taysz1 D(es, €3, €1)

+ z3y122D(e3, €1, €2) + x3y221 D (€3, €2, €1).

18
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A funcao D : M3y3(R) = R3 x R3 x R* — R troca de sinal ao permutarmos

duas colunas consecutivas. Assim,

D(M) = x1y223D(e1,e2,e3) — x1y320D(€1, €2, €3)

— xgylng(el, €2, 63) + Zli'znglD(el, €2, 63)

+x3y120D (e, €2, €3) — x3y221D(e1, €2, €3).

Seja I a matriz identidade 3 x 3. A func¢ao D possui a propriedade

D(]) = D(€1,62,63) =1.

Encontramos entao

D(M)

T1Y223 — T1Y3%2
— X2Y123 T TaY321
+ T3Y122 — X3Y221

21(Ya2s — Ysz2) — Y1 (2223 — T322) + 21(T2ys — T3Ya)

Y2 22 To 22 T2 Y2
1 — + 2

Ys =23 T3 Z3 T3 Y3
T Y1 2
T2 Y2 Z2
T3 Yz =3
det(M).

A primeira prova esta completa.

19



Segunda prova.

Consideremos uma matriz real

S

=

Il
Q@ Q, 2
> o
~

Computemos D(M) utilizando tao somente as quatro regras (propriedades)

acima. Empreguemos a notacao
D(M) = [[M]].

Entao, pela linearidade (para a adi¢ao) na primeira coluna,

a b c a b c 0 b c
d e fll=1]0ee fll+|d e f
g h i 0 h 1 g h i

Logo, continuando com a linearidade (para a adigao) na segunda coluna,

a b c c 0 c
d e f = 00 f|+ e f
g h i 0 0 4 0 h 1

0 b c 0 0 ¢

+{d 0 fll+|d e f

g 0 1 g h i

A seguir, utilizamos a linearidade quanto ao produto escalar de uma coluna

por um niumero real e novamente a linearidade aditiva para colunas.

20
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Encontramos entao

a b c
d e f
g h 1

ab

ab

+be

oS O 2

Q@ Q0O 9@ Q o ©° <o =

o O =

e}

R T e T

21

1 c a 0 ¢ a 0
O fII+]0 e O+ 0 e
0 1 0 h O 0 h
b c 0 b 0

0 +d 0 f

0 0 g 0 1

0 000

e +d e f

h 0 g h 1

1 ¢ 1 01 a
0 f|l+ac|l0 e O+ O
0 4 0~ O 0
011 0 b 0
d 0 0|l+|d 0 f
g 0 0 g 0 1

0 ¢ 000

e 0|+ d e f

h 0 g h i

0 0 b 0 0 0 ¢
fl+ld o fil+]de 0O
1 g 0 1 g h 0O
0 0 0 00

e fIU+]0 e f

h i g h 1

> o

- O

~.

e}

- o

~.



Donde entao segue

b ¢
f =

]

@ Q. 9
> o

o O 2

e}

S O = o

- o

~.

S QO o o o

(=

)

~.

)

~.

> o o
- o

@ O O > o o

e}

®

c
0

0

0 0 0 0
e f|+1]0 0
0 1 g h
0 00

0 e f|+gh
g 0 1

= o O

- o

~.

Descartando as parcelas com colunas iguais (a quarta e a sexta parcelas) e

expandindo por linearidade a quinta e a sexta parcelas, encontramos

b ¢
f =

]

o Q. 9
> o

o

S a © = o

S o o o <

- o

~.

0
0

l

> O O

0
+1| d
9

+

o oo > o o

Q

c
0
0
0 0 000
e fll+]0 e 0
0 0 g 0 1

As quatro iltimas parcelas (imediatamente acima) sao nulas. Segue

a b c
d e f
g h 1

o O 2

=}

€
h

0
fl+

i

22

0 b

0

0 0 ¢

d 0 f|l+|de 0

g 0

i

g h 0

_ o O

~.
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Desenvolvendo por linearidade cada uma das parcelas a direita em duas

parcelas (e cada uma destas também em duas parcelas) encontramos

a b ¢ 0 0 a 0 0
d e f = e f1I+1]0 0 f
g h 1 0 0 ¢ 0 h 1
0b 0 0b 0
+id 0 fl+]0 0 f
0 0 ¢ g 0 1
0 0 ¢ 00
+1il d e +1 0 e
0 h g h

a 0 0 a 0 a 0 O a 0 0

= e fll+] 0 e +{10 0 f+0 0 0

0 0 0 0 2 0 h O 0 h 2

0b 0 0 b 0 b 0 0 b

+id 0 fll+]|ld O +110 0 f|+00

000 0 0 2 g 00 g 0 1

00 00 0 0 ¢ 00

+ild e O||+1ild O +{0 e 0|+ 0 0

000 0 h g 0 0 g h

Temos entao 12 parcelas. Considerando a ordem de surgimento, as parcelas

1 e 4, assim como as parcelas 5 e 8 e também as parcelas 9 e 12, se anulam.
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Chegamos entao a

0

0
0e O+|0o0 f

a

h

b

0

0

0

b

0

h

+lldoo|+|lo o0 f

+{d 0 0Of|+]0 e O

O sinal muda ao permutarmos duas colunas consecutivas. Logo,

0
0 f 0

0
e

0

0

o O D o O >
S = O S v O
o O O OO O
+ _
o O e o o =
o T o o 3 o
o O O O o O
_ +
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Utilizando a linearidade nas colunas temos

a b c 1 00 1 00
d e f = aet||0 1 O||—afh||0 1 0
g h i 0 01 0 01
10 10

=bdi|| 0 1 0| +bfgll 0 1

0 01 0 0

100 10

+cdh|l 0 1 0| —cegll 0 1

0 0 0

Por hipétese, temos D(I) = ||I|| = 1 com I a matriz identidade. Segue
entao

c
f = aei—afh—bdi+bfg+ cdh — ceg

= a(ei — fh) —b(di — fg) + c(dh — eg)

e f
hoi

d e

d f
. g h

g 1

= a —b +c

Isto mostra que D(M) = det M. A segunda prova estd completa.

A prova do teorema esta completa e

Departamento de Matemdtica
Universidade de Sao Paulo
oliveira@ime.usp.br

http://www. ime. usp. br/ ~oliveira
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