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1. AREA DE UM PARALELOGRAMO

Dados a e b, niimeros reais, seja @ = (a,b) o vetor em R? representado pelo
segmento de inicio no ponto (0,0) e final (a,b). Dois vetores @ = (a,b)
e U = (c¢,d), nao paralelos determinam um paralelogramo P (suposto no

primeiro quadrante). Sejam W =4 + U = (a + b,c+ d) e a representagao

(
(c,d)
b+d | . (a+cb+d)
" (a+eb)
d F----5 |
______ ' (a,b)
:
19) c a a—+c x

Figura 1: Determinante/Area
Pela figura, a area de P é dada pela area do retangulo de vértices
O =(0,0), (a+¢,0), (a+c,b+d)e (0,b+d)

subtraindo-se as areas de dois trapézios congruentes e dois triangulos con-

gruentes. Encontramos entao

AP) = (a+¢)(b+d) 2 {w} , (%d)

= (ab+ ad + bc + cd) — (ab + 2bc) — cd

a ¢

b d

=ad — bc = &
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2. DETERMINANTES 2X2 e NUMEROS COMPLEXOS.

Sejam a,b,c e d nimeros reais e ¢ a unidade imaginaria. Consideremos os

vetores e os niimeros complexos

Z =(a,b) e W =(cd)
e
z=a+b e w=c+di.
A parte real de z é Re(z) = a. A parte imagindria de 2z é Im(z) = b.
O conjugado de z é Z = a — bi.
O médulo do niimero complexo z é |z| = v/a2? + b2. Segue |z| = | (a,b) |.
O produto interno real é dado por

7 W = ac + bd.

O produto interno complexo de z por w é dado por

z-w=zw = (a+bi)(c+di) = (a+ bi)(c — di).

[O produto interno complexo nao é comutativo, mas o real é comutativo.|
Vale entao a seguinte férmula, que relaciona o produto interno complexo com

produto interno real e determinantes de ordem dois,

a cC

zZw = (a — bi)(c + di) = (ac+ bd) + i(ad — bc) = Z - W — i e

Segue entdo Re(zw) = 7 - .

Segue também a muito til férmula

a c

= Im(zZw
. (zw)

Ainda mais, escrevendo z = |z]e'® e w = |w|e* obtemos

a c
b d

= Im (|z]e”"*|w|e”)

= Im(|z||w|ei(ﬂ_a))
= |z]|w|Im [ cos(8 — ) + isin(8 — a)]
= [{a,b ]| {c,d) |sin(f — ),

para a area de P em funcao de dois lados adjacentes e do angulo formado é.

3



3. DISTANCIA DE PONTO A RETA.

A equacao geral de uma reta no plano R? é
D :ax+by+c=0, coma ou b nao nulo.

Dado um ponto Py = (zg, yo) € R?, a distancia de Py a reta D ¢é

_laxg + byy + c

dist(FPy; D) = N
Prova.
Seja m, o coeficiente angular de uma reta r qualquer. As retas, designadas
por S, perpendiculares a reta D, tem coeficiente angular mg tal que
mg.mp = —1.
Logo, utilizando o parametro d, uma equacao geral de tais retas é

S —br+ay+d=0, onded e R.

Entre tais retas perpendiculares a reta D queremos a reta por Py = (o, yo)-
Assim temos

—bxg + ayo +d = 0.

Donde determinamos o valor d = bxy — ayy e obtemos entao a reta
Spy, + —bx + ay + (bxy — ayy) = 0.

Para determinarmos o ponto P, = (xl,yl) de interseccao entre as retas

perpendiculares entre si D e Sp, passamos a resolver o sistema

ar +by = —c
(%)
—bx +ay = ayy — bxy.

Multiplicando a primeira equacao por a, a segunda por —b e entao somando-

as temos
1

aZ + b2
A seguir, multiplicando a primeira equacao por b e a segunda por a e

xr = (b*zo — abyy — ac).

somando-as encontramos

= (—abxo + a’yo — be).

a? 4+ b2
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Entao, o quadrado da distancia de Py = (xo, %) a Py = (x1,41) é

|Py Py = (zo—21)* 4+ (yo—11)?

1 2 1 2

= |To — popE +bQ( b’z — abyy — ac )] + {yo — aQ—erQ( —abxy + a*yy — be)

1 2 2 2 2
= m[(a zo+abyy + ac)?® + (abxy + b2yo+bc )? ]

1
= —(a2 R [a®(azo + by + ¢)* + b*(azo + byo + ¢)? ]

1
= @yl (@) (az0 + by + 0]
_ (azo + byo + ¢)?

a? + b? '

A prova esta completa. Elaboremos uma segunda prova.

Segunda Prova.

Reescrevendo o sistema (*) na nota¢ao matricial temos

S .

Observacao. E facil constatar que dada uma matriz inversivel

| A B
C D |
sua inversa é dada por
M-l = 1 D -B
AD-BC | —¢ A

Assim, a solucao do sistema (*) é

il . 1
(1 A+ b?

a —b —c
b a ayo — bxg .

Logo,
1 2
T = a2—+b2(—ac — abyo + b°xp)
e
_ 2
Y= a2—+b2(_bc+ a”yo — abxy)

e a demonstragao segue como a anterior(a primeira) &



4. DEPENDENCIA LINEAR E PARALELISMO.
Defini¢oes (Dependéncia Linear e Independéncia Linear). Consideremos
W = (ug,ug) e U = (v, vy), dois vetores no espaco vetorial R2.

o Os vetores @ e U sdo linearmente dependentes (ou LD) se existem a € R e

£ € R, nao ambos nulos, tais que
%
aU+BY =0 [com o # 0 ou 5 # 0.]
Se ¥ e ¥ sdo LD, dizemos que o conjunto {7, 7} ¢ LD.
o Se ¥ e U nao sdo LD, entdo ¥ e ¥ sdo linearmente independentes (ou LI).
Se @ e ¥ néo sdo LD, dizemos que o conjunto {, 7'} é LI
Definicoes (Paralelismo).
— , 2
o O vetor nulo 0 = (0,0) é paralelo a todo vetor de R*.

o Dois vetores 1@ e Cﬁ, onde A, B,C, e D sao pontos no plano cartesiano
R? tais que A # B e C # D, sdo ditos paralelos se os segmentos AB e C'D

sao paralelos.

Sejam W e ¥ dois vetores arbitrdrios em R2. E trivial ver que
UevsiolD < U eV sio paralelos.

U eV saoll <= U e ¥ nio sao paralelos.



Oswaldo Rio Branco de Oliveira

5. DEPENDENCIA LINEAR E SISTEMAS LINEARES.

Teorema. Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais. Sejam x e y variaveis reais. Con-

sideremos os vetores U = {(a,b) e ¥ = (¢, d). Consideremos também o sistema

S ar+by =10
' cx +dy = 0.

linear homogéneo

Entéo, o sistema linear S tem solucéo tinica se e somente se {1, 7'} é LI

Prova.

¢ Sejam um numero real arbitrario x = xy e um nimero real arbitrario y = y,.

Indiquemos o par ordenado (xo,yo) por (z,y).

¢ Sao equivalentes as afirmagoes abaixo.

(x,y) é solugao de S <
< (ax + by, cx +dy) = (0,0)
& (ax,cx) + (by,dy) = (0,0)
& xz(a,c)+y(b,d) = (0,0)
& U+ y7 = ﬁ

© Seguem entao as seguintes conclusoes.

Se o sistema S tem solucao tnica, entao U e U sdo LL

Se W e ¥ sdo LI, entdo o sistema S tem solucdo tnica.

¢ Conclusao final. O sistema S tem solugao unica se e s6 se U e ¥ sdo Ll



6. DEPENDENCIA LINEAR E DETERMINANTES.

Teorema. Sejam a, b, ¢ e d niimeros reais e os vetores i = (a,b) e v = (c,d).

Entao temos

Prova.
(=) Visto que ¥ e ¥ sio LI, temos
U+ 6) e U # 6)
Como U # ﬁ, podemos supor a # 0 (o caso b # 0 é andlogo). Segue
ale,d) —cla,b) # 0 = (0,0).
Portanto,

a b

c

(0,ad — bc) # (0,0) e ad—bec = # 0.

(<) Sejam o € R e 8 € R tais que
ol + 87 = 6>

Logo, temos
aa+ Pe=0 aad + Ped =0
e
ab+ Bd =0 abe + Bed =0

Donde, subtraindo a segunda equacao da primeira equagao, obtemos
aad — abc = a(ad — be) = 0.
Devido a hipétese ad — be # 0 concluimos que
a=0.
. - —
Assim, pela equacdo a@ + 7 = 0 segue
_>
B = 0.
_>

Por fim, como U # 0 (pois o determinante 2 x 2 dado é nao nulo), temos

B=0dk
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7. DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES.

Teorema. Sejam a, b, c e d niimeros reais. Sejam x e y variaveis reais. Entao,

o sistema linear homogéneo

ar +by =0
cr +dy = 0.

tem solucao tinica se e somente se

a b

0.
cdy'é

Prova.
¢ Indiquemos o sistema acima por S.

o J4 vimos que S tem solucdo tnica se e somente se os vetores U = (a,b) e

V= (¢, d) sao LI
o Ja vimos que os vetores U = (a,b) e ¥ = (¢, d) sio LI se e somente se

a b

0.
ccl?'é

o A prova esta completade



