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INTRODUCAO

Dada uma fungao real e continua em um retangulo [a, b] x [¢, d] c R?, é muitas

vezes util ou necessario considerarmos a familia de integrais

(fcdf(rc, y)dy)xe[a ;

Dizemos que a familia estd indexada pelo pardmetro . Entao, consideramos a

fungao [ou a familia de integrais indexada no parametro x| definida em [a,b] por

F)= [ r iy
Nesta notas, estudamos a continuidade e diferenciabilidade da funcao F'.
DefinigGes. Seja f: R — R Riemann-integravel em cada [a,b] c R.
e (aso exista, o limite

a——00
b—>+o00

é dito a integral imprépria de f, a qual é em geral indicada por

[ r@ys,

o0

lim bf(.r)dx

e dizemos que a integral impropria converge. Se tal limite nao existir,

dizemos que a integral improépria diverge.
e Dizemos que a integral impropria

é absolutamente convergente se a integral (imprépria)

[ lr@lda,

é convergente (i.e., finita) ou, equivalentemente, se existe M > (0 satisfazendo

b
f |f(t)|dt < M, para quaisquer a e b.

A integral imprépria de f é dita absolutamente divergente se

[: |f(x)|dx = +00.
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Temos uma nomenclatura andloga para as situagoes abaixo.

e Seja f:[0,00) > R, com f integravel em cada [0,r] c [0,00). A integral

imprépria de f é, caso exista o limite,

'/Ooof(x)dx = lim for f(x)dz.

Seja f:(—00,0] > R, com f integravel em cada [r,0] c (-o0,0]. A integral

imprépria de f é, caso exista o limite,

[ i f(a)da = lim f " ().

Sejam a e b nimeros reais. Seja f :[a,b) > R, com [ integravel em cada

[a,r) c [a,b). A integral imprépria de f é, caso exista o limite,

fabf(:c)d:c = Tl{g} farf(x)dx.

Sejam a e b ntimeros reais. Seja f: (a,b] > R, com f integravel em cada

[r,b] c (a,b]. A integral imprépria de f é, caso exista o limite,

/abf(x)dx = Thjg [bf(x)dx

Sejam a e b nimeros reais. Seja f: (a,b) - R, com [ integravel em cada

[r,p] c (a,b). A integral imprépria de f é, caso exista o limite,

fabf(x)da: = 7»1121 prf(a:)da:.

p—b”

Critério de Cauchy. Seja f :[0,00) - R integrdvel em cada intervalo [a,b]
contido em [0, 00). Entao, existe a integral de Riemann imprépria de f em [0, 00)

se e somente para todo € >0, existe um r > 0 tal que temos

lb f(x)dx

Prova. Solicito ao leitor tal prova (¢ simples).

<€, para todo [a,b] c[r,o0).




Parte 1 - Convergéncia Absoluta

[abordagem direta (quocientes de Newton)]

1.1 - Regra de Leibniz (para integrais préprias)
Teorema 1. Seja f :[a,b] x [0,1] > R continua.

(A) E continua (em [a,b]) a funcdo
1
F(z) = fo f(x,y)dy.
(B) Se %(z,y) existe e é continua (em [a,b] x [0,1]) entdao F é de classe C' e

1
(Regra de Leibniz) F'(z) = / g—f(x,y)dy.
0o Ox
Prova.
Notemos que f é uniformemente continua no compacto [a,b] x [0,1].

(A) Dado e > 0 existe § > 0 tal que, dados x € [a,b] e z+h € [a,b] e |h| < 0, temos

1
Fo+h)=F@)l< [ 1f(+hy) - fay)dy<e
Logo, F' é continua. Analogamente, x [01 (0f]0x)(z,y)dy é continua.

(B) Seja h #0. Pelo TVM existe T entre x e « + h tal que

F(x+h})L_F(x)—[Olg(x,y)dy=

ety o, ),

= ‘Al[%(f,y)—g—i(x,y)] dy.

Pela continuidade uniforme de df/0x em [a,b] x [0,1], existe n > 0 tal que

o médulo do dltimo integrando acima é menor que € se |z —T| < 7. Donde

<e, se 0<|h|<n.

CRIORICa By g P

Portanto F' é de classe C'! e vale a Regra de Leibniz#
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1.2 - Integrais Improéprias Dependentes de um Parametro

Teorema 2. Seja f:(-1,1) x[0,+00) - R continua. Suponha que exista uma

fungao M : [0, +00) — [0, +00) satisfazendo

|f(x,y)| < M(y), para todox ey, e f M (y)dy < oo.
0
Vale o que segue.

e Estd bem definida [em (-1,1)], e é continua, a fungao
F(x) = fo f(z,y)dy.
e Suponha que %(m,y) existe e é continua em (—1,1) x [0, +00). Suponha

‘g—f(%y) < M(y), para todo z e y.
x

Entao, F' é derivavel e
F’ = f —(x,y)dy.
()= [ 5L G u)dy

Prova. Em trés partes: boa definicao de F', continuidade e derivabilidade.

o Boa defini¢do de F'. Fixemos x € (-1,1). Por hipdtese temos

0< f(o.y) +|f (o)) <2 (@.y)| <2M(y) com [ M(y)dy < e

Donde segue [cheque]

fom f(x,y)dy < co.

o Continuidade. Dado € > 0, é simples ver que [cheque] existe m >0 com

(2.1) fm” M(y)dy < e.

Sejam a e b em [-r,r] c (-1,1). Temos entao

0 - F@)] = | [ 1500 - fa)]d]

< [TUr0p) - fapldy+ [T 170w - S p)ldy.

5



A 1ltima integral acima é (pela desigualdade triangular) majorada por

2 f M(t)dt < 2e.
Quanto a penultima integral, a continuidade uniforme de f(z,y) no retangulo

compacto [-r,r] x [0,m] garante um § > 0 tal que
|f(b,y) - f(a,y)| < % seyel[0,m]elb—al<d, combeaem [-rr].
Concluimos entao que
|F'(b) — F(a)| <3¢ sebe[-r,r], ae[-r,r] e|b—al <.
Logo, F' é uniformemente continua em [-r,r] e entdo continua em (-1,1).

Derivabilidade. A prova acima implica a continuidade [em (-1, 1)] da funcao
e [ i
A seguir fixamos r e xg, com x € (—r,r) [-r,r] c(-1,1).

Definimos, para |h| > 0 e |h| pequeno tal que x¢ + h € [-r, 7], 0 quociente

N(h)_F(erh) F(x) / 8f(x0,y)dy
:'/O |:f<x0+h’y;)l_f(x0’y)_%(x(hy)]dy

I O K e ]
- A |:8ZE («T,y) ox (x()ay) dya
com T entre xg ¢ To+ h (os trés em [-r,7]).
Seja M = M (y) como no enunciado [logo, [(0f/0x)(x,y)| < M(y)].

Dado € > 0, seja m >0 como acima [equacao (2.1)].

Entao temos

NI < [ 2L @) - 2L oo dy v 2e

Como [-r,7] x [0,m] é compacto, por continuidade uniforme segue que
existe um 6, com 0 < § <7 — |xg|, tal que para todo 0 < |h| < § temos que a

integral imediatamente acima é tal que obtemos
IN(h)| < 3e.

Concluimos entao que
N(h)>0seh—>0#
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Comentarios.

(1)

Localidade. Os resultados acima sao locais e usualmente aplicados na vizi-
nhanca de um valor fixo do parametro. A escolha dos intervalos em seus

enunciados foi tao somente de ordem pratica.

A funcio M(t). Em geral, achamos uma fun¢ao M;(y) >0 e uma My(y) >0
com integrais finitas em [0,00) e tais que uma majora |f(z,y)| e a outra
majora [(0f/0z)(x,y)|. Definindo M = M; + M,, podemos supor que uma
mesma M(y) majora |f(z, )| e [(9F/02)(z,p)]

Majoragdo. Em geral, temos |f(z,y)| < M(y) e |(Of/0z)(x,y)| < M(y)

apenas para y grande o suficiente. Isto é suficiente pois escrevendo
F@)= [7 f@ydy+ [ f@ydy,

podemos aplicar a regra de Leibniz e o Teorema 2 a integrais distintas.

Parametro em (-o00,+00). Vale um resultado andlogo ao do Teorema 2,

trocando [0, 00) por (—oo,+00). Adaptando hipdteses e escrevendo

F(x)=f:f(fc,y)dy=f:f(x,y)dwfowf(x,y)dy,

pelo Teorema 2 segue imediatamente

Fay= [ Ly [T @ ay= [T @y

Pardmetro em [0,w). O caso integral imprépria em [0,w) é andlogo ao caso
integral imprépria em [0, +00). De fato, basta que no enunciado e na prova
do Teorema 2 troquemos [0,+00) por [0,w) e o simbolo oo no papel de

extremo de integragao pelo simbolo w. [Cheque, ¢ trivial.]

Pardmetro em (a,b). O caso para integral imprépria em (a,b) pode ser
trivialmente reduzido ao caso anterior. Para tal, consideremos um ponto

ce (a,b). Com tal ponto auxiliar e entao escrevendo

F)= [y = [ fys [y,

pelo comentério (5) temos

co b0 b9
P@)= [y [ L= [ @y



Parte 2 - Convergéncia Absoluta
[abordagem indireta (por aproximagao)]
2.1 - Lema Basico

Lema 3. Seja f, :[0,1] = R uma sequéncia de fungées de classe C'*, com

fn convergindo pontualmente a f
e

f! convergindo uniformemente a g.

Entao, f € de classe C! e
=g

Prova.

Cada f! é continua e f] — g uniformemente. Logo, g é continua.

Seja x € [0,1]. Pelo convergéncia uniforme segue

[ piwar == [ gyt
0 0

Assim,

n—>+00

fal@) = fu(0) 2255 Omg(t)dt.

Por outro lado, devido & hipétese (convergéncia pontual) temos

Fu(@) = £2(0) === f() - £(0).

Donde segue,

f(x)—f(0)=f0xg(t)dt para todo z € (~1,1).

Pelo teorema fundamental do calculo segue entao que f é derivavel e

fl(x)=g(x)»
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2.2 - Regra de Leibniz (integrais préprias)

Teorema 4. Sejam f:[a,b] x[0,1] > R e %(z,y) continuas em [a,b] x [0,1].
Entao,

F)= [ ey

é de classe C e
- , Lof
(Regra de Leibniz) F'(z) = f a—(x,y)dy.
0o Ox
Prova.

Sejam n € N* e € > 0. Consideremos a soma de Riemann
Sp(z) =Y flz,=|=, ondez¢€[a,b].
= n)n
Logo, S, é continua. Pela continuidade uniforme de f existe > 0 tal que
|f(x,8) = f(z,t)] <€ se |s—t| <.
Suponhamos 1/n < §. Para todo x em [a,b] temos

o (x —)dy Z[ f(z, y)dy‘

|Sn () = F ()]

no .d
Sj;ﬁ_ledy:e.

Portanto S,, - F' uniformemente.

Analogamente [basta trocar f por df/0z],

_ n a_f l) l uniformemente
_;(% (xn G(z) = f —=(z,y)dy.

n

Claramente cada S} é continua.

Pelo Lema 3 segue que F' é de classe C'! e

F)= [ 9y



2.3 - Integrais Impréprias Dependentes de um Parametro

Teorema 5. Seja f : [0,1] x [0,00) - R, com f(x,y) e %(a:,y) continuas.
Suponha que existe M = M(y) : [0,00) - R tal que

FenlMe), | Rep|<mw) e [T M@y<o

Entao, estd bem definida e é continua (em [0,1]) a fungao
F(x) = fo f(x,y)dy.
Ainda, F é derivavel [classe C] e
F'(x) = f 5 Y Y.
0o Oz
Prova.

Pelas hipdteses, estao bem definidas as fungoes

F@) = [T iwndy o 6@ = [T @y

Logo, estao bem definidas (em [0, 1]) as sequéncias de fungoes

n n af
F@)= [ fandy e G = [Ty
0 0o Ox
Pelo Teorema 4, as funcoes F), e GG, sao continuas e satisfazem
F! =G,.

Por outro lado, para todo z € [0, 1] temos
Fu@)=F@) < [ My)dy =20 ¢ [Go(@)-Ga)| < [ My)dy “==o0.

Logo,

uniformemente

F,————F e FV'L:Gn

uniformemente G
—

Pelo Lema 3 segue que F' é de classe C'! e

F'=Ga

10
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Parte 3 - Convergéncia Uniforme.
3.1 - Lema Basico

Definigao. Seja f:[0,1] x [0,00) > R tal que a integral imprdpria

fo fly)dy = lm | f(zy)dy
converge, para todo x € [0,1]. Dizemos que tal integral imprépria (de fato,
uma familia de integrais imprdprias) converge uniformemente em [0, 1] (ou que a

convergéncia é uniforme em [0, 1]) se para todo € > 0 existe N tal que temos

<€, para quaisquer r > N e x €[0,1],

[ sy [T sy

ou, equivalentemente,

[ @y

<€, para quaisquer r > N e x € [0, 1].

Lema 6. Seja f:[0,1)x[0,00) - R continua. Suponha que a integral imprépria

F)= [ 1)y

converge uniformemente, onde = percorre [0,1). Entao, a fungao F' é continua.

Prova.

Seja n arbitrario em N. Devido as hipdteses, segue que

n—oo

Fo@) = [ faydy == Fa)= [ fy)dy

uniformemente no intervalo [0,1). Como cada fungdo F), é continua em

[0,1), concluimos entao que F' é continua em [0,1) #

A seguir, com a definicdo acima (para integrais impréprias uniformemente

convergentes) e o Lema 3, obtemos um resultado mais forte que o Teorema 5.

11



3.2 - Integrais Improprias Dependentes de um Parametro

Teorema 7. Seja f : [0,1) x [0,00) > R, com f(z,y) e %(w,y) continuas.

Suponha que existe a integral imprépria
g(z) = fow g—i(w,y)dy
e que ela converge uniformemente em [0, 1). Suponha que a integral imprépria
G() = [ fay)dy
é finita (converge), para todo x em [0,1). Entao, G é derivdvel e
G'(z) = g(x).
Prova.

Pelas hipéteses, e para x no intervalo [0, 1), temos que

uni formemente

gn(z) = [ S (z, y)dy g(x)

e

n ontualmente
Gu(@) = [y f(2,y)dy 205 Ga).

Pelo Teorema 1 segue que g, é continua, que G,, é derivavel e que
ro_
G, = Gn-

Logo, G,, é de classe C' e satisfaz

pontualmente G

G

€

uniformemente

G, g.

Pelo Lema 3 segue que G é derivavel e que G’ =g #

12
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Parte 4 - Aplicagoes

4.1 - A integral oscilatéria [, #2*dx
Seja f : [0,00) = [0, 00) uma funcao continua e decrescente, com f(z) s 0.

Entao, os trés tipos de integrais abaixo sao chamadas integrais oscilatérias:

Awf(x)cosxdm, —/Ooof(m)sinmdx e '/Oooe”f(x)dx.

Tais integrais podem nao convergir absolutamente. Por exemplo, temos

-

Assim, a analise das integrais oscilatorias requer mais cuidado.

sinx

dx = oo  [cheque].
x

O exemplo que veremos abaixo, com a fungao

sinx

g(z) = .

¢ muito interessante pois apresenta um caso em que a integral de Riemann

imprépria é convergente mas a integral de Lebesgue nao é convergente. Pois,

uma funcao é Lebesgue integravel se e somente seu valor absoluto é Lebesgue

integravel e entdo como a integral de Lebesgue f[o oy (| sinz|/[z[)dm, onde dm é

a medida de Lebesgue, coincide com o valor da integral de Riemann improépria
[ee] . 7’ . ~ ’ . ’

[ (|sina|/|z])dz = oo, concluimos que (sinz)/x ndo é Lebesgue integravel.

Existem muitos métodos para computar [~ (sinz)/z dz. Seguem alguns.
(1) Medida de Lebesgue (Teorema da convergéncia dominada). Vide Apostol.
(2) Teoria de Residuos [http://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT225Cap11.pdf].
(3) Transformada de Laplace.
(4) Integral de Dirichlet - Teorema de Riemann-Lebesgue.

Neste texto utilizamos derivagao sob o sinal de integragao (o que é bdsico).

13
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Exemplo Classico. Mostremos que

© ginx T
f de = —.
0 x 2

Solucgao.
i
i
1 1
%
- ¥ig
- -‘--‘-'l-
— = s T e =
EEEN | e
H"'\-\.
g Iy
1L /
]
i {
'.I |

sinx

Figura 1: Gréfico de *>*.

¢ Pelo primeiro limite fundamental, (sinz)/x - 1 se x — 0. Logo, a fungao

sin x

fx) = ,sex>0, e f(0)=1

T
¢ continua em [0, +00).
Observemos que |cosz| <1 e que z — 1/2? é integravel em [1,+00).

Pondo u = 1/z e v’ = sinz, por integracao por partes temos
Tsinx coszx|" T CcoST r>to0 ® Ccosx
/ dx = - —[ —dx cosl—/ —dx|.
1 x h 1oz 1

Isto mostra que
© ginx
dx < 0.
0 x

sinx

E bem sabido que

<1

X

14
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o Pelo ja feito, esta bem definida a funcao

F(a) = [ smx dx, para a€[0,00).

Definamos

fla,z) = efaxsmx? para (a,x) € [0,00) x [0, 00).
x

Seja a > 0. Para quaisquer o > a e x >0 temos e % < 7% e entao

[ (e, 2)| < emoe

o0
e com / e dx < oo,
0

gi(a x)| =|-e T ging| < e~

O Teorema 5 mostra entao que F' é derivavel em (0,00) e

F'(a) =- [ e “sinxdr, para todo a € (0,00).
0

o A integral representando F’(«). Integrando por partes obtemos

o0 [e)e] [e<]
f e‘a‘”sinxd:p:e—“z(—cosx)’ —af e “*cosxdx
0 0 0
[e o] o0
zl—a[e‘”sinx‘o +a/ eo‘xsinxdm]
0

oo
:1—oz2f e ““sinxdx.
0

oo 1
f e “sinxdx = >
0 1+«

o A derivada de F. E imediato que

Donde entao segue

F'(a) =- se a> 0.

1+a?’

o Computemos F'(«), para a > 0. Existe uma constante real C' tal que
F(«a) = —arctan(a) + C, para todo a € (0, +00).

E trivial ver que

F(a) %0 e arctan(a) 5 g

Segue entao que C'=7/2 e

F(a) = -arctan(a) + 5, para todo a € (0, 00).

15



o A continuidade de F em « = 0. Pelo Lema 6, basta mostrar que as integrais

°© g¢inx .
f e dx convergem uniformemente em « € [0, c0).
0 x

Seja € > 0. Pelo critério de Cauchy, existe N >0 tal que se p>r > N entao

Psinx
f dx
r xr

Fixemos r, com r > N. Definamos

<e.

S(p) = pr Slz$dx, onde p € [r,00).

Segue entao que

P i P
f e 20T g - f e S (z) dx
T T r

_ e-MS(x)[ . / " lae "] S(2) da.

Temos S(r) =0 e |S(x)| < € para todo z > r. Ainda mais, ae=®* > (0. Assim,

P Sinx p €
/ e T dz = )
r X r eor

Notemos que e > 1. Impondo p - +oo0, encontramos

© sinx
/ e T dx
r X

Isto é, a familia de integrais improprias considerada converge uniformemente

encontramos

<ee ™ +¢€ [—ea’”

<€, para quaisquer a € [0,00) e 7> N.

em [0,00). Pelo Lema 6 segue que F : [0,00) = R é continua.

o Conclusdo. Pelos passos acima, temos

PO)= [ dr e F(0)=-arctan(0) + 5 =

Vide também Questao 10 em

http://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT5798-P1-2016.pdf
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