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INTRODUCAO

Dado z = x + iy em C, com z e y reais, escrevamos Re(z) = x e Im(z) = y.

Dada uma fungao continua g : [a,b] - C, definimos

b b b

[ g(t) dt = [ Re[g(t)]dt +i [ T [g(#)]dt.
Seja B(0;1) a bola aberta centrada na origem e de raio 1, no plano complexo.
Seja D(0; 1) o disco fechado centrado na origem e de raio 1, no plano complexo.

Dada uma funcao continua f, definida em B(0;1) x [a,b] c C xR e a valores

complexos, muitas vezes é ttil considerarmos a familia de integrais

(fab us t)dt)zeB(O;l)

Dizemos que tal familia estd indexada pelo parametro z. Consideremos a funcao

[ou a familia de integrais indexada pelo parametro z| definida em B(0;1) por

d
F(z) = f F(z,8)dt.
Estudemos a continuidade e a diferenciabilidade/derivabilidade da fungao F.

Vejamos alguns resultados preliminares.

Lema 1. Seja ¢ :[a,b] - C continua. Entao,

[Cewa] < [Mowlar

Prova.

Existe um numero real 0 tal que

b .
f o(t) dt = e

[ " o) dt‘

e portanto

b b
f o(t) dt‘ = [ e p(t)dt é um niimero real.

Logo,

[abw(t)dt‘ = [ab Re[e “p(t)]dt < [ab |Re[e™p(t)]] dt < fab|¢(t)|d“
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Seja v : [a,b] = C de classe C'. O comprimento (“lenght”) de 7 é
b
L) = [l

Doravante, () indica um aberto em C.

Definigao. Seja f:Q — C continua e v : [a,b] — Q) de classe C'. A integral de f

ao longo de v é dada por

ﬂﬂ@M=Lmewwmt

Teorema 2 (Estimativa M-L). Seja f : Q - C continua e v : [a,b] - Q de

classe C'. Suponhamos que existe M > 0 satisfazendo

|f(y(t))| < M, para todot em [a,b].

‘Lf(z)dz

Entao temos

< ML(7).

Prova.

O Lema 1 garante

< [M1rey o

[

<ot [ holar
= ML(y)*

A seguir, apresentamos a regra da cadeia para uma composicao de fungoes,

com o dominio da composicao em R e o contra-dominio da composicao em C.



Teorema 3 (Regra da Cadeia). Sejam v : [a,b] > Q e f: Q — C derivaveis.

Entao, a composta f o~ é derivavel em todo ponto de seu dominio e

(fe)' () = f'(x(1)) 7' (1).

Prova.

Fixemos ¢ € [a,b]. Para s # ¢, seja N(s) o quociente de Newton

F(4(8)) = F(4(1) :{ f(vv(u(?zg igz}(t))“/(S) V(1) , se y(s) —~(t) £ 0,
s—t1

0 , caso contrario.
Seja (s,) uma sequéncia em [a,b] \ {t} e convergente a t.

¢ Suponhamos (s,) = v(t) para todo n. Entao temos N(s,) = 0 para todo
n. Também temos, é trivial ver, 7/(t) = 0. Logo, N(s,) = f'(7(t))~'(t).

¢ Suponhamos 7(s,) # v(t) para todo n. Entdo, como v é continua, segue
que N(sn) = f'(v(0))'(1)*

Proposicao 4. Seja f: () - C com derivada continua.

(A) Dada uma curva v : [a,b] - Q de classe C!, temos
bd(f e
1Go)-re@) = [ D gy
(B) Dado um segmento linear de extremidades z e w e contido em €, temos

f(2)-f(w)=(z-w) /01 f(w+t(z-w))dt [TVM (forma integral)].

Prova.

Pela regra da cadeia (Teorema 3), a derivada de f o~y existe e é continua.

ondo f =u+1v, segue foy=(ucy)+i(vovy):|a,b] - C eentao
A) Pondo f f b] > C e enta
b b b
[ Genydt= [orydt+i [ (worydt=(uom)li+i(wer)ls = (for)l.
(B) Seja o(t) =w +1t(z—w), com 0<t<1. Por (A) e aregra da cadeia segue

f(z)- f(w) = f (foo)(t)dt=(z- w)/ (w+t(z-w))dts
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Definigoes. Seja f : R - C com Re(f) e Im(f) Riemann-integraveis em cada

intervalo compacto [a,b] da reta real.

e (Consideremos o limite

b
lim f F(1)dt.
boroo V@

Se existir, tal limite é a integral imprépria de f a qual indicamos por

[ )

oo

e entao dizemos que a integral improépria converge. Se tal limite nao existir,

dizemos que a integral improépria diverge.
e Dizemos que a integral impropria

[ : F(t)dt

é absolutamente convergente se a integral (imprépria)

[,

é convergente (i.e., finita) ou, equivalentemente, se existir M >0 tal que

b
f |f(t)|dt < M para quaisquer a e b.

A integral impropria de f é absolutamente divergente se
f F ()]t = +oo.

Temos uma nomenclatura andloga para a situacao a seguir. Sejam a e b
nimeros reais. Seja f: (a,b) > R, com f integravel em cada intervalo compacto

[r,p] c (a,b). A integral imprépria de f é, caso exista o limite,

fabf(x)dw = Tlirg /rpf(a:)da:.

p—b”

Temos defini¢coes andlogas para a integral impropria, quando o dominio de f é
(_Oovb]a (_Ooab)a [aaoo)7 (a7oo>7 [aab) ou (G,b].

bt



Proposicao 5 (Critério de Cauchy). Seja f:[0,00) — C integrdvel em cada
intervalo [a,b] contido em [0, 00). Entao, existe a integral de Riemann imprépria

de f em [0,00) se e somente para todo € > 0, existe um r >0 tal que temos

[y

Prova. Solicito ao leitor tal prova (¢ simples).

<€, para todo [a,b] c [r, o).
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Parte 1 - Convergéncia Absoluta

[abordagem direta (quocientes de Newton)]

1.1 - Regra de Leibniz (para integrais préprias)

Seja B(0;r) a bola aberta centrada na origem e de raio r, no plano complexo.

Seja D(0;r) o disco fechado centrado na origem e de raio r, no plano complexo.

Teorema 6. Seja f: B(0;1) x [0,1] - C continua. Entao, a fung¢ao

o) = [ G0yt

é continua em B(0;1).

Ainda, se %(z,t) é continua [em B(0;1) x [0,1]] entao ¢ é derivavel e
o , Lof
(Regra de Leibniz) o'(z) = / a—(z,t)dt.
0o 0z
Prova. Sejam r tal que 0 <r <1, o compacto K = D(0;7) x [0,1] e € > 0.
¢ Como f é uniformemente continua em D(0;r) x [0,1], existe § > 0 tal que
1
lo(z)+p(z+h)| < / |f(z,t) = f(z+h,t)|dt <€, se|z| <r|z+h| <7 elh| <.
0
Logo, ¢ é uniformemente continua em D(0;r) para todo 0 <7 < 1.

o Seja z € B(0;r). Para h em C*, com |h| pequeno o suficiente temos

(p(ZJrh})L_(p(z)_[01%(%75)(#:/Ol[f(z+h,t)—f(z,t) af( t)]

h
laqui usamos o TVM forma integral Prop. 4 (B)]

) fl[fl_(“Sh t)dS—folg—J;(z,t)ds]dt
f f [ (z+sh,t) - —Z(z,t)]dsdt.

Pela continuidade uniforme de 0f/0z em D(0;r) x [0, 1], existe n > 0 tal
que o modulo do tdltimo integrando acima é menor que € para quaisquer

0<t,s<1elhl<n. Segue entdo, pelo Lema 1,

‘90(2”1) p(z) flaf

t)dt| <e, se 0<|h|<n.

Portanto ¢ é derivavel-complexa e vale a féormula anunciada#



1.2 - Integrais Improéprias Dependentes de um Parametro

Indiquemos B = B(0;1) c C.
Teorema 7. Seja f: B x[0,+00) - C continua. Suponha que exista uma fungao
M :[0,+00) — [0, +00) satisfazendo

|ﬂ4M§M@mew®M£tefwM@ﬁ<w
0

e Estd entao bem definida [na bola BJ, e é continua, a fungao
o) = [ 1t

e Suponha que %(z, t) existe e é continua em B x [0, +00). Suponha também

< M(t), para todos z e t.

Entao, ¢ é derivavel e
i)
o= [Ty
0o 0z
Prova. Em trés partes: boa definicao de ¢, continuidade e derivabilidade.

o Boa definicao de . Fixemos z € B. Por hipdtese, temos

0<Re(f)(z,1) +[f(z, D) <2/f(z8)] < 2M ()
0<Im(f)(z,t)+|f(2,0)] <2|f(z,t)| <2M(1).

Donde segue

fwﬂaﬂﬁ<m
0
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o Continuidade. Dado € > 0, é simples ver que [cheque] existe m > 0 tal que
(7.1) fm T M(t)dt <e.
Sejam z e w, ambos em D(0;7) c B = B(0;1). Temos entao
jo(2) - ()l = | [T 0) - S 0]t
< [ - fanla [ IR - f bl

A tltima integral acima é (pela desigualdade triangular) majorada por

2[OOM(t)dt<2e.

Quanto a penultima integral, pela continuidade uniforme de f(z,t) no com-

pacto D(0;7) x [0, m] segue que existe um ¢ > 0 tal que
If(2,t) = f(w,t)] < % sete[0,m]el|z—w|<d, comzewem D(0;r).
Donde entao segue que
lp(2) —p(w)| < 3¢, se z e w pertencem a D(0;r) e |z —w| < 4.
Logo, ¢ é uniformemente continua em D(0;7). Donde ¢ : B — C é continua.

o Derivabilidade. Pelo j& visto, estd bem definida e é continua [em B] a fungao

Z— /0 g(z,t)dt.

Fixemos zg e r, com zy € B(0;7) c D(0;7) c B(0;1) = B.

Definamos, para 0 < |h| < r - |z| [garantindo zy + h € D(0;r)], o quociente

D(h) = ‘0(20+h})l_90(20)—f0w g—ﬁ(zo,t)dt

°°[ f(z0+h, t) f(z0,t) Of

(zo,t)]dt

:fowfol[ (2o + sh, t)——(zo,t)]dsdt



Seja M = M (t) como no enunciado [portanto, |(0f/0z)(z,t)] < M (t)].
Dado € > 0, seja m > 0 como acima [equacao (7.1)].

Entao, para 0 < |h| < r —|z|, temos

m rLOf of
|D(h)|£f0 fo ‘az(zo+sh,t)— aZ(Zo,t) dsdt + 2.

Como D(0;r) x [0,m] é compacto, por continuidade uniforme segue que
existe um ¢, com 0 < § < r — |zg|, tal que para todo 0 < |h| < § temos que a

integral iterada imediatamente acima é majorada por € e entao obtemos
|D(h)| < 3e.

Concluimos assim que

D(h) >0seh—->0#

Comentarios.

(1)

Localidade. O resultado acima é local e usualmente aplicado na vizinhanga
de um valor fixo do parametro. Assim e por meio de uma trivial mudanca

de parametros, basta prova-lo para o parametro variando em B(0;1).

A fungcdo M(t). Na pratica, achamos uma fungao positiva M;(t) e uma
fungao positiva My (t) com integrais finitas em [0, 00) e tais que uma majora
|f(z,t)] e a outra majora [(0f/0z)(z,t)|. Definindo M = M; + M, vemos
que podemos supor que uma mesma M (t) majora |f(z,t)| e [(0f/0z)(z,t)]|.

A majoragdo. Na prética, determinamos a desigualdade |f(z,t)| < M(t) e
a desigualdade [(0f/0z)(z,t)| < M(t) apenas para t grande o suficiente.

Digamos, t > R para algum R > 0. Isto é suficiente. De fato, escrevendo

F(z)=f0mf(z,t)dt+[nwf(z,t)dt,

vemos que basta aplicar o Teorema 6 para a integral propria a esquerda e

o Teorema 7 para a integral imprépria a direita.

10
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(4)

Pardmetro em (—o0,+00). Vale um resultado andlogo ao do Teorema 7,
trocando [0,00) por (—oo0,+00). De fato, com tal troca e ajustando as

hipdteses (de maneira ébvia) e entdo escrevendo

F(z):[:f(z,t)dt=[if(z,t)dt+fo°°f(z,t)dt,

pelo Teorema 7 segue imediatamente
, ~ 0 g 00 g ~ ) %
F(z)-[oo Gz(z,t)dt+f0 az(z,t)dt-/:w (=)

Pardmetro em [0,a). O caso para integral imprépria em [0,a) é andlogo ao
caso para a integral imprépria em [0,+00). De fato, oo como extremo de
integracao no enunciado do Teorema 7 é apenas um simbolo que indica a
ocorréncia de uma integral impropria. Sendo assim, basta que no enunciado
e na prova do Teorema 7 troquemos [0,+00) por [0,a) e o simbolo co no

papel de extremo de integracao pelo simbolo a. [Cheque.]

Pardmetro em (a,b). O caso para integral imprépria em (a,b) pode ser
trivialmente reduzido ao caso imediatamente anterior (5). Para tal, consi-

deremos um ponto c € (a,b). Com tal ponto auxiliar e entdo escrevendo

F(z)=/abf(z,t)dt:facf(z,t)dt+fcbf(z,t)dt,

pelo comentério (5) temos
o [F9 "of _ [rof
F(z)—fa az(z,t)dt+/c 8z(z,t)dt_/; (=)

Uma prova mais breve do Teorema 7 pode ser dada utilizando o Teo-
rema da convergéncia de Weierstrass [este é um resultado bastante forte,
vide https://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT225Cap10.pdf Apéndice 1
e https://www.ime.usp.br/~oliveira/MAT225Cap6.pdf Corolédrio 6.21).
Observemos que o teorema da convergéncia de Weierstrass nao revela de

pronto a férmula para a derivada mas tao somente que a funcao

F(z) = fo T F(z )t

¢ derivavel. [Por favor, cheque.]
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Parte 2 - Convergéncia Absoluta

[abordagem indireta (por aproximagao)]

2.1 - Lema Basico

Provamos o lema abaixo de forma elementar, sem utilizar o teorema da con-
vergéncia de Weierstrass (isto é, evitando “chamar um santo” ou, dito de outra
forma, resultados muito fortes) e também sem utilizar a Férmula Integral de Cau-

chy, Teorema de Morera e que as func¢oes holomorfas sao infinitamente derivaveis.

Lema 8. Seja B(0;1) c C. Consideremos f, : B(0;1) - C uma sequéncia
de fungoes derivaveis e com derivadas de primeira ordem f] continuas. Sejam
f:B(0;1) > C eg:B(0;1) > C arbitrarias. Suponha

fn — f uniformemente sobre compactos, se n — +oo,

f} — g uniformemente sobre compactos, se n — +oo.

Entao,

f é derivavel e f' = g.

Solucgao.
o E claro que f e g sao continuas.

o Seja 0:[0,1] = B(0;1) uma curva fechada de classe C'' por partes. Entao,
1
/g(w)dw = limff,’z(w)dw = lim f (fnoo)(t)dt=0.
o o 0

o Seja z € B(0;1). Seja v uma curva C'! por partes, com imagem em B(0;1),

de inicio O e final z. A integral de g sobre curvas fechadas é zero, e entao

z»—>/gdw
v

estd bem definida e independe de «y [por favor, cheque|. Definimos

F(z)z/ gdw, onde / gdw:/gdw.
0 0 ¥

12
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¢ Fixemos z € B(0;1). Para h em C e pequeno o suficiente temos

F(z+h)-F(z) Iy gdw + fz’”h gdw - [ gdw
h - h

) fzz+hg(w)dw

- h

~ Jo 9(z+th)hdt
_ : ,

Logo,
_ 1
F(z+h})l F(z):f o(z+ th)dt h—0 a(2).
0

Portanto, F' é derivavel e

F'=g.

¢ Devido as hipéteses, também temos (com v de inicio 0 e final 2)

F(z)= [Ozgdw

=lim /zf,’ldw
0

=limff,'de
vy

_ lim/ol(fn o) (£ dt.

Donde segue
= f(2) - £(0).
o Portanto, a funcao

f(z) = F(z) + f(0)

¢é derivavel e

f'(z)=F'(2) =g(z)

13



2.2 - Regra de Leibniz (integrais préprias)

Teorema 9. Consideremos uma fungao f: B(0;1) x [0,1] = C continua.

(A) E continua em B(0;1) a funcio
1
F(z) = f F(z0)dt.
0
(B) Se existe %(z,t) e é continua [em B(0;1) x [0,1]], entao F' é derivavel e
1
F(2) = [ 9 (2 pyt.
0o 0z

Prova.

SejamneN*ee>0e 0<r<1. Consideremos a soma de Riemann
Sn(z) = Zf z, —) —, onde z € B(0;1).
= n)n

Logo, S, é continua. Pela continuidade uniforme de f em D(0;r) x [0,1],

existe 6 > 0 tal que
|f(z,8)=f(z,t)|<ese|s—t|<dezeD(0;r).
Suponhamos 1/n < §. Para todo z em D(0;r) temos

5 S 2)ag e

[Sn(2) = F(2)] =

n J
SZﬁiledtze.
=175

Portanto S,, » F uniformemente em cada D(0;r) e F' é continua em B(0;1).

Analogamente [basta trocar f por df/0z], para todo disco D(0;r) temos

p n 0 )\ 1 uniformemente em D(0;r) 1o
S (2) = Za—f(z,l)— G(z) = fo a—ﬁ(z,t)dt.

Obviamente, S! é continua em B(0;1). Logo, pelo Lema 8 segue

en. [HOF
F(z)_fo (=t +

14
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2.3 - Integrais Impréprias Dependentes de um Parametro

Seja B(0;1) c C.
Teorema 10. Seja f: B(0;1) x [0,+00) — C continua e tal que %(z,t) existe e

é continua. Suponha que existe M : [0,+00) — [0, +00) satisfazendo

e, | Zenlsuw o [Tumn<e

Entao, esta bem definida e é continua, na bola B(0;1), a fun¢ao

F(z) = /O T F(z 0t

Ainda, F' é derivavel e of
F(2) = f 9L (2 bt
)= [T

Prova.

Pelas hip6teses estao bem definidas [em B(0;1)] as fungoes

F(2) = f F0dt e G(z)= f 9 (2, 1)dt.
0 0o Oz
Logo, estao bem definidas [em B(0;1)] as sequéncias de fungoes
Fo(2) = f Fz0)dt e Go(z) = f 9T (2 1)t
0 0o 0z
Pelo Teorema 6 as funcoes Fj, e GG,, sao continuas e satisfazem
F =G,.

Por outro lado, para todo z € B(0;1) temos
|F(2)-F(z)| < fM(t)dt TR0 e |Gal(2)-G(2)| < / M(8)dt "2 0,

Logo,

uniformemente uniformemente

Fhb, —— F e F. =G, —— G.

n

Pelo Lema 8 segue que F' é derivavel e

F'=Ga

15
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