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OBJETIVO

Nesta notas apresentamos quatro demonstragoes do importante Teorema de
Cayley-Hamilton. A primeira demonstragao é a mais trivial e curta que conhece-
mos mas nao é a mais elementar pois faz uso do teorema fundamental da dlgebra.
A segunda demonstracao é a mais elementar, nao utiliza o teorema fundamental
da dlgebra e faz uso da decomposicao de um operador linear. A terceira demons-
tragao é frequente em livros textos e utiliza a nog¢ao de matriz adjunta. A quarta
demonstragao utiliza uma versao da Férmula Integral de Cauchy no espago das

matrizes quadradas e complexas.
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INTRODUCAO

Indiquemos por V um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo K, fixado

K =R ou K =C. Consideremos uma aplicacao linear
T:V V.
Fixemos uma base B do espago V. Seja
[T']5

a matriz de representagao de T' em relagao a base B.

Seja C uma outra base de V. Escrevendo os elementos de C como combinacao

linear dos elementos de B, encontramos a matriz de mudanca de base
P =1,
da base C para a base B. Donde segue P! = [I]§. Entéo, temos

[T]c = P~L[T]sP.

Seja A a variavel em K. Propriedades de matrizes e determinantes garantem
det(A - [T]e) = det (P (A - [T']5) P) = det(A - [T]5).

Logo, podemos associar a aplicacao 7" um polindmio que independe da repre-
sentacao de T'. Formalizemos

Seja A uma matriz n x n, com coeficientes em K [notacao, A € M, (K)].

O polinémio caracteristico de A é
pa(A) =det(N — A), onde X e K.

Assim, duas matrizes semelhantes tem iguais polinomios caracteristicos.
Definimos o polinémio caracteristico de uma aplicacao linear T : V -V como o

polinémio caracteristico de qualquer uma de suas representacoes matriciais.
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1. PRIMEIRA PROVA

(trivial e usa o teorema fudamental da agebra)

Teorema (Cayley-Hamilton). Sejam A € M,(R) e pa()) seu polinémio ca-

racteristico. Entao,
pA(A) =0.

Primeira prova (elementar). Usa o Teorema Fundamental da Algebra (TFA).

O caso n = 1 é 6bvio. Suponhamos o resultado valido para n — 1. Seja
T :Cn - C" o operador linear associado a A. O TFA (teorema fundamental
da dlgebra) garante um autovalor A e um autovetor associado v # 0. Seja

{v,...,} uma base de C*. Mudando de base, se preciso, podemos supor
A x
A:( . ), onde B e M,,_1(C).

Entao temos, com [ a identidade de ordem n —1 e z a varidavel complexa,

Z=A *
z) =det
PT( ) (0 zI—B)

=(z-A)det(zI - B)
= (2= Mps(2).

Donde segue (cheque, particularmente a terceira e a tltima igualdades)

pr(T) = (A-Al)pp(A)

(0, ) )
|



2. SEGUNDA PROVA

(elementar e nao usa o teorema fundamental da dlgebra)

Teorema (Cayley-Hamilton). Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao

finitan e T :V -V linear e p(\) o polinémio caracteristico de T. Entao,

p(T) =0.

Prova. Extraida da referéncia [1], apostila de H. P. Bueno.

Consideremos um vetor nao nulo e arbitrario v € V.. Mostremos p(7")v = 0.

Seja m o maior natural tal que o conjunto
A={v,Tv,..., T" v}
é linearmente independente. Existem coeficientes ayp, ..., a,,_1 tais que

(1.1) T™0 = agv + -+ + Ay T™ 0.

Seja W o subespago gerado pelo conjunto linearmente independente A.

o Afirmagdo. T (W) c W. De fato, dado w € W segue que existem

escalares (o, ..., Bm-1 tais que w = Bov + S1Tv + - + B, T™ . Logo,
Tw = BoTv + 1T + - + B T™.
A identidade (1.1) garante que Tw e W. Logo, T'(W) c W.

Consideremos a restrigao T'|y : W — W. A representagao de T'|y na base
ordenada A = {v,Tv,..., T v} é

(00---0040\
&3]
A=l0 1 - 0

00 o 1 apa
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Logo,
A0 - 0 -o
-1 X - 0 -
det(AI-A)=[ 0 -1 - 0 -ay
0 0 - -1 A=
A0 -y
1 N e -
Al N
0 -« -1 A—apm
-1 A - 0
0 -1
_ao(_l)m+1
o - 0 -1

O ultimo determinante acima é (-1)™!. Logo, o coeficiente independente
do polinémio caracteristico det(A — A) é —ay. E claro que o coeficiente

dominante de det(A - A) é +1. Entao, por iteragao segue
det(A = A) = —ag — A = o A% = - = @ AT+ N = (N,

onde py(A) é o polindémio caracteristico da restrigao T|y. Desta forma,

pela equacao (1.1) segue
(1.2) pw (T)v =T"v - agv — ayTv — T?*0 =+ — A T™ 0 = 0.

o Afirmagdo. Temos p(A) = ¢(A)pw (A) para algum polinémio g(\). De

fato, completando A a uma base de V' obtemos a representagao

A B
[T] = ( 0 ) [A de ordem m e C de ordem n—m].

Entao, por propriedades de determinantes encontramos
det(A =T) =det(A = A)det(A = C) = pw(A)g(A) = ¢(N)pw (N).
Devido a (1.2) concluimos entao

p(T)v=q(T)pw(T)v =04



3. TERCEIRA PROVA

(usa matriz adjunta e nao usa o teorema fundamental da algebra)

Dada uma matriz A = (a;;) em M, (K), seja A;; o determinante da matriz
quadrada de ordem n — 1 que surge ao eliminarmos a i-ésima linha e a j-ésima
coluna da matriz A. A matriz dos cofatores de A é de tamanho n xn e
definida por C = (¢;;) com ¢;; = (-1)"*7 A;;. A matriz adjunta de A é a matriz
transposta de C'. Notacao,

adj(A) = C".
Nestas notas, utilizaremos o seguinte resultado (sem prova-lo).

Lema. Seja A e M, (K). Entao temos
A.adj(A) = (det A)I,

com I = I,, a matriz identidade de ordem n. Em particular, se det A # 0, segue

41
“det A

adj(A).

Teorema (Cayley-Hamilton). Seja V' um K-espago vetorial de dimensao finita

neT:V -V linear e p(\) o polinémio caracteristico de T'. Entao,

p(T) =0.

Prova.

Seja B uma base de V' e A = [T']z a matriz de T" nesta base. Consideremos
Ay =M - A, com I a matriz identidade de ordem n. Assim, p(\) = det A,.
Seja

B =adj(Ay) = (bij)-

Logo, cada b;; ¢ um polinomio de grau no méaximo n — 1 na varidvel \.

Escrevamos, para cada par 1, j, tal polinobmio como

_3(0) (1) (n-1) yn-1
bij = by + b A+ by AT
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A matriz dos coeficientes do termo de ordem k (fixa) destes polinémios é
k k k
by by b
B®) = : : : , onde k=0,1,...,n—1.
b(k) bg;) bg;)

nl
Entao, segue
B=BO + B\ 4.4 Br=D \n-1,

Como p(A) =det(A — A) é monico e de grau n, podemos escrever
p(A) =ag+ag A+ + A",
Escrevemos também
BA) =adj(Ax)A\ = (det Ay)I =det(N - A).1

Substituindo as expressoes para B, Ay e det(A] — A) = p(\) encontramos

(B + BOX 4.4+ BODA) (X = A) = (ag + ag A+ + A") L.
Donde segue

—ByA+ (BO = BM AN+ -+ BODN" = qoT + ay IX + -+ I\".
[gualando-se os coeficientes dos termos de mesmo grau obtemos

CLQ[ = —B(O)A
al = BO-BLA

an1I = B2 - Br-HA

I = B,
Multiplicando-se essas equacoes por I, A, A%, ... A", segue que
CLQI = —B(O)A

a1 A = B®MA-BMHA2

an_lAn—l — B(n—Z)An—l _ B(n—l)An
An = B(n—l)An

Adicionando-se membro a membro as igualdades acima encontramos

aol + a1 A+ +a, AT+ A" =0 = pa(A) =04



4. QUARTA PROVA

(usa férmula integral de Cauchy e matriz adjunta)

Dada uma matriz A = (a;;) em M, (K), seja A;; o determinante da matriz
quadrada de ordem n — 1 que surge ao eliminarmos a i-ésima linha e a j-ésima
coluna da matriz A. A matriz dos cofatores de A é de tamanho n xn e
definida por C = (¢;;) com ¢;; = (-1)"*7 A;;. A matriz adjunta de A é a matriz
transposta de C'. Notacao,

adj(A) = C".
Nestas notas, utilizaremos o seguinte resultado (sem prova-lo).
Lema. Seja A e M, (K). Entao temos
A.adj(A) = (det A)I,
com I = I,, a matriz identidade de ordem n. Em particular, se det A # 0, segue

1
_1 — . A ]
det Aad‘]( )

Facamos algumas observacoes e introduzamos algumas notagoes e definicoes.

Notagdes. Fixemos A € M, (K) e seu polinomio caracteristico

p(A) =det(A - A), onde X e C.

Observagdo 1. Cada entrada da matriz adjunta de A é dada por um polindémio,

em n? variaveis e de grau n — 1, nas n? entradas da matriz A.

Definicdo. Consideremos uma fungdo matricial F' = F'(z), onde z é a varidvel
complexa, que assume valores no espago de matrizes M, (K). Isto é,
Fii(z) - Fi.(2)
F(z) = : :
Fu(z) - Fu(2)
A integral de F' ao longo de uma curva v no plano complexo, é feita coordenada

a coordenada e resulta em uma matriz de integrais. Isto é,

[F(z)dz= ' : '
v Fo(z)dz [ Fu(2)

v Y
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Observagdo 2. Seja M uma matriz em M, (K). Dada g = g(z) a valores complexos

e definida numa curva v no plano complexo, é trivial ver que temos

[g(z)dz M:f[g(z)M]dz.

v
Observagdo 3. Dados dois nimeros complexos, z e A, com |z| =7 e |\| < 7, por
progressao geométrica temos

1 1 _1+00(Z)n +oo£

TSP P

X zzzrwl'

n=0

Ainda mais, fixado o ponto z, tal série converge absolutamente em todo ponto A
da bola aberta B(0,7) = {w € C: |w| < r} e converge uniformemente, na varidvel
A, em todo disco fechado D(0,p) = {w e C:|w| < p} contido na bola B(0,r).

Observacdo 4. Seja {ey,...,e,} a base canonica de K. Identifiquemos A € M, (K)
com o operador linear A : K* — K" definido por A(v) = Av, com v € M,,»; (K) um

vetor coluna. Identifiquemos M, (K) =K" e A(v) = Av. Introduzamos a norma
| A = sup{|Av|:ve K" e |v| =1}.

Fixemos R, com R > |A|. Consideremos um nimero A com |A\| = R. Entéo,
argumentando analogamente ao que foi acima para o nimero 1/(z-\) é facil ver

que no espago de matrizes M, (K) vale a seguinte férmula para série de matrizes,

+00 An
(A -A)" =) o

n=0

Notemos que a convergéncia é absoluta. Ainda mais, a convergéncia é uniforme
na variavel complexa A, sobre a circunferéncia I' = {w € C : |w| = R}.
Consideremos em K" a norma euclidiana (i.e., a norma usual). Escrevendo

A = (ajk)1<jken € € Para o k-ésimo vetor canonico em K", valem as desigualdades

Jajil < [Aer) < JA[ < | /3 laim/*
Im

[Se v = viey +---+v,e,, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz em R™ temos |Av| <

|v1[|Aes |+ +[vp]|Aen| < /02 + -+ 02V /| Aer [P+ + [Aen ]2 = [oP/X a + -+ a2,

= ||’/ X, a2 . Isto prova a terceira desigualdade acima. As demais sao triviais.
) im

Logo, uma sequéncia (e uma série) de matrizes converge uniformemente em

M, (K) se e s6 se ocorre a convergéncia uniforme coordenada a coordenada.

9



CONCLUSAO. (Extraida do artigo de McCarthy [3]).

Seja k=0,1,2,.... Temos entao

(2 - A)TAF =

f(zI—A)‘lAkdz - f
<

Donde segue
1

Ak = — f(z] - A)Akdz.
2T
r
Portanto, se p = p(\) é o polinémio caracteristo de A, obtemos o seguinte caso

particular da férmula integral de Cauchy,

p(A) = 5= Ffp(Z)(Zf - A)"ldz

Reintroduzindo a definigado do polinomio caracteristico e utilizando o lema sobre

matrizes adjuntas enunciado no inicio desta secao, encontramos

_ ! -1
p(A) = 9 [det(z] - A)](=z] - A)~"dz
r
1 :
= 5 J adj(zI — A)dz

Por fim, notemos que cada entrada da matriz adjunta adj(z/—A) é um polinomio

na variavel z e assim sua integral ao longo da curva fechada I' é zero. Segue entao

p(A) =04

10
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