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1. DIFERENCIABILIDADE E REGRA DA CADEIA

Sejam n um ndmero natural e {ej,...,e,} a base canénica de R". Entao,
dados = = (z1,...,2,) e ¥y = (Y1,.-.,Yn), ambos em R" seu produto interno é

(x,y) = 2191 + -+ + T Yn, também denotado x-y. A norma de = é

2] = V/{w,2) = /a3 + -+ a2,

Lema 1. Seja T': R® - R™ uma aplicagao linear. Vale o que segue.
(a) Existe uma constante C' tal que |T(7')| < C|7|, para todo v em R™.
(b) T é continua.
Prova.
(a) Dado um vetor v =vieq + -+ v,e, em R* com vy,...,v, em R, temos
T(v) =viT(e1) +-+v,T(en).
Seja M = max{|T(el)|, e |T(en)|}. A desigualdade triangular garante

[T ()] < [T (ex)] + -+ o T (en)l

o1 [T ()] + -+ [on [T'(en)]

IN

|| M + -+ |v|M

(b) Fixado um ponto x em R" e considerando um vetor A em R” temos
0<|T(x+h)=T(x)| = |T(x)+T(h)=T(z)| = |T'(h)| £ nM|h|.

Logo T'(x + h) Ui T(x) e T é continua em x, para todo x em R"#
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Se T': R™ - R™ ¢ linear, escrevemos 1" € L(R",R™).

A norma (dita norma operador ou norma do sup) de 1" é definida por
|7 = sup{|T"(v)|: |v] = 1}

Pelo lema temos |T'(v)| < C, para todo v com |v] = 1. Logo, tal sup é finito. Para

uma aplicacao linear T e um vetor v # 0 temos, por definigao,
v
g

|7 (v)| < |T|||v], para todo veR".

<|7].

Donde segue

Definicao. Uma funcao F : ) — R™, com ) um aberto em R", é diferencidvel

no ponto p em ) se existe uma aplicacao linear T : R® — R™ tal que

iy L+ 1) = F(p) ~T(h) _o.

h—=0 |h,|

Equivalentemente, F' é diferenciavel em p se existe uma funcao E definida em

uma bola aberta B(0;7), com r >0, tal que para h em B(0;r) temos

F(p+h) = F(p) + T(h) +|h|E(h), com E(0)=0e lm E(h) =0.

A aplicacao linear T é a diferencial de F' em p e é indicada
T = DF(p).

O vetor h é também dito um incremento. A funcao |h|E(h) é dita fun¢ao erro.

Proposicao 2 (Diferenciabilidade Implica Continuidade). Sejam 2 aberto
em R" e F': Q) — R™ diferenciavel em p € C). Entao, F' é continua em p.

Prova.

Seja T a diferencial de F' em p. Como T é continua na origem (Lema 1),
temos

F(p+h)-F(p)-T(h)
|h

F(p+h) - F(p) = B[+ T(h) 225 0.0+7T(0) =04



Diferenciabilidade é um conceito local e a seguir simplificamos os dominios.

Teorema 3 (Regra da Cadeia). Sejam uma fungao G : R™ — RP, diferencidvel

no ponto x, e uma fungao F : RP - R" diferencidvel no ponto y = G(x). Entao,
a funcao composta F' o G : R™ — R" é diferenciavel no ponto x e

D(FoG)(z)=ToS, ondeT =DF(G(z)) e S=DG(x).

Prova.

Seja h em R™ com h # 0. Notemos que 7'(0) = 0.

Avaliemos o limite, para h — 0, das duas parcelas no lado direito de

F(G(m+h))—F|(hC|¥(gc))—T(S(h)) _ F(G(gc+h))—F(G(m|;l)|—T[G(m+h)—G(m)] +T (G(m+h)—|Ch¥|(m)—S(h) ) )

Como G é diferenciavel em z e T' é continua, a ultima (i.e., a segunda)
parcela tende a zero se h — 0.

Além disso, para |h| # 0 e pequeno o suficiente segue

Glx+h)-G(x) ,[h
‘ ] S(lm)‘“

ChG@l ¢ 14 |5 () <1+ 18],

Quanto & primeira parcela, escrevendo v = v(h) = G(z + h) - G(x) temos

F(G(x)+v)—|F|(G(~’v))—T(v) %
F(G(w)w)—ﬁl'(G(w))—T(v) -

se v #0,

0, caso contrario.

Como G é continua em x, temos v(h) - 0 se h > 0. Também temos

[0]

7 <1+ S| para |h| #0 e pequeno o suficiente.

Entao, devido a diferenciabilidade de F' no ponto G(z), e o Teorema do

Confronto, a primeira parcela tende a 0 se h - 0 #
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2. A MATRIZ JACOBIANA

Consideremos uma funcao F': 2 — R™, com 2 um aberto nao vazio em R",

diferenciavel no ponto p pertencente a {2 e um raio r > 0 tal que B(p;r) c €. Seja

T :R" — R™ a aplicacao linear tal que

F(p+h)=F(p)+T(h)+|h|E(h), para todo h e B(0;r), com

lim E(h) = B(0) = 0.

h—0

Proposicao 4. Com as hipdtese acima, existem as derivadas parciais

OF OF

. OF
8—%(1)) = 8—55(]3)7 para todo j em {1,....n}, e T(&)= 8—%(1))
Prova.
Fixemos j em {1,...,n}. Seja h =te;, com t em (-r,7) \ {0}. Temos,
F(p+te;) = F(p) + T (te;) +[te;|E(te;)
_ F(p) +(T(e;) + HE(te;).
Logo,
F te:) - F
b+ eﬂt) ®) _ 7)) + @E(tej).
Como
- t
E(te;) &5 0 %-il,
concluimos que
oF ~ F(p+te;) - F(p)
a—xj(p) = 1;151 .
= T(ej) +



Notagao. No que segue, fixamos {ej,...,e,} a base candnica ordenada de R" e

{f1,..., fm} a base canonica ordenada de R™. Dada uma aplicagao linear
T:R" — R™,
escrevemos
— — —
T(er) = anfi++amfm
— —
T(e_r:) = alnfl +-t amnfm y

onde a;; € R, se 1 <i<m e 1< j<n. Ainda mais, associamos a aplicacao 71" a sua

matriz [T'] de representacao em relagdo as bases canonicas supra citadas:

@11 Qip
[(T]=| : : = [ai].
Am1 = Amn

A matriz [T'] pertence ao espaco vetorial das matrizes retangulares com m

linhas e n colunas de nimeros reais, denotado M, (R).

A matriz formada pela primeira coluna de [T] é a matriz dos coeficientes de

T(e1). Fixado j, com 1< j <n, temos

alj
[T(e)] =] : € My (R).
Qmyj
Esquematicamente escrevemos
[T]1=] | T(eD) T(en)
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Definicao. A norma (de Hilbert-Schmidt) de T', indicada |T|, é dada por

TP = ) layl

Comentario. Vale a seguinte relagao entre a norma de Hilbert-Schmidt e a
norma do sup.
|7 <|T| < V| T].

Verificagao. Mostremos duas desigualdades.

o Seja v =wvie;+--+v,e, em R™. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz segue

m

T @) = Y (s - - am), (01, v ) <

i=1 7

|(a,~1,...,am)|2|v|2.

M

I
—_

Logo, [T (v)|? <|T]*|v|>. Donde segue

1Tl <17-

o B trivial ver que a;; = (T'(e;), fi) e também que |T'(e;)| < |T]. Logo,

TP =3 > [T (ey). fi)l = gIT(ﬁj)l2 <n|T|*+

j=li=1
A seguir, consideremos uma funcao F': @ — R™, com () um aberto nao vazio
de R", diferenciavel no ponto p pertencente a (2.

Definigao. A matriz jacobiana de F' no ponto p, denotada JF(p), é a matriz do

diferencial DF(p) € L(R",R™), em relagao as bases canonicas de R™ e R™.

Indiquemos um ponto = de R por = = (x1,...,x,) e, analogamente, um ponto
y de R™ por y = (y1,...,Ym). Entdo, pelo que ji vimos na Proposigao 4 temos
oF
DF(p)(€) = 5—(p).

_8_:cj



Escrevendo F' segundo suas componentes, temos F'(z) = (F1 (z),... ,Fm(m)) e

oF _(oF,  oF,
8&7]-_ 0:L'j"”’8a?j )
Logo,

OF 8F1() aF()
5 ) = g+

Pela notacao introduzida Conchumos que a matriz jacobiana satisfaz

JF(p) = [DF(p)] = [a5] € Myn (R) . com a; = 222 (p).

8xj
Isto é,
Lilp) - S2() oF
JF(p)=| : ; -(p) :
oF, oF, Or; =" Jigigm
G_xT(p) ﬁ(p) 1<j<n

mxn

Notando que a i-ésima linha de JF'(p) é formada pelas coordenadas do vetor

gradiente de F;, onde 1 <i<n, em relacao a base canonica, identificamos

-V F - : :
_ . _ 0 d
JF = : = | & oo
va n : : n
Dado um vetor h = (hq,...,h,) em R" temos
JE(p)(h) = : : = :
VFm mxn hn nx1 va(p)h mx1

As desigualdades

[VEi(p) - hl < [VEFi(p)[[hl, para cada 1 <i<m,

implicam

[7E(p) (W) < [JE(p)l[A].
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3. TEOREMA DO VALOR MEDIO (TVM)
PARA CAMPOS ESCALARES

Teorema 5 (Teorema do Valor Médio em R"). Seja F': Q2 - R um campo
escalar diferenciavel, com €} um aberto em R™. Sejam a e b dois pontos em () tais

que o segmento linear ab esta contido em €. Entao, existe um ponto p em ab tal

que
F(b) - F(a) = VE(p) - (b-a).

Prova.

Consideremos, em {2, a curva
v(t) =a+t(b-a), comt em [0,1].

E claro que v é diferencidvel e que 7/(t) = b — a. Pela regra da cadeia, a

funcao
Fo~:[0,1] — R,

é derivavel e

(Fon) (t)=VF((t) -+ (t).
Pelo TVM em uma variavel temos
F(b) - F(a) = (Foy)(1) - (£07)(0)
= (Fov) (to)
= VEF(v(to)) -7/ (to),

para algum ¢, em [0, 1].

Seja p = y(to), em ab. Concluimos entéo

F(b)-F(a) = VE(p)-(b-a)+



4. F e C' IMPLICA F DIFERENCIAVEL

Proposicao 6. Sejam F : 2 — R™, com ) um aberto em R", e p em ().
Suponha que as derivadas parciais de primeira ordem de F existam em todo
ponto de uma bola aberta B(p;r), centrada em p e contida em Q e com r >0, e

que tais derivadas sejam continuas em p. Entao, F' é diferenciavel no ponto p.

Prova.

Escrevamos
F(x) = (Fl(x), . ,Fm(x)), para x em (2.
Consideremos um vetor A em R” tal que 0 < |h| < r. Seja T" a aplicacdo

linear cuja matriz em relagdo as bases usuais de R" e R™ é JF(p). Logo,

T(h) = JF(p)(h) e entao

Fi(p+h)-Fi(p) VFi(p)-h
F(p+h)-F(p)-T(h) = : - s

Fm(p"'h)_Fm(p) mxl va(p)h mxl
Pelo teorema do valor médio, para cada indice ¢ em {1,...,m} existe um

ponto p; = p;(h), dependendo do vetor h e no segmento que une os pontos

p e p+h [osegmento estd contido em B(p;r)], tal que

Fi(p+h)-F(p) =VE(pi)-h

Consequentemente,
- b
P -ro) -1y _| T TARO R [ 9 L
h, = : :
a [va(pm)_va(p)]'Tz 0

10
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5. TVM (NA FORMA INTEGRAL) PARA CAMPOS ESCALARES

Definicao. Um conjunto X c R™ é convexo se dados quaisquer a € X e b e X,

entao o segmento linear {a + s(b—a):0< s <1} estd contido em X.

A

Figura 1: Conjunto convexo.
No que segue, = = (z1,...,2,) é a varidvel em R".

Teorema 7 (TVM na forma integral, para campos escalares). Seja ()
um aberto convexo em R"™. Seja f : 2 - R um campo escalar continuamente

diferenciavel. Dados dois pontos a e b, ambos em (), temos

=[{Vf(a+s(b a))-(b-a }ds-{[Vf (a+s(b- a))d} (b-a).

Prova.

Segue do teorema fundamental do calculo, da regra da cadeia e do computo

f(b)=f(a) = {f(a+s(b-a))}ds

— .
&~

1

Vi(a+s(b-a))-(b-a)ds

1g§£(a+s(b‘a))(bi—ai)d,§
=Z=1 /0'1 gi(a+s(b—a))(bi_ai)d8

1

&H

Q

))d) (b-a)

 —

1

[8 (a+s(b-a)
fl

0

fo (a+s(b-a))ds-(b—a)*

0

Mantida a notagao acima, notemos que

aanj(“) =Vf(a)-ey, para quaisquer ae Qek=1,... n.

11



6. TVM (NA FORMA INTEGRAL) PARA CAMPOS VETORIAIS

Seja G : R™ - R" com derivadas parciais continuas. Pomos G = (Gy,...,G,)T

com G; a j-ésima componente da fungao G. A matriz jacobiana de G é

0G1 .. 090Gy
ox1 Oxn
JG=| : P
0Gn ... 0Gn
o1 OTn

Consideremos dois pontos a € R" e b € R”. Temos entao

G1(b) - Gi(a) Z%{G1(a+8(b—a))}ds
G(b) - G(a) = - :
Gn(b) _Gn(a) f%{Gn(af‘i'S(b—a))}ds

(Oflle(a+s(b—a))-(b—a)ds

fIVGn (a+s(b-a))-(b-a)ds

{fIVGl a+s(b- a))ds}-(b—a)

\ {Ofl VGn(a+s(b—a))ds}-(b—a)

- { 1JG(a+s(b—a))ds} (b-a).

0
1

- JG(a+s(b-a))-(b-a)ds.

Definimos entao
1

O(a,b) = [ JG(a+s(b—a))ds.
Segue

G(b) - G(a) = G(a,0)(b - a).

12
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Com as notagoes acima, temos entao o resultado abaixo.

Teorema 8 (TVM na forma integral para campos vetoriais). Considere-
mos F' = F(z) : Q - R" diferencidvel e 2 um aberto convexo em R". Suponha

que a matriz jacobiana

8F 8E 61‘1 61'”
DF = — = = : S
w=G@=(Gw)-| e

é continua em ). Entao, existe uma funcao
F:QxQ— L(R™) = My, (R")
continua e satisfazendo as condigcoes abaixo.
F(z,x) = DF(x), para todo x € Q.
F(b) - F(a) = F(a,b)(b-a) para quaisquer a € e be Q.
Prova.
Seja

1

F(a,b) = fDF(a+s(b—a))ds.

0

E claro que F(z,2) = DF(z) para todo z € Q.

Pelos comentérios acima segue

F(b) - F(a) = F(a,b)(b-a).

Pela continuidade da integral dependente de um parametro segue que a aplicacao
F = F(a,b) é continua em Q x Q. [Vide

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-DERIVAR-SOB-INTEGRAL.pdf|#+

13
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7. DESIGUALDADE DE VALOR MEDIO (DVM) PARA CURVAS

Teorema 9 (Desigualdade do valor médio para curvas). Seja~y: [¢,d] - R”
uma curva continua , diferencidvel no intervalo aberto (c,d). Suponhamos que

existe uma constante M > 0 tal que temos
|V (t)| < M para todo t € (¢,d).

Entao temos

Prova.
Consideremos a funcao real ¢ : [¢,d] - R dada por
o(t) = (v(t),y(d) =(c)) -

Entao, ¢ é continua em [c,d] e diferenciavel em (c,d). Pelo TVM bésico

[para fungoes reais e em uma variavel real, vide

https://www.ime.usp.br/~oliveira/ELE-LHospital.pdf| segue
o(d) —¢(c) =¢'(7)(d - ¢), para algum T € (¢, d).

A regra da cadeia assegura

y(d) =7 ()P = (+'(7),7(d) = 7(e)) (d - o).

A desigualdade de Cauchy- Schwarz (para o produto interno) garante

y(d) = ()F < (D)l (d) =7 (e)l(d - c).

Gratos a hip6tese |y/(t)| < M concluimos que

[v(d) =~(e)[ < M|(d -c) »

14
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8. DVM PARA CAMPOS VETORIAIS

Teorema 10 (Desigualdade do valor médio - DVM - para campos veto-
riais). Seja F': Q) - R™ diferencidvel no aberto convexo §) c R". Sejam p € ) e

q € 2. Suponhamos que exista uma constante M > 0 satisfazendo
|DF(z)| < M, para todo x no segmento pq = {p+t(q—p):te[0,1]}.

Entao temos
|F'(q) - F'(p)| < Mlq - pl.

Prova.

Consideremos a curva v : [0,1] - R™ dada por

y(t) = F(p+t(g-p)).
Entao, v é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0,1). Pela regra da cadeia
segue
Y(t)y=DF(p+t(q-p))(q-p).
Devido & hipdtese |[DF (t)| < M segue
' ()] < Mlg —pl.
Pelo DVM para curvas (vide Teorema 9) segue

(1) =7(0)[ < Mlg = p|(1 - 0).

Por fim, concluimos
|F'(q) - F(p)| < Mg -p|+

15
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