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22 PROVA

Faca ao menos 6 das 8 questoes que seguem.

Questoes obrigatérias: 1, 2 e 8.

1. Seja f:C — C. Mostre que:
f é continua <= f1(O) é aberto, para todo O aberto em C .
Solucgao.

(=) Seja O aberto em C. Se O = @ entao é claro que f~1(0O) = @ é aberto.
Seja O + @. Dado um arbitrario zp € f~1(O) temos que f(z) € O e
existe r =7(z) > 0 tal que D(f(zo); r) c 0. Como f é continua, existe
€ >0 tal que

f(D(zo;e)) c D(f(zo);r) cO.
Logo, D(zo;e) c f71(O) e portanto, f~1(O) é aberto.

(<) Seja zp € C. Seja também € > 0. Consideremos o aberto D(f(zo);e).

Por hipdtese, f*I(D(f(zo); e)) é aberto. E ¢bvio que 2 € f*l(D(f(zo); e))

Portanto, devido a hipdtese, existe > 0 tal que

D(z08) € £ (D(f(20);€))-
Logo,
F(DG0:9)) € D(f(z0)s0).
Isto é,
|z = 20| <0 = |f(2) - f(20)| <€

Assim, f é continua em um arbitrario zg € C. Logo, f é continua m



2. Seja f:R > [0,+00] tal que

lim f(z) = 0.

|| —+o00

Mostre que f assume um valor maximo absoluto.

Solucgao.

Se f é nula, é ébvio que f assume um valor méximo absoluto..

Se f nao é nula, existe xy tal que f(zg) > 0. Entao, como f(x) - 0 se

|| = +00, temos que existe M > 0 tal que
0< f(x) < f(xg), se |z|> M.

Notemos que, é facil ver, xq € [-M, M].

Pelo Teorema de Weierstrass, f restrita ao intervalo compacto [-M, M]

assume um valor maximo em um ponto X € [-M.M]. Isto é,
f(.ﬁlf) < f(X)v Vo e [_MuM]

Em particular, f(x¢) < f(X).

Obtemos entao,

f(x) < f(X), sexe[-M,M]
f(x) < f(xg), selx|>M
f(xo) < f(X).

Logo: f(x) < f(X), paratodo z € R m



3. Demonstre o TFA.

E permitido usar: radiciacao em C, a norma euclidiana, o Teorema de Wei-

erstrass e a fungao exponencial complexa (férmulas de Moivre e de Euler).

Nao é permitido usar: derivacao, integracao e teoria das funcoes analiticas.
Nao é permitido usar quaisquer versoes dos resultados: TAA, Teorema de

Liouville, Principio do Médulo Minimo ou Principio do Médulo Maximo.

Sugestao: Repita a prova do TFA, introduzindo a norma euclidiana e a

funcao exponencial complexa.

Solucgao.
Seja P(z) = apz™ + ...+ a1z + ag, z € C, um polindmio complexo e nao
constante na varidvel z € C. Isto é, a; e Cse 0<j<n,n>1,ea,#0.

Aplicando a segunda e a primeira desigualdades triangulares, nesta ordem,

e também a propriedade |zw| = |z]|w], Vz,w € C, obtemos,

IP(2)] 2 |an2"] = |an12"" + . + a1z + ag| >
> an| 2" = lanl 12" = ... = |ar||2] = Jao| =
S (N i 7
2] I T

Logo, existe R >0 tal que
|P(z)|>|P(0)|, se |z| > R.
Pelo Teorema de Weierstrass, a funcao continua |P(z)| restrita ao disco
compacto D(0; R) assume valor minimo em um ponto 2z € D(0; R). Isto é,
|P(2)| 2 |P(20)], se |z] <R.
Entdo, como 0 € D(0; R), temos que
|P(0)] 2 |P(20)]-

Obtemos entao,

[P(2)| 2 |P(2)], selz|<R

[P(2)|>|P(O)],  selz|>R

|P(0)] 2P (20)].
Donde segue,

|P(2)| 2 |P(2)], ¥z € C.



A funcado p(z) = P(z+2p), z € C, é um polinémio de grau n, com coeficiente

dominante a,, e termo independente p(0) = P(zy). Escrevemos entao,

(1) p(2) =p(0)+2"Q(2),

onde k> 1, com k € N, e Q é um polinémio tal que Q(0) # 0 [notemos que se
nao existir tal k£ > 1 entdo p (e também P) é constante, contra a hipdtese].
Temos [p(2)] = [P(z +20)| 2 |[P(20)] = [p(0)], Vz € C.

Assim, considerando z =re®, com r >0 e 6 € R, obtemos
(2) Ip(re®)|* > |p(0)|*, Vr>0,v0eR.
Pelas equagoes (1) e (2) obtemos entao,
Ip(0) + r*e*Q(re®)* — |p(0)]* 2 0, ¥r>0,v0eR.
Donde segue,
2r*Re [mei’w@(mw)] + Qe > 0, ¥r>0, VOeR.
Entao, dividindo por 7% obtemos
2Re [meik(’@(rew)] + 7*Q(re®)® > 0, Vr>0,v0eR.

Assim, fixando # € R e computando o limite para r — 0* obtemos, devido a

continuidade do polinomio @),
2Re [p(0)Q(0)e’™] > 0,v0 ¢ R.
Escrevendo p(0)Q(0) = a + bi, com a,b € R, obtemos
Re [(a + bi)eike] > 0,V0eR.

Escolhendo valores de 6 tais que e assume os valores {+1,-1} obtemos
Re[+(a +bi)] = +a > 0. Logo, a = 0.
Escolhendo valores de 6 tais que e*? assume os valores {+i,—i} obtemos
Re[bi(+i)] = Fb> 0. Logo, b=0.
Portanto,

p(0)Q(0) = 0.

Finalmente, como Q(0) # 0, concluimos que P(z) =p(0) =0 m



4.

(a) Enuncie o Teorema de Liouville para fungoes holomorfas.

(b) Demonstre o Teorema de Liouville para fungdes holomorfas, utilizando

a Formula Integral de Cauchy.

Solugao.

(a) Seja f:C - C holomorfa e limitada. Entao, f é constante.

(b) Seja zg € C. Pela Férmula Integral de Cauchy para as Derivadas temos,

1 f(2)
— —_— \ .
27 (z—zo)zdz’ r>0

|z—z0|=r

f'(=0) =

Logo,

27 10 ;9 10
£(20) 1[0 f(zo +re)ire "

27 r2ei20

Portanto, supondo |f(z)| < M para todo z € C, temos

27 f(z9 + 7€)

<M27T M roico
0 rew

d@‘_ =— —— 0.

1
! < _
[FCz0)l < 2 2r r

Assim, temos f’(zy) = 0 para todo zp € C. Logo, f é constante m



5. Enuncie e demonstre:

(a) O Principio do Médulo Méximo para fungoes holomorfas, utilizando a

Férmula Integral de Cauchy.

(b) O Principio do Médulo Minimo para fungoes holomorfas, utilizando o

Principio do Médulo Maximo para funcoes holomorfas.

(c) E simples provar o Principio do Médulo Minimo para Polinomios uti-

lizando o Princ. do Maximo para Polinomios? Justifique sua resposta.
Solugao.

(a) Principio do Mdédulo Maximo: Seja f : Q) - C, holomorfa e nao
constante, 2 um aberto conexo. Entao, |f| ndo assume um méximo.

Prova. Suponhamos (por contradi¢ao) que a funcao |f| assume um

maximo em zg € €.
Se f(20) =0, entao temos |f(z)| <0,z €. Logo, f é constante’
Obs 1. Suponhamos f(zg) # 0 (este fato serd utilizado proximamente).

Entao, pela Férmula Interal de Cauchy, para 0 < r < R e com R

suficientemente pequeno tal que D(zy; R) c © obtemos

o i0Y ;i
F(20) = — 1) d,z:i.f [z v ret)ire? 4
2m| . Z— 2z 2mi Jo ret?
1 2 .
= — f f(zo+re)ds.
2w Jo

Logo, como |f(zo + 7€) < |f(20)|, para todo 0 € R, temos

Fels o [ U GosreDlans o [ 1 Go)lds= 17 o)l
Segue entao que
[ Gos e -l Go)l]ds =0,
sendo o integrando uma func¢ao continua e positiva. Donde concluimos,
|f(z0 + 7€)~ |f(20)| =0, Vre[0,R], VO eR.

Assim temos |f(2)| = |f(20)|, para todo z € D(29; R).
Mostremos que f(z) = f(z0), Vz € D(20; R), de duas formas distintas.



12 Forma (nao usual em livros, e via varidvel complexa).

Fixemos z arbitrario em D(zp; R). Consideremos h € C ~ {0}, com
|h| suficientemente pequeno tal que tenhamos z + h € D(2o; R) [isto é,
0<|h|<R-|z -2

Entao temos,

fGEHR)G+h) - f(2)f(2)

0= h
_SGARfGEHh) - fER) () + [+ ) f(2) - f(2) [ (2) _
h
_h [+ -f() | fGE+h) - ()7
—Ef(z+h) . + . f(2).

Logo, existe o limite

f(2+h)—f(2)):_h 1) =S5
h

f(z) = f1(2)f(2).

h—0

hm( —f(z+h)

E claro que existe o limite

lim f(z + h)f(z i hf)L S _ f(2)f'(2).

E também claro que nao existe o limite

i
hlE% h

Deduzimos entao que
f(2)f'(z) = 0.

Porém, temos que|f(z)| =|f(20)| # 0. Logo, obtemos
f'(2) =0, paratodo z € D(zo; R).

Assim, f é constante em D(zp; R). Logo, como f é continua e 2 é

conexo, concluimos que f é constante em (2.

Vide préxima pagina para a 22 forma.



22 Forma (usual, e via varidveis reais). Decompondo a varidvel z

e a fungao f em suas partes real e imagindaria escrevemos, como usual,

z=x+1y, x=Re(z)ey=Im(z),

f(z) =u(z,y) +iv(z,y), u=Re(f)ewv=Im(f)
Zozl’o+’éy0.

Temos entao,
(2) w(z,y)+0*(z,y) = [fa+iy)P = [f(20)]*, V(z,y) € D((x0,90); R) -

Derivando parcialmente (2) em relagao as varidveis x e y, em um ponto
arbitrario (x,y) € D((zo,yo);R) e utilizando as notagoes u = u(x,y),

v = U(x7y)7 Uy = uw(xvy)7 Uy = uy(x,y), Vg = Uw(xay) € Uy = Uy($7y)

obtemos
2uu, + 2vv, =0
(51)
2uuy + 2vv, =0 .
Substituindo as equagoes de Cauchy-Riemann, u, = v, e u, = -v,, em

(S1) obtemos, para cada ponto (z,y) € D((:L’O,yo); R), o sistema

(52) { UpU — Uyv = 0

UV + Uyt =0 .

Assim, para cada ponto (x,y) € D((l’o, Yo); R), o par de niimeros reais
(uy(x,y),uy(x,y)) é uma solucdo do sistema (S2) acima, cujo deter-

minante é dado por [vide equagao (2) e Obs 1]
u?+v? = |f(z)f # 0.
Assim, o sistema (S2) é determinado e tem solugao tnica e trivial
(0,0) = (ua(,y), uy(2,9)) = (vy(,9), ~va(2,y)) -
Logo [notando que, é facil verificar, f'(z +1y) = u.(z,y) + v (z,y)],
fl(x+1iy) =u, +iv, =0+1i0 =0, para cada (z,y) € D((zo,yo);R).

Consequentemente, a funcao f é constante em D(zg; R) e, como (2 é
conexo e f é continua, concluimos que f é constante em 27
Assim, provamos o item (a).

Vide préxima pagina.



(b)

Principio do Mdédulo Minimo: Seja f € H({)) e ndo constante,
com ) um aberto conexo. Entao, |f| ndo assume minimo local ou f se
anula.

Prova. Se f se anula, nada mais ha a fazer.

Suponhamos que f nao se anula. Entao, a funcao ﬁ é também ho-

lomorfa e nao constante. Pelo Principio do Médulo Maximo, a fungao

‘ 1 1
f)| 1f(2)l

nao assume maximo local em €. Logo, |f| nao assume minimo local.

Nao. Pois, ndo podemos aplicar o argumento no item (b) ja que se P

¢ um polindmio nao contante entao a funcao % nao é um polinémio m



6. Demonstre a Férmula de Gauss do Valor Médio para f € H((2):
1

om

2m . —
f(20) fo flzo+7re®)dd,  se D(z;r)c.

10



7. (a) Sejam n e m arbitrarios em N. Compute, em fungao de n e m,

1 2T
o [ ez(mfn)O do .
2w Jo

+o00
(b) Seja f(z) = ¥ a,z" com disco de convergéncia D(0;p), p> 0.

Verifique a Férmula de Gutzmer:

+00 1 2 ]
Slanfrin = o= [T1rGe)zas

Solugao.

(a) Se n=m, é claro que
1 2T 1 2T
— im=n)gg = — g =1.
2m /(; ‘ 21 Jo
Se n # m, é claro que
T i(m-n)0 0=27 _
L[Q gilm-n) gg _ Lgr m__1-1
21 Jo 2ri(m—-n)le=o  2mi(m —n)

Logo,
1

2

0 #
5 - { se m#n

1 sem=n,

2T
[ ey =g,
0

onde

¢ o delta de Kronecker.
(b) 12 Solugao (usando teoria de séries).

Fixemos r, com 0 < r < p. Sabemos que a série Y a,z" converge
)

uniformemente e absolutamente no disco compacto D(0;7).

Ainda mais, temos
|a,r"e™| < |a,|r™, VO e[0,2n],
e Y20 lan|r < 0o, Logo, pelo Teste-M de Weierstrass segue
+00
f(re®) =% a,r"e™, vle[0,27],
n=0
sendo a convergéncia uniforme em 6 € [0, 27].

11



Multiplicando a identidade acima pela funcao continua e limitada

e7mf e [0,27] e m € N, obtemos a série uniformemente convergente

f(,,,.eie)efimG — io anrnei(nfm)e ’

VO € [0,27].
n=0

Entao, integrando termo a termo obtemos:

2T . . +00 27 +00
f f(re®)e ™0dp = Z anr" f en=mfqp = Z AT 27O, -
0 n=0 0

n=0
Logo,

1 27 . .
9 f fre®e ™0d) = a,,r™, YmeN.
7 Jo

Agora, multiplicando a série uniformemente convergente
- +00 .
f(rei®) =Y a,rme™™ 0 ¢[0,2n],
n=0

pela func¢ao continua e limitada f(re®), 6 € [0,27], obtemos a série
uniformemente convergente:

|f(re®)]? = f(re®) f(re?) = Z flre®)arme ™ 6 e[0,27].

Integrando a série acima termo a termo encontramos

27 ) too 27 ) )
[ UsenEar = 3 [ pretyamrne s -
0 n=0-0

+00 2
= Y a,r" (/ f(rei‘g)e_inade) =
n=0 0

Fim da 12 Solugao.

Vide 22 solucao na préxima pagina.
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22 Solucao (usando teoria de somas nao ordenadas).

Fixemos r, com 0 < r < p. Sabemos que a série ) a,z" converge

uniformemente e absolutamente no disco compacto D(0;7).

Valem entao as identidades,

e = F(re®) f(rei) = (Z) (W) -

=Y anrme™ ) | Y aprme ™ | =
n m
— Z anmrnrmei(nfm)e'
n,m
Como a série Y a,r"™ é absolutamente convergente entao o somatorio

Y nm |anl|@m|rmr™ é também convergente. Entao, pela desigualdade
| r™e ™) < ay| |am| ™, VO € [0,27],
e pelo Teste-M de Weierstrass segue que
2 . 2T
/ (Z an@rnrmez(n—m)e) do = Z an@,r,nrm (f ez(n—m)ﬁde ) —
0 n,m n,m 0
= Z WGy, 2T 0 gy =

= 271 ) Ja,[*r?".
Portanto,

2m ) +00
f |f(re®)?do = 27 |a,’r*" m
0 n=0

13



8. Compute 8 (seis) das integrais fv f(2)dz, onde f e~ sdo dados.

=2l e (1) = 3eit, 0 < t < 2m.

z

z

)
)

(¢) f(z)=%L ey(t)=bi+et, 0<t<2m.
)= =5 ev(t)=2+e€", 0<t<2m.
)

(e) f(2) =25 e(t)=2e", 0<t<2m.

(f) f(z)=me™ e v é o quadrado de vértices 0, 1, 1+ e 7, positivamente

orientado.

(g) f(2)= Z_lzo ey(t) =z +ret, 0<t<2m, 17> 0.

2)= ——mey(t)=z+rett, 0<t <21, r>0,n>2.
h) f = 0 2 0,n>2
(i) f(z):i%;ev(t)zeit,OStSQW.
(G) f(2) = en(t) = ¢, 0<t <2
(k) f(z)="82 ey(t)=1+1e", 0<t<2m,
1) f(z)==—ev(t)=€" 0<t<2m n>1.
(m) f(2) == evy(t) =2e*, 0<t<2m.

Respostas e Sugestoes:

Respostas:

14



Sugestoes:

(d) Definindo f(z) = ﬁi temos que f é holomorfa em um aberto contendo
a curva 7 e a regido limitada por v (o “interior” da curva 7) e que /2

pertence a esta regiao. Logo, pela férmula integral de Cauchy,

(VD)= o sz_(—'i;ﬁdzz

1
1 (2+V/2) ) 1. V2 .
= dz=[ dz =21 f(V2)i = 2r——i=~—7i m
£z2—2 v z—2 1v2) 202 2
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