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7.1 - A Exponencial Complexa e Trigonometria

7.1 Teorema. A funcao exponencial complexa

+o00 n
exp(z) = Z %, onde z € C,

n=0 1
¢ bem definida, continua e satisfaz as propriedades abaizo.
(a) exp(z +w) =exp(z) exp(w) para quaisquer z e w, ambos em C.
(b) exp(0) =1 e para todo z € C temos exp(z) #0 e exp(z) " = exp(-2).
(c) exp(1) = %:)% =e, onde e = nl_linoo (1+ %)n ¢ o numero de Euler.
(d) exp(x) = e* para todo racional x.
(e) Com a notagao e* = exp(z) temos €z = €7 e |e?| = ef?)  para todo z em C.

(f) exp’(z) = exp(z), para todo z em C
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Prova.

(a) Pelo Critério da Razao, a série dada converge absolutamente em C. Entao,

com a linguagem de somas nao ordenadas obtemos

exp(z) exp(w) = (Z ﬁ) (Z w_m)

n! m/!

=) 2

p>0 n+m=p n: m'

Z(z+w)

=exp(z +w).
(b) E 6bvio que exp(0) = 1. Dado z € C, por (a) segue

1 =exp(0) = exp(z — 2) = exp(z) exp(-2).
(¢c) Em Exemplos 2.23(e) vimos que

1\" 1 1 1
(1+—) <l+1+—=+—=+--+—, para todoneN.
n 21 3! n!

Por outro lado, temos

(-3)-20)%

p=0

n(n-1) i+ n(n-1)(n-2) i+...+ n(n-1)-[n-(n-1)] 1
20 n? 3! n3 n! nn

_1+1+l(1_1) 1 (1_l)(l_2)+...+l(1_1)...(1_n__1)_
21 n)] " 3! n n n! n n

Fixemos m tal que m < n. Entao segue
1 n

(1+—) >
n

>1+1+l(1—1) ! (1—1)(1—2)+---+i(1—1)---(1—m_1).
21 n) 3! n n m)! n n

A seguir, impondo n — +oco0 concluimos que

=1+1+

\" 1 1
e:hm(1+—) >1+1+—+--4+—, para todo meN.
n 2! m!

Por favor, conclua.
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(d) Sejam n e N e m e N*. Pelos itens (a), (b) e (c), temos

exp(n) = exp (zn: 1) = ﬁexp(l) =e",

J=1

exp(-n) ="
L R
exp(%) —em e
w2) el

Por favor, complete.

3z

(e) A funcdo z ~ Z é continua em C. Donde segue

n zj
e = lim Z—z 7:ez
n—+o0o ._ j n—>+00 B 0 ‘]‘

Ainda,
|€ |2 = 0767 = 7¢% = 17 = eQRe(z) — [eRe(z)]Z
Para x >0 temos € >0 e e* = (e*)~! > 0. Done segue eRe(*) = |e|.

(f) Pelo teorema de derivagao para séries de poténcias segue

22 23 '
exp’(z)=(1+z+§+§+ )
2

—1+2—+3—+
2! 3!

=exp(z) &

Devido a lei associativa para somas nao ordenadas temos [cheque]

iz 22 2t 28 . 23 25 27
(711) (& :[1—54—1_64_...]4_2[2

—5 T ~-], para todo z € C.
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7.2 Definicao. Dado z € C, indicamos

22 . 220 ‘ 23 g
COSZ=1—§+---+(—1) (2n)!+--- , sin z=z-—+--+(-1)

+ ...
!

3! (2n+1)

Entao, devido a tais defini¢coes temos

e” =cosz+isinz, paratodo ze€C.

Claramente, a funcao cosz é par, a funcao sinz é fmpar e e = cosz —isin z.

Seguem entao

eiz 4 gz eiz _ piz
(Férmulas de Euler) cosz=——F— e sinz = — onde z € C.
i

O corolario abaixo é imediato e omitimos sua prova.

7.3 Coroldrio [Férmula (real) de Euler|. Dado 0 € R, temos

e = cosf +isin 6.

Vejamos que cosx e sin z, com x € R, satisfazem as propriedades esperadas.

7.4 Teorema. As funcoes cosx e sin x, definidas na varidvel real x, sao ambas

derivdveis e satisfazem
cos’x = —sinzx e sin’ x = cos .

Prova.
Do teorema 7.1(f) segue, supondo a varidvel h € R no computo abaixo,
iz+ih _ i i(z+h '
w1 e — el o ez(z ) _ el
e =lim ——— = —ilim ——
h—0 ih h—0 h

Identificando as partes reais e imaginarias na identidade acima segue

sin(z +h) —sin x

cosz = lim =sin’ 7,
h—0 h
, . cos(x+h)—cosx ,
sin x = —lim =—cos'x #

h—0 h
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7.5 Teorema. Eziste o menor numero estritamente positivo | tal que cosl = 0.
Prova.

Claramente, cos0 = 1. Mostremos cos2 < 0. Escrevendo

22 24 26 28 210 212
cosZz(l——+—)+ (——+—)+ - + S
o4l 6! 8! (10)!  (12)!

2 4
1—2—+2—:—1+2:—1
P4l 3 3

e cada uma das parcelas entre colchetes satisfaz

temos

92n 92n+2 22n (1 4

- =— - <0 1 > 3.
o)l 2n+2)  (2n) (2n+2)(2n+1)) ; commmpar en

Donde segue cos 2 < 0.

A funcao cosz = Re(e®) é continua na reta e pelo Teorema do Valor Inter-

mediario se anula entre 0 e 2. Cheque que existe o menor [ > 0 tal cosl = 0#

7.6 Definigao (O ntmero 7). Indicamos m = 2l, onde l € o nimero de Landa.
7.7 Proposicao. Valem as propriedades abaizo.

(a) €| =1 = cos? 0 +sin? 0, para todo 6 € R.

(b) e™2 =4 e e™+1=0.

(c) A fun¢ao exp(z) € periddica com periodo 2mi. Isto €, e**?™ =¢* VzeC .

(d) Se 6 € (0,2m) entao e # 1.

(e) e# =1 se e somente se z € 2miZ.

(f) Se weC € tal que |w| =1, entao existe um inico 0 € [0,27) tal que ¥ = w.

(9) A fungao exponencial real exp: R — (0,+00) € um difeomorfismo.

!Landau foi perseguido durante o nazismo por ser judeu, perdendo o posto de professor em
Berlim. Bierberbach, um dos seus detratores, alegara que sua matematica nao era germanica.

Talvez se referindo, entre outras “razoes”, a definicao de 7 sugerida por Landau.
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(h) A imagem da funcao exponencial complexa é C*=C\ {0}.
Prova.
(a) Segue de 1= ¢0 = efe=if = ¢if ¢if = (cos @ +isin 0)(cosf —isin 0) = |ei?|2.

(b) Pela Férmula de Euler e pela defini¢ao de 7 segue

iz S SR
€'z = cos— +isin— =isin—.
2 2 2
Por (a) temos
s . ™
1=le"2| = sm(—)‘.
2

Logo, sin(7/2) = £1. E facil ver que cos 6 é estritamente positiva no intervalo
aberto (0,7/2). Assim, sin 6 é estritamente crescente em (0,7/2), com

|sin 0] < |e?| = 1, para todo 6 € R. Logo,

(¢) Temos

€z+27ri — ez€27r7l = e (6i5)4 — 6Z,L'4 = 7.
(d) Dado 6 € (0,27), consideremos
0
a = — no intervalo (0, E) .
4 2

Como
T
cosO0=1 e 005(5)20

e a fungdo cosz (com cosz = sin’ x) é estritamente positiva em (0,7/2)

temos que sin x é estritamente crescente em (0,7/2). E trivial ver que
: : (T
sin0=0 e [vide (b)] sm(E) =1.

Logo, concluimos que sin z € (0,1) se € (0,7/2). Portanto, supondo

1 =¢ = (e'*)* obtemos
e e {+1,-1,+i,~i}.
Logo, sin a € {0,+1,-1}, com a € (0,7/2) #
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(e)

Dado n € Z, pelo item (c¢) temos

627rni — (627ri)n — (eO)n =1.

Inversamente, se €* = 1 entdao 1 = |e?| = eRe? e e7Rez = (eRez)~1 = 1. Se
Re(z) > 0 e eR¢? = 1, temos Rez = 0. Se —Re(z) > 0 e e’ Re# = 1 temos
-Rez = 0. Assim, podemos escrever z = iy, com y € R. E facil ver que
existe um tnico nimero inteiro n € Z tal que y € [2nm,2(n+ 1)7). Logo,

y—2nm € [0,27). Desta forma, utilizando o item (c) seguem as identidades

wy=2nmi _ (=200 com g — 2nr € [0, 27).

l=e*=eY=¢
Entao, pelo item (d) obtemos y — 2n7 = 0, Portanto, z = iy € 2miZ.
Seja w = a+ib, com 1 = |w| = Va? + b2,

Suponhamos a > 0 e b > 0 [logo, a,b € (0,1)]. Como a fungao cosz restrita

3]

¢é continua, estritamente decrescente e satisfaz

ao intervalo

cosO0=1 e cos(g) =0,
pelo Teorema do Valor Intermendidrio existe um sé 6 € (0,7/2) tal que
cosf = a. Entéo, sin? = 1 -cos2 = 1 -a2 = b2. Assim, como a funcio sin x
é positiva em [0, 7/2] [vide a prova do item (b)], segue que sin 6 = b. Logo,

e =cosh+isinf=a+ib=w.

Suponhamos a < 0 e b > 0. Entdo, existe 6 € (0,7/2) tal que € = b — ai.
Assim,

a=0+ g € (g,w) e e =¢0%) = ¢eis = (b—ai)i=a+bi=w.
Suponhamos b < 0 e a # 0. Pelos casos acima existe 6 € (0,7) tal que
e = —a—bi. Assim, a =0+m € (0,27) e e’ = e = (—a—bi)(-1) = a+bi = w.
Os casos a =0 ou b =0 sao triviais.

A unicidade segue do item (d). De fato, dados 60 e 65 em [0,27) tais que
e = 2 ¢ claro que podemos supor 6, > 0;. Logo, temos 6, — 6, € [0,27)

e ainda, ei(02-01) = gif2e-if1 = pif1e-if1 = o0 = 1 Portanto, 0, —0; =0 e 0y = 0.
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(g) Claramente a exponencial real exp(x) é estritamente crescente em [0, +00)

e tende a +oo0 se > +00. Se x € (—o0,0], temos

1
e’ = —
e—fl]

e portanto e® é estritamente crescente em (—o0,0] e
e’ > 0" se x— —oo.

Pelo Teorema 7.1(f), a funcdo exp(z) é derivavel [cheque| e continua. Pelo
teorema do valor intermedidrio, a fun¢ao e* é bijetora de (—oo,+00) em

(0,+00). E claro que exp/(z) = exp(z) > 0 para todo z na reta.

Portanto, a inversa de exp(z) tem derivada e a inversa é continua.

Dado w € C*, temos |w| # 0 e, por (g), existe x € R tal que e* = |w|. Como

w
|w]

tem mdédulo 1, pelo item (f) existe um real y tal que

. w
e =—

Jw|

Logo, e = w&

Comentario. Pela Proposigao 7.7, itens (e) e (f), segue que a curva continua

v(t) = €, onde t € [0,27],

é fechada [y(0) = v(27)], injetora em [0,27) e que sua imagem ¢ a circunferéncia

unitdria centrada na origem [0 S']. A velocidade escalar de um ponto que descreve

a trajetéria y(t) = et é

()] = 1.

Logo, o comprimento da trajetéria descrita por tal ponto é igual ao tempo de

percurso 27 — 0 = 2. Isto mostra que o nimero 7, da forma como o definimos,

tem o significado geométrico usual.
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7.8 Proposigao. Consideremos a identificacao C = R2, como espagos vetoriais.

Fizemos um inteiro k € Z.. Entao, a restricdo

exp: R x [km, km+271) — R?,

exp(z,y) = (e* cosy, e”siny),

¢ uma bijecao.
iR R RPN {(0,0)}

Z I — S~
—Oi
””””””””” - 4773 / \

Figura 7.1: A aplicagao exp: R? - R2~ {(0,0)}
Prova. Deixamos a verificacao ao leitor#

Seja b € R. Pela proposicao acima e o teorema da funcao inversa segue que
exp(z) restrita & faixa horizontal {z € C:b<Im(z) <b+ 27}
¢ um isomorfismo analitico e que a funcao
exp(z,y) = (e” cosy, e”siny) restrita & faixa {(x,y) eR?:b<y <b+27)}

¢ um difeomorfismo C°°.

A inversa da fungao exponencial real exp : R — (0, +00) é a fungao denominada

logaritmo natural que é indicada por

In:(0,+00) > R.
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Seja z em C* = C~ {0}. Um numero real ¢ = arg(z) tal que
z = |z]e®,

é chamado um argumento de z. Pela Proposi¢ao 7.7(e), o argumento arg(z) é
definido médulo 277Z.

Dado z € S* \ {-1}, existe um tnico 6 € (-7, 7) tal que z = ¢®®. Chamamos
0 = Arg(z) de argumento principal de z. O argumento principal de z coincide com

Arg (ﬁ) , para z € C\ (—00,0],
z

e é continuo. De fato, denotando por E(z) a restricao de exp(z) a faixa horizontal
Q={z=z+ifl:xeRe —w<O<7}, aférmula E(z) = e* = e%e? estabelece uma
bijecao entre 2 e C\ (-o00,0]. Pelo teorema da funcao inversa, £ : Q0 - C~\(—00,0]

é isomorfismo analitico. Logo [cheque],

1
Arg ) —E! Z ) ¢ continua.
2] i ||

yA

C~ (-00,0]

Figura 7.2: O dominio da funcao argumento principal

7.9 Teorema. Nao existe uma fun¢ao argumento continua arg: S' — R.
Prova.

Caso contrario, arg e Arg sdo continuas no conexo S\ {-1}. Por conti-
nuidade, conexidade, e pelo teorema 7.7(e) concluimos que existe k € Z tal
que temos arg(w) = Arg(w) + 2km para todo w € ST\ {-1}. Para w em S' e
tendendo a —1 pelo semi-plano superior obtemos arg(-1) = 7+ 2k7 e para w

em S! e tendendo a —1 pelo semi-plano inferior obtemos arg(-1) = —w+2km?
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7.2 - O Indice para Curvas Continuas.
Seja ¢ : R - ST dada por ¢(0) = €?. Pela proposigao 7(e), tal ¢ é sobrejetora.
Obviamente, ¢ é continua.
7.10 Lema. A fungdo ¢ acima definida € um homeomorfismo local (logo, aberta,).

Prova. Fixemos 6 € R.

A 27m-periodicidade de ¢ implica na bijetividade de

olyJ=0-7,0+7) — S\ {-€).

A

Y

Figura 7.3: Ilustracao ao Lema 7.10

Claramente, ST\ {-¢e?} é aberto em S'. Resta ver que (¢|;)~' é continua.

Seja (6,,) uma sequéncia em J [logo, limitada] tal que
0(0,) = p(a), com e J.

Seja (6,,) uma subsequéncia de (6,) tal que 6, - 5 € R. Entao segue que
Bell-m0+m]ep(by,) > o(B). Assim, p(8) = ¢(a) € St~ {-€?}. Donde,
peJ e =a. Isto vale para toda subsequéncia convergente de (6,). Logo,

0, — as
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7.11 Teorema. Seja v:J — S uma curva continua, onde J = [a,b]. Fizemos

um arbitrdrio 0y € R tal que v(a) = e?%. Entao, existe uma unica fungdo continua
0:J - R satisfazendo 0(a) = 0 e v(t) = €D para todo t € J.

Prova.

o Existéncia.

Como a curva v é uniformemente continua, segue que existe uma partigao

{ag =a<ay <--<a, =b} satisfazendo

|v(t) = v(s)| < 1 para quaisquer t e s em Jy = [ax_1,ax], para k=1,...,n.

Temos y(J;) c¢ St~ {p}, para algum p = @ € ST [pois v(J;) estd contido
em um disco de raio 1]. Pelo Lema 7.10, a curva ¢ : (a, + 27) - St~

{p}, onde ¢(#) = € é um homeomorfismo. Dado t € J;, definimos
01(t) = o7 (7(1)) + 00— 7 (V(a))-
Notemos que 6y — ! (’y(a)) € 2w 7. Portanto,

6,:.J, - R é continua, 6;(a)=0e e =~(t), para todo t € J;.

De forma analoga definimos uma fungao continua 6, : Jo - R satisfazendo

65(ar) = 61 (ay) e €2 = ~(t), para todo t € J,.

91(&1) = 02(&1)

I | | | | |
r T T T T 1

ao = a al a2 cee a/k—l ak cee an = b

Figura 7.4: Um argumento para -y

Iterando tal procedimento encontramos n funcoes continuas 6, : J, — R,

para k =1,...,n, satisfazendo

Or(arp_1) = Op_1(ar_1) e e® =~(t), para todo t € Jy, para todo k =1,..., n.
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E claro que a justaposicio [vide Figura 7.4]
0=(0,v--vb,):[a,b] >R
atende as exigéncias (quanto a existéncia) no enunciado. Isto é,

6 é continua e satisfaz 6(a) =6y e (t) = ®, para todo t € [a,b].

Esquematicamente, temos o diagrama abaixo

6(1) eif(t)

0 w=b@ o) Y
7(a) = e
v(t)=ﬁ\\
\// ~(b)

Figura 7.5: Um argumento continuo para -y

o Unicidade.

Se ¢ : [a,b] - R satisfaz as mesmas condigoes que 6 : [a,b] - R entao temos
o(t) - 0(t) € 2nZ para todo t € [a, b].

Entao, por continuidade e conexidade obtemos que ¢ — 0 é constante. Por

fim, como ¢(a) =0y = 0(a), concluimos que
=0

Isto estabelece a unicidade anunciada para 6 &

A seguir apresentamos algumas consequéncias deste importante teorema.
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7.12 Corolario. Consideremos uma curva v : [a,b] - C* derivdvel. Entao, as

fungées |y(t)| e 6(t) [como no enunciado do teoremal também sao derivdveis.
Prova.
Seja tp um ponto arbitrario em [a,b]. Consideremos a faixa horizontal
infinita Q={z=x+iy:xeR e (ty) —m<y<6(ty) +7}. A fungao
exp |Q 1 Q) > exp(92)

¢ um difeomorfismo e em uma vizinhanca de ¢, temos

i0(t) = (exp ‘Q)_l (%) s

Dada uma curva v : [a,b] - C* continua e fixado um 6, em R, existem
uma tnica funcao r: [a,b] - (0,+00) e
uma tnica fun¢ao 6 : [a,b] > R continua

satisfazendo
0(a) =6y e v(t)=r(t)e?® para todo t em [a,b].
Obviamente, temos r(t) = |y(t)| para todo ¢t em [a,b].
Se tal v é derivéavel entao r: [a,b] - (0,+00) e 0 : [a,b] > R também o sao.
Seja v : [a,b] - C* continua. Se ¢ : [a,b] - R e §(t) sdo continuas e satisfazem
v(t) = r(t)e® = r(t)e?® para todo t em [a, b],

entao a funcao continua

0(t) - ¢(t)

2m
assume valores em Z e é constante. Donde segue 0(b) — ¢(b) =0(a) - ¢(a) e

0(b) - 0(a) = ¢(b) - ¢(a).
A fungao 6 [e também a funcao ¢| é dita um ramo de arg(y) no intervalo [a,b].
Assim, a diferenca 0(b) — 0(a) depende apenas da curva 7 e nao da particular
escolha do ramo 6.
Definimos o indice fracionario de v (assim chamado em alguns textos) por
6(b) - 6(a)
2T
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Suponhamos que 7y ¢é fechada [isto é, y(a) = v(b)]. Neste caso,
0(b) - 0(a) € 2nZ.

7.13 Definigao. Seja v : [a,b] —» C continua e fechada e o ¢ Imagem(y). O

indice de v em relagao ao ponto o é o numero inteiro definido por, e denotado,

6(b) - 0(a
Ind,(a) = Ind(v; o) = b(6) ~6(a) )27r ( )7
onde 0 : [a,b] > R € continua e satisfaz

(1) = a=r(t)e? D com r(t) = |y(t) - a| para todo t € [a,b].

(1) UE q(t) - a=r(t)e®

0(t)

Figura 7.6: Tlustracao a Definicao 7.13

Claramente, 0 ¢ Imagem(y — «), a fungao 6(t) é um ramo para arg(y - «) e

Ind(v; @) = Ind(y - «; 0).

Seguem algumas propriedades do indice, com as notagoes na Definicao 7.13.

(I1) Seja &:[c,d] — [a,b] continua e tal que {{(c),&(d)} = {a,b}. Logo,

se {(c) = a, entdao| Ind(yo¢&; a)=Ind,(a),

se £(c) = b, entao | Ind(yo&;a) =-Ind, ().

Vejamos. Seja 0 = 6(t) : [a,b] - R continua e tal que v(t) — a = r(t)e??®.
Entao, 6 o £ é continua e v(£(s)) — a = r(£(s))e?E() para todo s € [c,d].
Para completar, vale a identidade (60 &)(d) — (60 &)(c) = £[0(b) — 0(a)].

Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, v definida em [0,1].
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Mantenhamos as notagoes da Definigao 7.13. A chamada curva reversa

7(0) =77 (a)

7(a) =~7(b)

: 7\ \7_ :

a b

Figura 7.7: Tlustracao a Definicao 7.13
definida por v=(t) = vy(a+b—-1t), onde t € [a, b], satisfaz

Ind(vy~; ) = =Ind(7y; a).

(I2) Se f(z)=az+b, com aeC* e beC, entao

Ind(f o7; f(@)) = Ind(v; @).

Isto é, o indice é invariante por translagoes [a = 0], homotetias [a >0 e b = 0]

e rotagoes [|a| =1 e b =0] sobre a curva 7.

f

- fo’y
v

Figura 7.8: Arrastar, girar e expandir.
Efetuemos a verificagao. Pela propriedade 12 podemos considerar v para-
metrizada no intervalo [0,1]. Seja 6:[0,1] - R tal que y(t) —a = r(t)e®®.
Entao, f(v(t)) - f(a) =|a|r(t)e!®®+®)  com a = |ale’*. Por fim, temos

0(1) +¢-0(0) - ¢=0(1) - 0(0).
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(I3) Se ~ é um ponto p, entao

Ind, () = 0.

Isto é ébvio, pois se p— a = |p — ale?®, pomos 0(t) = 0y para todo t € [a,b].

(I4) Se v(t) = a+y1(t)-yn(t), entao

Ind(7; @) = Ind(71;0) + -+ Ind(7,;0).

Provemos. Como « ¢ Imagem(7y), entdo 0 ¢ Imagem(y;) para j =1,...,n.

Seja 6; : [a,b] - R tal que v; () = 7;(t)e’%®, para j = 1,...,n. Entdo temos

A1) — = vy (D)o (DD O]

Ind(v; @) = [61(b) + -+ 0,(b)] = [61(a) + -+ 0,(a)] = ilnd(yj;O).

7.14 Lema. Suponha que v:[a,b] > C e o:[a,b] = C sdo fechadas e
v(t) —o(t)| < |y(t) — |, para todo t € [a,b].

Entao, a nao pertence a imagem de v nem a imagem de o e

Ind(y; ) = Ind(o; ).

[Interpretagao: o(t) estd mais prozrimo de v(t) que o e o segmento [o(t),v(t)]

ndo contém « e podemos “deformar” o a v sem alterar o indice].

Figura 7.9: Tlustracao para |[y(t) — o(t)| < |y(t) - o
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Prova. Notemos que « ¢ Imagem(y)ulmagem(o).

A curva fechada

F(t) _ J(t) B ’Y(t)

(1) -«
satisfaz |T'(t)| < 1 para todo t.

Logo, I'(t) + 1 estd contida no semi-plano “a direita” e aberto
Q={z:Re(z) > 0}.

Em €, é continua a fungao argumento

6(2) = arg(2) = arcsin [Im(r;)] ¢ (-gg)

+17

Figura 7.10: Um argumento no semi-plano a direita

Escrevendo ['(t) + 1 = r(t)e (O] temos
2rInd(I" + 1;0) = arg[T'(b) + 1] — arg[I'(a) + 1] = 0.
Donde, Ind(T" + 1;0) = 0. Por outro lado, temos
o(t) —a=[I'(t) +1][y(t) - a].
Entao, pela Propriedade (I4) segue

Ind(o; ) = Ind(T" + 1;0) + Ind(7; @) = Ind(y; ) #
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7.15 Teorema. Consideremos v uma curva continua e fechada no plano com-

plexo e o aberto 2 = C\ Imagem(y). Entdo, a fungao indice Ind,: Q) - 7Z é

(a) continua e, ainda, constante sobre cada componente (conexa) de Q e

(b) nula sobre a Gnica componente (conexa) ilimitada de €.

Prova. Podemos supor (ja vimos) 7 :[0,1] - C.

(a)

Fixemos a em . Seja (3 € (2 tal que |5 - a| < d = d(«a;Imagem(y)). Temos,
(@) -[v(t) - B+all=18-al <d<|y(t) —al, para todo ¢ €[0,1].
Entao, pelo lema imediatamente acima,
Ind(7y - B + ;@) = Ind(7y; ).

Mas, Ind(y - 5+ a;a) = Ind(y - S+ a — ;0) = Ind(vy - 5;0) = Ind(v; ).

Logo, o indice é continuo e constante na componente de () que contém .

Seja > 0 tal que D(0;r) contém Imagem(~y). A curva fechada y + 2r estd
em D(2r;r) contido em Q = {z:Re(z) >0}. Seja 6(z) o argumento em (.

Q={z:Re(z) >0}

oz:-—2r \ o

Figura 7.11: Teorema 7.15(b)

Desta forma, o ponto a = —=2r estd no complementar de D(0;r) e satisfaz
Ind(~;-2r) = Ind(v + 2r;0) = 0.

Logo, o indice é nulo na unica componente (aberta) de C \ Imagem(7y) que
contém o aberto conexo C ~ D(0;r). Assim, as demais componentes de

C ~ Imagem(y) estao contidas em D(0;7) e sao limitadas#
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7.16 Definicao. Seja 7y :[a,b] - C uma curva continua e fechada e o em C.
e « éinterior a v se a ¢ Imagem(~y) e Ind(vy; ) # 0.
e « estd em v se a € Imagem(7y).
e « é exterior a v se a ¢ Imagem(y) e Ind(y; ) = 0.

Tal definicao algebriza os conceitos de interior e exterior a . Por exemplo, o
ponto a na Figura 7.12 pertence ao exterior de 7.
Os nimeros atribuidos as componentes de C \ Imagem(+y) sao os valores de

Ind(~y;w) para w nesta componente.

~
Figura 7.12: Ilustragao a Definicao 7.16
Definamos o interior de 7 e o exterior de « e introduzamos algumas notagoes.

e F(7), o exterior de v, é o conjunto dos pontos exteriores a .

Pelo Teorema 7.15 (a), o exterior de v ¢ o conjunto aberto dado pela uniao

das componentes conexas (abertas) de C\ Imagem() nas quais o indice é zero.

Pelo Teorema 7.15(b), o exterior de y contém o complementar de um disco.

e I(7), o interior de 7y, é o conjunto dos pontos interiores a 7.
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Assim, o interior de 7y estd contido no disco (fechado) citado acima.

Temos
C=I(y)ylmagem(y)w E(y) [“w” indica uniao disjunta]

e portanto
K(7) = 1(7) ulmagem(y)

é fechado e limitado e entao compacto.

Algumas outras observagoes.

¢ A maioria dos textos somente define interior e exterior para uma curva -y
de Jordan. Isto é,
v:la,b] > C
é continua, fechada e simples, sendo que simples significa que a restricao de

v ao intervalo (a,b) é injetora.

Pode ser provado (trata-se de um teorema sofisticado), que se 7 é uma curva
de Jordan, entao

C \ Imagem(7)

tem exatamente duas componentes conexas: uma limitada (e classicamente

dita interior de v) e outra ilimitada (e classicamente dita exterior de 7).

Ainda comentando sobre uma curva v de Jordan , pelo Teorema 7.15(b)
segue que Ind, é nulo na componente ilimitada de C \ Imagem(y). Na

componente limitada, pode se provar que o indice é
constante e igual a +1 ou constante e igual a — 1.

O sinal depende da orientacao de .

e A defini¢ao de interior e exterior de uma curva neste texto coincide com a
defini¢ao cldssica (ao tratarmos de curvas de Jordan) e permite trabalhar

de modo eficiente com uma classe bem mais ampla de curvas.

Para mais comentarios, vide Complex Analysis, S. Lang, pp. 146-147 e p.181.
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7.3 - Homotopia e Simplesmente Conexos.

A palavra homotopia vem do grego homo (mesmo, similar) + tépos (lugar).
A teoria da homotopia é 1util para, via dlgebra, classificar espacos topoldgicos

segundo seus “espacos vazios” ou “buracos”.

Dizemos que duas curvas continuas e fechadas no aberto €2, digamos que
Yo:[a,b] > Qe vyi:fa,b] >Q,
sao 2-homotdpicas se existe uma fungao (uma §2-homotopia entre curvas fechadas)
H:[0,1] x [a,b] = Q
tal que H é continua e
H(0,t) =v(t), H(1,t)=m(t) e H(s,a)=H(s,b).

Fixado s € [0,1], indicamos a curva fechada H(s,t), onde t € [a,b], por H,.

Interpretamos a homotopia H como uma familia de curvas fechadas (continuas)

{HS}OSSQ

que se “deforma continuamente” desde Hy =y até a curva Hy = ;.

Y0

Yo

Figura 7.13: Homotopia entre curvas fechadas

Uma €2-homotopia entre curvas fechadas é dita, brevemente, uma homotopia.
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7.17 Lema. Com as notagoes acima e o« no complementar de Imagem(H),
a fungao Ind(Hs; o), onde s €[0,1], € constante.
Prova.
Sejam sq em [0,1] e d = d(o; Imagem(H,,)) > 0.
Como H é uniformemente continua, existe § > 0 tal que
|Hs(t)— Hs, (t)| < d < |Hg, (t) -, para quaisquer |(s,t) = (S0, )| = |s—sq| < 6.
Pelo Lema 7.14 segue
Ind(H; o) = Ind(Hyy; ), se |s — so| < 6.

0’

Logo, s = Ind(H,; o) é localmente constante no conexo [0,1], e constante

[cheque|#

Um conjunto aberto e conexo 2 é dito simplesmente conexo se toda curva
fechada e continua v : [a,b] - Q é Q-homotdpica a algum ponto em €. Isto é,

existe p em  tal que y é Q-homotdpica a curva constante v,(t) = p, com t € [a, b].

Se © e O sao abertos homeomorfos e €2 é simplesmente conexo, entao O é

simplesmente conexo [por favor, cheque].

Veremos [Proposigao 9.11 e Teorema 12.4] que um aberto conexo 2 c C é
simplesmente conexo se e sé se seu complementar C \ {2 nao tem componente
limitada. Intuitivamente, interpretamos um conjunto simplesmente conexo como

um conjunto que nao tem “buracos”.

7.18 Proposigao. Seja 2 simplesmente conexo e 7 : [a,b] — R continua e
fechada. Entao, a fun¢do Ind, : C~ Imagem(y) - Z, é nula no complementar de

Q. Equivalentemente, o interior de v estd contido em §2.

Prova.
Seja o no complementar de ).

Seja { H;} uma $2-homotopia de v a um ponto p € Q. Pelo Lema 7.17 temos
Ind(7; ) = Ind(Hop; ) = Ind(Hy; ) = Ind(p; ) = 0#

Exercicio. A imagem de um simplesmente conexo por uma fun¢ao continua

pode nao ser simplesmente conexa. [Dica: exp(C) = C~ {0} e Proposigao 7.18.]
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7.4 - Principio do Argumento e Teorema de Rouché.

Dada f € A(2) e um ponto a em Z¢, a ordem de a como um zero de f é v(f;a).

7.19 Proposicao. Sejam f analitica e nao constante no aberto conezxo () e a um

zero de f. Consideremos a circunferéncia (orientada no sentido anti-hordrio)
Y (0) = a+7re?, com 0 e[0,2r] er>0.
Se r >0 ¢ suficientemente pequeno, temos

Ind(f ov,;0) =v(f;a).

Q

(&

Figura 7.14: Ilustracao a Proposi¢ao 7.19

Prova.
Pelo PZI, temos f(z) = (2 —a)™g(z), com m = v(f;a), g € A(Q) e g sem
zeros numa vizinhanca de a. Fixado r pequeno o suficiente temos
(f 07)(0) =rme™g(a+re?).
Sejam o1(6) = rme™? e g49(0) = g(a+re?) [fechadas]. Pela propriedade (14),
Ind(f ©7,;0) = Ind(oy;0) + Ind(o9;0).
E imediato que Ind(o1;0) = m. Ainda, como g(a) # 0, se r é pequeno o
suficiente a curva fechada o, estd contida em um dos quatro semi-planos:
{z : Im(2) < 0}, {z : Im(2) > 0}, {2z : Re(2) < 0},{z : Re(2) > 0}. Em
cada um dos quatro podemos definir continuamente uma fungao argumento

[cheque]. Logo, Ind(o9;0) =0 e

Ind(f ov50) =muv(f;a)s
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Comentarios (importantes). Seja v: [a,b] - £ continua e fechada.

e Nao é necessario que I(7), o interior a v, esteja contido em 2. Vide figura:

Yy Q=R2~{(0,0)}

O
A4

Figura 7.15: O interior de v nao esta dentro de (2

Pego ao leitor que encontre exemplos “nao ébvios” de uma tal geometria.

Se v é Q:-homotopica a um ponto p entao p € €.

Se C~\ Q estd contido em E(7), o exterior de v, entao

K(v) = I(y) ulmagem(y) é um compacto contido em ).

A condicao
Ind, = 0 no complementar de € [i.e., C\Q c E(y)] indica que

v nao dé “voltas” (num sentido algébrico) em torno de pontos que estao

fora do aberto €.

Se v é 2-homotopica a um ponto, temos Ind, = 0 no complementar de €2.

Tal fato segue da prova da Proposigao 7.18 [cheque].

Exercicio. Parametrize a curva « (continua) em S! que inicia em z = 1 e no sentido
anti-horario retorna ao ponto z = 1 e entao no sentido horario continua do ponto
z =1 até o ponto z = 1. Determine Ind(~;0), o interior de vy e o exterior de
v. Seja 2 = C~ {0}. Mostre que v é entdo 2-homotépica a um ponto. Mostre

diretamente que temos Ind, = 0 para todo ponto no complementar de €.
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7.20 Definicdo. Uma curva continua 7y : [a,b] — ) satisfazendo
Ind, =0 no complementar de (2,

é denominada {2-homéloga a 0.

Notacdo. Se vy ¢é 2-homdloga a 0, escrevemos
v~0 [em Q].

Assim como a teoria da homotopia, também a teoria da homologia (estudo das
semelhangas) serve para, via algebra, classificar espagos topoldgicos segundo seus
“buracos”. Somente a partir da Se¢ao 10.5 (Teorema de Cauchy Homolégico) é

que usamos a terminologia “homologia” com frequéncia.

Sejam f analitica em €2 e uma curva v continua e fechada em (2 e satisfazendo
Ind, = 0 no complementar de e Ind, =1 em I(7y), o interior de 7.

O numero de zeros de f no interior de v e contados com suas multiplicidades é

Z(fiv) = Y, wv(f;a)

aEZlfﬂI('y)

7.21 Teorema. Seja 2 um aberto conexo e v uma curva fechada, continua e

Q-homotépica a um ponto [logo, Ind, =0 no complementar de Q.

e Principio do Argumento, para fungoes analiticas. Seja f analitica

em S e nao se anulando em Imagem(y). Entao,

Ind(fov:0)= Y v(f;a)Ind(y;a).

aEZf

e Teorema de Rouché. Suponhamos que v satisfaz Ind, = 1 em I(7).

Sejam f e g analiticas em Q e tais que |g| <|f| em Imagem(7y). Entao,

Z(f+9:7)=Z(f;7)-
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Prova.

o Principio do Argumento. Seja H :[0,1] x [a,b] - §2 a homotopia de v a um

ponto p em €). Pelos comentarios prévios, e a continuidade de H, segue que
K = I(v)uImagem(~) uImagem(H)

¢ compacto em 2. Pelo principio dos zeros isolados, a funcao f tem uma

quantidade finita z1,...,z, de zeros distintos em K. Vale a fatoragao
f(z)=(z=21)" (2= 2,)"g(z), com g nao se anulando em K,
onde v; = v(f;z;) para j=1,...,n. Pela Propriedade (I4) segue
Ind(fo~;0) =v1Ind(7;21) + - + v, Ind(7; 2,) + Ind(g 0 7;0).

Claramente go H : [0,1] x [a,b] - C é uma C-homotopia da curva g o~y ao
ponto g(p) # 0. Ainda mais, 0 ¢ Imagem(go H). Pelo Lema 7.17 segue

Ind(go~;0) =Ind(g o Hy;0) = Ind(g o Hy;0) = Ind(g(p);0) = 0.

Para completar a prova deste principio, notemos que

Y u(fia)md(via)= Y w(fia)nd(yia z v(f:2)Ind(3:2,).

acZy a & interior a
o Teorema de Rouché. Devido a hipdtese temos
[(f+g)ov—forl<|fenl
Pelo Lema 7.14 segue
Ind [(f +g) ;0] = Ind(f o 7;0).

Entao, pelo Principio do Argumento (para analiticas) segue

Y, v(f+g;a)nd(y;a) = Y v(f;a)nd(y;a).

aEZ‘fﬂ] anf

Pela hipdtese Ind,, = 1 no interior de v, segue imediatamente a tese #
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