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Capitulo 4

SERIES E SOMABILIDADE

4.1 - Introdugao

Consideremos K = R ou K = C e uma sequéncia (a,), real ou complexa.

A série de termo geral a,, [ou série gerada pela sequéncia (a,,)] é o par ordenado
((an), (Sn))a
com (s,) a sequéncia das somas parciais de (a,) e
Sp=ag+ -+ ap

a soma parcial de ordem n da série. [Explicitamos como somar os termos de (a,).|
Tal série é dita convergente se (s, ) converge em K e, neste caso, s =lims,, é

a soma da série indicada por
+0oo
S= Y ap.
n=0
A série é dita divergente se (s,) é divergente.

Abusando da notagio, denotamos uma série arbitraria ((a,), (s,)) por
+o00
S .
n=0

Se a série Y170 a, converge, escrevemos

+00
> ay, < 0.
n=0
Se a série é de ntimeros reais e lim s,, = +00, escrevemos
+00
Yy, = £00.
n=0



Ainda, dado p em N, definimos a série 33,7 a,, como

+00 +00

Zan: an, onde b, =0, sen<p, eb, =a, sen>p.
n=p n=0

Para investigar a convergéncia de Yr%) a, podemos ignorar qualquer quanti-

dade finita de seus termos pois temos

n
Sp = Sp+ Z a.,, para todo n > p,
m=p+1

e é claro que existe lim s,, se e s se existe

m=n
lim Z G-
n—>+0oo
m=p+1

Isto ¢, a série 3,7 a, converge se e sé se a série ;% ., a, converge. Se uma
destas converge, temos

+00 +00

Sa=s+ S an

n=0 n=p+1
Uma série complexa Y% 2z, converge se e somente se suas partes real e imagindria,

dadas pelas séries reais Y7 % Re(z,) e Y% Im(z,), convergem e entao segue
+00 +00 +00
Y zn= Y Re(z,) +1 )Y Im(z,).
n=0 n=0 n=0

4.1 Proposi¢ao. Suponhamos a, >0, para todo n € N. A série ¥ a, converge

se, e S0 se, a sequéncia das SOmas Parciais S, = ag + -+ a, € limitada.

Prova.

Trivial, devido a propriedade do supremo#

4.2 Proposigao. O espaco das séries convergentes em K € um K-espago vetorial.

Ainda, dadas Y72 a, e Y120 b, convergentes em K e X arbitrdrio em K temos
+0o0 +00 +00 +00 +oo
Y(an+by)=> an+ Y by, e Y Aan =AY an.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Prova.

Segue das propriedades para limites de sequéncias#
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4.3 Critério do Termo Geral. Se }.'%) a,, converge entio lima,, = 0.

Prova.

Seja s = lim s, = lim s,,,1. Temos lima,, = lim(s,;1 —s,) =s—s=0#

Exercicio. Mostre que

Jffzn: =, se |z| <1,
=0 diverge, se|z|>1.

A Figura 4.1, abaixo, ilustra geométricamente a série geométrica e real

+00
Zr”, com 0<r<l1.
n=0

Se 6 é o angulo indicado, por semelhanca de triangulos temos

L+r+-+rm+- 1 r rn ~
1 Cl-r r—7r2 rn —pntl
\\\59
! r P
Sl Ll I et
| T Toms- 1
1 r 23t L-r

Figura 4.1: Série Geométrica de Razao 0 <r < 1.
4.4 Critério de Cauchy (para séries numéricas). A série compleza Y.7% a,
¢ convergente se e somente se para todo € >0, existe ng € N tal que

| Qi1 + Qo + - + Qpap| < €, para quaisquer n>ng e p € N.

Prova.
Temos |ap+1 + -+ + Qpap| = |Sn4p — Sn|, cOm s, a n-ésima soma parcial da série, a

qual converge se e s6 se (s,) é uma sequéncia de Cauchy. Donde, a teses



4.2 - Convergéncia Absoluta e Testes da Raiz e da Razao.

Definigao. A série complexa Y % a, é
o absolutamente convergente se Y% | a,| < 0.

o condicionalmente convergente se ¥.'%) a,, é convergente e ¥, | ay,| = +o0.

No Teorema 4.16 veremos que as séries absolutamente convergentes conver-
gem. Um exemplo cléssico de série condicionalmente convergente é

S

(série harmonica alternada).

n=1
4.5 Critério da Comparagao. Sejam Y.'% a, € Y120 b, séries complezas, tais
que |ay| < c|by|, para algum ¢ > 0 e para todo n > ng [para algum ny fizo], e

Y020 |bn| < 0. Entao,
+o00
> | an| < oo.
n=0

Prova. Trivials

4.6 Teste da Raiz. Sejam Y, a, uma série complexa e
limsup {/]a,| = R € [0, +o0].
(a) Se R<1, a série dada € absolutamente convergente.
(b) Se R>1, a série dada € divergente.
(c) Se R=1, o teste € ineficiente.
Prova.

(a) Fixando A tal que 0 < R < A< 1, por defini¢ao de limsup existe ng tal que,

se n > ng entao /|a,| < A e portanto |a,| < A\*. Donde,

+00 +00
Yo lan < D) A" < oo.

n=ng n=ng

(b) Pela defini¢ao de limsup existe uma subsequéncia (an,) com "/|a,,| > 1,
para todo k. Donde, |a,,|>1 se k € N. Logo, lima, #0 e 3.,% a, diverge.

(c) Solicitamos ao leitor encontrar exemplos apropriados#
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4.7 Teste da Razao Dada ¥;% a,, em C e com termos gerais a,.s 0, sejam

|an+1| |a'n+1|

|an|

r = liminf e R=limsup

|an]
(a) Se R<1, a série dada € absolutamente convergente.
(b) Ser>1, a série dada é divergente.
(¢) Ser<1<R, o teste é ineficiente.

Prova.

(a) Seja AeR tal que R< A< 1.

0 | R | A 1

Figura 4.2: Teste da razao com R <1

Pela definicao de lim sup, existe ng tal que para n > ng temos

|an+1| < )\
||

Entao, para n > ng obtemos a desigualdade

|an| lan-1| |angs1 _
el el Tang] 7ol Sl
n— n— no
donde segue Y%, |a,| < +oo.

(b) Existe ng tal que n > ng implica

e, portanto, |a,,1| > |an| > |an,| > 0.

(c) Solicitamos ao leitor encontrar exemplos apropriados#

Exercicio. Seja (z,,) uma sequéncia limitada em (0, +00). Mostre que

.. T+l .. . . T+l
liminf =~ < liminf /7, < limsup /7, < limsup —.

Tn Tn

Em particular,

se lim 2L = [ e [0, +00] entdo lim ¢/x, = L.
xn



4.3 - Somas Nao Ordenadas em C

A Definigao 4.10 de familias soméveis [em K] a seguir, equivale a usual. De
fato, decorre da definicao cldssica de somabilidade que uma familia (v;),; em um
espago vetorial normado e completo (V|- |) [i-e., um espago em que as sequéncias
de Cauchy convergem| é somavel se e s6 se ela é absolutamente somavel [i.e.,

Y7 ]lvj| < oo]. Com a definigao aqui adotada, tal equivaléncia se mantém.

Seja X um conjunto arbitrario e J um conjunto de indices arbitrario. Uma

familia em X, indexada em J, é uma funcao x : J - X. Indicamos a familia x por

(z;)jes ou (z;); ou, brevemente, (z;).
Dada uma familia (p;) contida em [0, +o0], definimos

ij = sup{ij : F é subconjunto finito de J} em [0, +00].

jedJ jeF
Tal sup é finito se e somente se existe um real M >0 tal que
ij < M, para todo subconjunto finito F' contido em J.
jeF

Também escrevemos Y. ; p; para ) jc;pj, ou ainda, 3 p; se J é subentendido.

4.8 Proposicao. Sejam (pj)s e (gj)s duas familias em [0,+oco]. Entdo,

(a) X(pj+q;)=2pi+Xq-
(b) ¥ Apj = XX p;, para todo A em [0, +00).

(c¢) (Propriedade Comutativa) Se o : K — J é uma bijecao, entdo
2205 = D Path):
T K

Prova.
(a) e (b). Triviais

(c) Sao iguais os conjuntos sobre os quais computamos Y ;p; € Yk Do(k)®

10
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Dada uma familia (p;); em [0, +0c0], se Y. ;p; ¢ finito (um numero real), dize-

mos que (p;); é uma familia somdvel e que sua soma é o niimero

ij'
J

Escrevemos Y. ; p; < oo, indicando que (p;), é (familia) somével.

4.9 Teorema (Associatividade). Seja (p;); uma familia em [0,+00] e J uma

reunido de conjuntos Jy, com k em KC, dois a dois disjuntos. Entao,

ZJ:PJ: Z ij-

kelC jeJy

Prova. Mostremos duas desigualdades.

o

Dado F' finito e contido em J, por hipdtese existem indices distintos k1, ..., ki,

todos em K, tal que F' c Ji, u...u Ji,. Donde segue

;I%‘ D Pitt 3D S 3Dt e P < Y b

ijkl FﬁJkl Jkl Jkl kE’CjEJk

e entao, pela defini¢ao de ) ; pj,

ZJ:PJ <P

kelCjedy
Dados indices distintos kq, ..., k; em K e conjuntos finitos Fy,, com Fj, c J,
se 1 <r <1, os conjuntos Ji,,...,Jy, sao dois a dois disjuntos e portanto os
conjuntos [y, ,...,Fy, também. Sendo assim, temos
I CARRPN DN
Fr, Fr, J
Entao, fixando os conjuntos Fy,,..., Fy, e computando o supremo sobre a

familia dos conjuntos finitos F}, contidos em Ji, obtemos a desigualdade

PN IEDWIEEE W IEDW

Ty F, Fr, 7

Argumentando analogamente (I — 1)-vezes obtemos

Dt it Y py < YD
J

7 iy Ty

Por fim, como {ky, ks, . ..,k } é qualquer subconjunto finito de K concluimos

> > pi S XJ:PJ'*

kelC jedy

11



Seja x € R. Suas partes positiva e negativa sao, respectivamente,

x, sex >0 0, sex >0
p= e q=
0, sex <0 -r, sex < 0.
Temos,
_ |zt
0<p<|z| r=p-q . p="
0<q<laf o= p+g g="1

4.10 Definigao. Seja J um conjunto de indices.

o Uma familia (x;) de nimeros reais é somavel se as familias (p;) e (g;)
das partes positivas e negativas de x;, com j em J, respectivamente, sao

somaveis. Se (x;) € somdvel, sua soma (ndo ordenada) é
2T = 2P~ 245

o Uma familia (z;) de nimeros complezos é somavel se as familias (Re(zj))J
e (Im(zj))J, das partes reais e 1magindrias de zj, com j em J, respectiva-

mente, sio somdveis. Se (z;) € somdvel, sua soma (ndo ordenada) é

Y zj =Y Re(z;) +iy. Im(z;).

s

o Uma familia (z;), de nimeros reais ou complezxos, € uma familia absoluta-

mente somavel se a familia (|zj|); € somdvel. Isto é, se

Z|Z]‘|<OO .

12
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4.11 Teorema. Seja (z;) uma familia de nimeros complexos. Sao equivalentes:
(a) (z;) € somdvel.
(b) (z;) € absolutamente somdvel.

Prova.

Consideremos as familias de niimeros reais (Re(zj)) ;€ (Im(zj)) , € as familias
de suas partes positivas, denotadas (p;) e (P;), respectivamente, e de suas partes
negativas, denotadas (¢;) e (Q;), também respectivamente.

Para todo j em J temos

(4.11.1) 0 < max{p;,q;, P} Qs} < || < pj+a;+P+Q; .

Logo, Y. |z;| é finita se e somente se Y. p;, Y q;, > P; e ¥ Q; sao finitas. Donde

concluimos que a familia (|z;]) é somavel se e somente se a familia (z;) é somavel#

4.12 Corolario. Seja (z;); somdvel e K c J. Entao, a familia (z)kec € somdvel.

Prova.
Pelo teorema (4.11) temos Y|z < co. B facil ver que Ti |zl < Tlzl.

Utilizando novamente o teorema 4.11, concluimos que (zx)x é somével#
4.13 Proposigao Seja K fizo. Sejam (a;); e (bj); familias somdveis em K e
A e K. Entao, as familias (a;+b;); e (Aa;); sao somdveis e valem as propriedades:
(G,) Z(Gj+bj> = ZCL] + Zb] .
(b) Z/\(lj = /\ZCLj .

Prova. Exercicio.

4.14 Teorema (Propriedade Comutativa). Seja (z;); uma familia somdvel

arbitrdria de nimeros complexos e o : K — J uma bijecao. Entdo,

2% = 2 Fothy

kelkC

Prova. Exercicio.

13



4.15 Teorema (Lei Associativa para Somas Nao Ordenadas). Seja (z;),
uma familia somdvel em C. Suponha J uma uniao de conjuntos Jy, com k em K,
dois a dois disjuntos. Entao, a familia (z;)jes, € somdvel, para todo k em K, e

ZJ:Zj: ZZ%

kek J

Prova.
Devido a definicao de somaéavel para familias complexas e a linearidade da
soma, podemos supor (z;) somavel e contida em [0,00). Pela associatividade

para somas de numeros positivos (Teorema 4.9), segue a teses

4.4 - Séries e Somabilidade. Convergéncia Comutativa

4.16 Teorema. Seja Y.©% z, uma série complexa. Sdo equivalentes,
(a) 1% 2, € absolutamente convergente.
(b) A familia (z,)nen € somavel.

Ocorrendo (a) ou (b), seque que a série dada € convergente e

+00
I )
n=1

Prova.

Decompondo z, em suas partes real e imaginaria e estas em suas partes po-
sitiva e negativa concluimos que, gragas as desigualdades (4.11.1), & definigao de
familia somével complexa (e de sua soma) e as propriedades de linearidade das
séries (absolutamente) convergentes, podemos supor z, = p, em [0, +00).

Seja (s,) a sequéncia das somas parciais de Y,% p,. Fixemos n em N e um
subconjunto finito F' ¢ N, ambos quaisquer. Seja max(F") o méximo de F. Temos,

Zn

+00
Pj < an € ij < SmaxF < an
Jeees U} N F n=1

Sp =
{1

Donde segue

+o00 +o00
YPnSY P ) Puk
7=1 n=1

14
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4.17 Definigado. Uma série complera 1% 2, € comutativamente convergente se

para toda permutacdo (ou, bijecio) o : N - N a série
+00
2, Zo(n)
n=1
¢ convergente. Esta iltima série é um rearranjo da série Y.;% 2.

4.18 Teorema. Seja Y.»% x,, uma série real. Sao equivalentes:
(a) A série dada é absolutamente convergente.

(b) A série é comutativamente convergente [e a soma independe do rearranjo].

Prova.

(a) =(b) Segue do Teorema 4.16 e da propriedade comutativa para a familia
entao soméavel ().
(b) =(a). Por contradicao.

Suponhamos que Y% 2, converge comutativamente e Y.'%) |x,| = +00. Se-

jam p, e g, as partes positiva e negativa de x,,, para todo n. Entao,
+o0 +0oo
Y (pn—qn) éfinitae Y (py +qn) = +00.
n=0 n=0

Segue entao (trivialmente) que ambas, Y% pn € 2020 Gn, divergem.

A seguir, reordenamos a série Y., % x,, da seguinte forma.

o Na etapa 0, coletamos os primeiros termos z,, > 0, com soma > 1.

o Na etapa 1, coletamos os primeiros termos estritamente negativos cuja

soma com os ja coletados é < 0.

o Na etapa 2, subtraidos de N os indices ja selecionados, coletamos os

proximos termos x,, > 0 cuja soma com os ja coletados é > 1.

o Iterando, o rearranjo obtido é tal que a sequéncia (S,) de suas somas

parciais satisfaz Sy, > 1 € Sa,,1 <0, para todo n. Logo, (S,,) diverges

15



	NÚMEROS COMPLEXOS
	TOPOLOGIA DO PLANO C
	POLINÔMIOS
	SÉRIES E SOMABILIDADE 

