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Capitulo 1

NUMEROS COMPLEXOS



Capitulo 2

TOPOLOGIA DO PLANO C

2.1 - Introdugao

Seja X um subconjunto nao vazio de R. Um nimero real M é um majorante
para X se temos x < M, para todo x € X. Um nuimero real § é um supremo de
X se 8 é um majorante de X e, ainda, o menor dos majorantes de X.

O supremo de X, indicado sup X, se existir, é tinico (por favor, verifique). Se
sup X € X, entao sup X é um maximo para X, denotado max X. Analogamente,
definimos minorante para X, infimo de X [inf X] e minimo de X [min X].

Dizemos que X c R é limitado superiormente [inferiormente] se existe um
nimero real M tal que x < M [x > M|, para todo z € X. Por fim, X é limi-

tado se X é limitado superiormente e também inferiormente.

Doravante, assumimos que o corpo ordenado R satisfaz a propriedade abaixo.

2.1 Propriedade do Supremo. Seja X c R tal que X € nao vazio e limitado

superiormente. Entao, X tem supremo.

2.2 Propriedade de Aproximagao. Seja X c R tal que existe f = sup X.

Entao, para todo € >0 existe v € X tal que B—e<x <[

Prova.

Dado € > 0, como 3 — € < 8 segue pela definicao de supremo que [ — € nao

majora X. Logo, existe x € X tal que f—e<x e entdao, f—e<x < s



2.3 Teorema. (Principio dos Intervalos Encaixantes.) Consideremos uma

sequéncia [ag,bo], ..., [an,by],... de intervalos fechados em R, satisfazendo:
(i) [@ni1,bni1] € [an,b,], para todon eN, e
(ii) para todo € >0 existe n € N tal que 0 < b, — a, <€.
Entao, a interseccao ﬂN[an, b,] é um tunico ponto em R.
ne

Prova.

Fixado n € N, de a,, < ap+p < byyip < by, para p qualquer em N, segue que
todo b, majora A = {a, : n € N}. Pela propriedade do supremo existe
a=supAeRea,<ac<b,, para todo n € N. Isto é, o € Npen[an,bn]- Se
B € Npen|[@n, bn] entao temos |3 - a| < b, — a,, para todo n, e |f - a| < € para

todo € > 0. Logo, a = (#

2.2 - Topologia Basica de C

As definigoes topoldgicas que seguem possuem correspondentes ébvios em R [e
mesmo em um espago métrico (M, d), exceto as nogoes de circunferéncia e esferal.

Dado a € C e um raio r > 0 indicamos,

o B(a;r)=B.(a)={z€C:|z-a|<r}, abola aberta de centro a e raio .
o D(a;r)=D,(a)={2eC:|z—a| <}, o disco fechado de centro a e raio .
o S.(a)={z€C:|z—-a|l=r}, a circunferéncia de centro a e raio r.

o St={zeC:|z| =1}, a circunferéncia unitdria centrada na origem.

2.4 Definicao. Seja Ac C. Um ponto a € A € ponto interior de A ou, equivalen-

temente, A € uma vizinhanca de a, se existe r >0 tal que B(a;r) c A. Ainda,
o interior de A € int(A) ={ae A:a € interior a A}.
Ainda, A € um conjunto aberto ou, simplesmente, aberto se int(A) = A.

Dados dois conjuntos A e B, o complementar de B em relacdo a A é dado por
AxB={a:aecAeat¢ B}. Dado X c C, o complementar de X é X¢=C~\ X.
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2.5 Definigao. Sejam X c C e a € C. [Analogamente, para espagos métricos|.

o a € um ponto de aderéncia (aderente) de X se B(a;r)n X #@, Vr>0.

O fecho de X +@ ¢ X = {a:a ¢ aderente a X}. E ébvio que @ = @.

o

o X € um conjunto fechado, ou simplesmente fechado, se X = X.

o a € um ponto de fronteira de X se toda bola aberta centrada em a contém

pontos de X e de X¢=C~ X, o complementar de X .

A fronteira de X ¢ 0X ={a: a € ponto de fronteira de X}. Temos 0% = @.

o

a € ponto de acumulagdo de X se B(a;r)n (X ~{a}) # @, para todo r > 0.

[e]

O derivado de X € X' ={a: aé ponto de acumulagio de X}. Logo, @' = @.

o

o a € ponto isolado de X se ae X e existe r >0 tal que B(a;r)n X ={a}.
o X € discreto se todos 0s seus pontos sao isolados.

2.6 Proposigao. Seja X c K, firado K=R ou K=C. Valem as propriedades:

(a) X = int(X)uoX. ()X = XUX'.

(¢) X € fechado < X > X'. (d) 0X = X\ int(X).

(e) X € fechado < X > 0X. (f) X é fechado < X¢ é aberto.
Prova.

(a) E claro que int(X)udX c X e que X \int(X) c 9X. Logo, X c int(X)udX.
(b) E claro que X uX’c X. E também claro que X ~ X ¢ X’; logo, X ¢ X uX".
(c) Por defini¢do e por (a) segue: X é fechado < X uX'=X < X'c X.

(d) E claro que dX ¢ X —int(X). Ainda, é fcil ver que X \ int(X) c 8X.

(e) Por definicao, e (a), segue: X é fechado < int(X)uodX =X < 90X c X

(f) Se X ¢é fechado, entdo X¢ = (X)¢ e portanto X¢ c int(X¢) c X¢. Se X¢ ¢

aberto, entdo um ponto de X nao pertence a X¢ e assim X ¢ X c X#

A Proposicao 2.6 acima admite uma analoga em espagos métricos.



Doravante, por K designamos R ou C.

Suponhamos X c Y c K. Dizemos que X é denso em Y se para todo yeY e
para todo r > 0, temos B(y;r)NX # @. Verifique que Q +iQ ¢é denso em C. [De
forma andloga, definimos o conceito de densidade em espagos métricos].

E usual dizer que C tem a topologia determinada pela aplicacao bijetora
®:C — R?, definida por ®(2) = (z,y) e R*, com z =z +iyeC .

Claramente um conjunto X c C é aberto se e somente se ®(X) é aberto em R?

[analogamente para os fechados]. O plano complexo herda a topologia de R2.

Doravante identificamos C e R? = ®(C), como espagos topoldgicos.
2.3 - Sequéncias e Propriedades Operatérias

A reta estendida é R = [~o00, +00] = RU{~00} U{+00}.

Uma sequéncia em um conjunto X ¢é uma funcao = : N - X. Indicamo-la por
x = (x,) oux=(x,)n, com x, =z(n) o termo geral da sequéncia.

Uma sequéncia (z,) c C, é convergente se existir z € C tal que, Ve > 0 existe

no € N tal que |z, — z| < €, Yn > ng. Notagao: lim z, =z, oulimz, = z, ou z, - z.

n—+oo

y

23

26 L2
. L

-z

A 4

Figura 2.1: Se lim z, = z, segue que para todo € > 0 é finito {n : z, ¢ B(x;€)}.
Dado z = a +ib [a, b reais], temos
max(|al, [b]) <|z| < al +[b].

Segue que z, — z se e somente se Re(z,) > Re(z) e Im(z,) - Im(2). O limite de

uma sequencia € tinico.
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Uma sequéncia (em K) é divergente se nao converge (em K). A sequéncia
(z,) c R diverge a +o0 se dado M > 0, existe ng tal que temos x,, > M ,Vn >ng, e

indicamos lim z,, = +o0. Analogamente definimos e notamos a divergéncia a —oo.

Dizemos que existe limx,, se e s6 se a sequéncia (x,) é convergente em K.
As sequéncias reais e divergentes a +oo ou a —oo, sao ditas convergentes em R.

Escrevemos #Alimz,, se (x,) ndo é convergente.

2.7 Exemplo. Seja a € R. Verifique que

3, sea<-1,
0, seace(-1,1),

1, sea=1

lima™ =
+oo, sea>1.
Dadas duas sequéncias (z,) e (y,) em K e um nimero A € K, definimos
o asoma (z,) + (yn) = (T + Yn),
o a multiplicagdo por escalar A(x,) = (A\z,,),
o o produto (z,,)(yn) = (x,yn) €
o a divisdo (Z—:), onde supomos ¥, # 0 para todo n.
2.8 Proposicao. Sejam (z,) e (y,) convergentes em K, com limy, =y. Entao,
(a) lim(z, +y,) = limz, + limy,. (b) im Az,, = Alimz,,, VA e K.
(¢) lim(znyn) = (limz,)(limy,). (d)lim$® = %7 sey, #0,YneN, ey #0.
Prova. Solicitamos ao leitor verificar os itens (a), (b) e (d).

(c) Obviamente, |y, —y| < 1 se n é suficientemente grande e (y,) é limitada.
Seja M > 0 tal que |y,| < M, para todo n e, ainda, M > |z|. Dado entao

€ >0 existem n; € N e ny € N tais que

se n >n; entao |xn—x|<ﬁ e, sen>ny, [y, -y <m.
Logo, para todo n > max(ny,ns), com n € N, temos
et~ = (=22 (0~ 9)] < e~ byl + ol lg — 9] < S+ 3 = e
2M  2M



2.9 Exemplo. Se z € C entao,

{limznzo, selz| <1, {lim|z”|:+oo, selz|>1,
e

limz"=1, sez=1, a sequéncia (z") diverge se |z| > 1, com z # 1.

Verificagao.
Se |z] < 1, pelo Exemplo 2.7 temos lim |z|" = 0 e, como |z" - 0| = |z|?, lim z" = 0.
Se |z| > 1, temos |2"| = |2|" e pelo Exemplo 2.7 segue +oo = lim |z|? = lim |2"|.
Se z € C~{1} é tal que existe lim 2" = ¢ € C, multiplicando a sequéncia (2") por
z obtemos, pela Proposigao 2.8(b), lim z"*! = z( e, é claro, lim 2"*! = lim 2" = (.
Assim temos, z( = ( e ((z-1) =0 e, entdo, ¢ = 0. Como para |z| > 1 temos

|z"] = |z|" > 1, para todo n, a sequéncia (2™) nao tende a zero e, por fim, diverge#

2.10 Proposigao. Sejam (z,,),(yn) € (t,) sequéncias reais, convergentes em R.
(a) Selimz, = L >0 entdo, existe ng € N tal que n > ngy implica x,, > 0.
(b) Se x, > a, para todo n € N, entdo limz, > a.
(c) Se x, > yn, para todo n € N, entdo limz, >limy,.
(d) Se x, <y, <t,, para todo n €N, elimx, =limt, = L, entdo limy, = L.

Prova. Solicitamos ao leitor verificar.

Uma sequéncia real (x,) é dita crescente (decrescente) se x,.1 > x,, Vn € N,

(Tps1 < T, Yn e N). Em ambos os casos a sequéncia é dita monétona.
2.11 Teorema. Toda sequéncia crescente e limitada superiormente, converge.
Prova. Segue imeditamente da propriedade do supremo#

Importante. Dado um conjunto nao vazio X, em R e limitado superiormente,

existe uma sequéncia (x,) contida em X, crescente e convergindo a sup X.
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2.4 - Subsequéncias

Dada (a,) c K e um conjunto infinito de indices I = {n; <ny <nz <} c N,
a sequeéncia (by), onde by, = ay,, ¢ uma subsequéncia de (a,), indexada em I [um

conjunto infinito de niimeros naturais distintos, em ordem estritamente crescente].

2.12 Teorema. Toda sequéncia (x,) c R admite uma subsequéncia mondtona.

Y

Figura 2.2: Funcao poligonal conectando os pontos (n,z,) € R?

Prova. (Vide figura 2.2.)

Seja M ={neN:z,>x,, para todo m>n}.

Se M ¢ infinito, temos M = {ny <ny <---} e (x,, ) decresce. Se M é finito, seja
ny = 1+max M. Entao, nq ¢ M e existe ny > n; tal que z,, < z,, €, analogamente,
existe ns > ng tal que z,, < x,,. Por recursao, construimos (a;nk) crescente #

2.13 Corolario. Toda sequéncia limitada, em K, tem subsequéncia convergente.

Prova.

Podemos supor K = C. Dada (z,) limitada, vejamos as sequéncias (Re(zn))

e (Im(zn)) Pelo Teorema 2.12, existe uma subsequéncia mondtona

(Re(znl), ...,Re(zn,), ... )

Ainda pelo Teorema 2.12, segue que (Im(zm), v Im(zy, ), . ,) tem sub-

sequéncia monétona indexada em algum [ c N.

Pelo Teorema 2.11 segue que (Re(zn))nd e (Im(zn))nd convergem. Por-

tanto, a subsequéncia (2, ), converge #



2.14 Proposigao. Seja (z,) c C e convergente a z € C. Entao, toda subsequéncia

(#2n, ) converge a z. Analogamente para (x,,) real e convergente a +oo ou —oo.
Prova. Mostramos o caso z € C e deixamos o outro caso ao leitor.

Dado € > 0, existe N € N com |z, — 2| < €, se n > N, e existe kq tal que

ng, > N. Para k> ko, temos ng > ny, € |z,, — L| <€ #

2.5 - Sequéncias de Cauchy
Uma sequéncia (z,) c C é dita uma sequéncia de Cauchy se para todo e > 0,
existe N € N tal que temos |z, — z,| < €, quaisquer que sejam n,m > N.
2.15 Proposigao. Toda sequéncia convergente (z,) c C € de Cauchy.
Prova.

Seja z = lim z,,. Dado € > 0 existe N € N tal que |z, — z| < €, para todo n > N.

Logo, para quaiquer n,m > N temos

|20 = 2m| S l2n — 2|+ |2 — 2| <€+ e=2es

2.16 Teorema. Toda sequéncia de Cauchy, (z,) c C, é convergente.

Prova.

Mostremos que (z,) é limitada. Seja N tal que |z, — 2| < 1 se n,m > N.

Assim, z, € B(zy;1) se n> N. Logo,

2n € B(0;|21| + -+ + |z2n_1] + |2n] + 1) para todo n.

Pelo Corolério 2.13 existe uma subsequéncia (z,, )key convergente a z. Ve-
jamos que (z,) converge a z. Dado € > 0, existe N tal que |z, — z,,| < € se
n,m> N e kyeN com |z, —z| <€, se k > ky. Existe também um sub-indice

ny tal que k' > kg e ng > N. Por fim, obtemos

|2 = 2| < |2n =2, | + |20, — 2| <e€+e€, paratodon>Na

10
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2.6 - Valor de Aderéncia, limsup e liminf.
Dado X c R, ilimitado superiormente pomos sup X = +oo (se X é ilimitado
inferiormente pomos inf X = —o0).

2.17 Definicao. Seja (z,) contida em R. Entao, L € [-oo,+00] é um valor de
aderéncia de (z,,) se existe uma subsequéncia (x,, ) tal que x,, — L, se k - +oo.

Seja também o conjunto (ndo vazio, pelo Teorema 2.12)
L={Le[-00,+00]: L € valor de aderéncia de (x,)} .
Entao, os valores (na reta estendida)
liminf 2, = limz, =inf £ e limsup z, = limz, = sup L.
sao, respectivamente, o limite inferior de (x,,) e o limite superior de (z,,).

Alerta. O conceito de valor de aderéncia de uma sequéncia (x,,) é distinto dos

de ponto de aderéncia ou acumulac¢ao do conjunto {z, : n € N}. Exemplos:
(1) se (z,) é ilimitada e crescente, entao

{x : 2 é valor de aderéncia de (z,)} = {+o0} # {z,:neN}={z,:neN}.

(2) se (z,,) é constante e x, =a € R, Vn e N, entao
{x : x é valor de aderéncia de (z,)} ={a} # {x,:neN}' =g.
Observacao. Para todo N € N, as sequéncias
(zp)n = (21,22,23,...) € (Tp)nsn = (TN41, TN42, TN43, - - -)
tem os mesmos valores de aderéncia e, portanto, os mesmos liminf e lim sup.

2.18 Teorema. Dada (x,) c R limitada, liminf z, e limsup x, sdo, respectiva-

mente, o menor e o maior valor de aderéncia de (x,).
Prova. Basta vermos que limsup z,, é valor de aderéncia. Pois, limz,, = lim(-z,).

Para m = limsup z,, por definicao de sup existe um valor de aderéncia
m’ e (m-1,m]. Logo, existe ny € N tal que z,,, € (m-1,m+1). A sequéncia
(Zn)nsn,, que tem mesmo limsup que (z,), tem um valor de aderéncia em
m' € (m—%,m]. Logo, existe ny > ny tal que z,,, € (m—%, m+%) Iterando tal
procedimento, obtemos indices n; < ng < --- tais que x,,, € (m—l/k, m+ 1/k)+

11



2.19 Exemplos. Consideremos as sequéncias reais (x,) abaizo indicadas.
(1) Se x,, = (=1)", tem s6 dois valores aderentes: lim(~=1)" = 1 e lim(-1)" = —1.

(2) Se (x,) € uma enumeracio de Q, todo x € R € wvalor aderente de (x,).

Ainda mais, liminf z,, = —oo e limsup x,, = +o0.
2.20 Corolario. Suponha (z,) c R e limitada. Dado € >0, existe ng € N tal que
liminfx, —e <z, < limsupxz, +¢€, para todo n > ny.

Prova.

Trocando (x,) por (—z,), vemos que basta provar uma desigualdade.

Por contradicao. Suponhamos que exista € > 0 para o qual dado qualquer
m existe n > m satisfazendo x,, > limz,, + €. Entao, existe uma subsequéncia

(2, ) limitada no intervalo
1 = [T, + ¢, +oo).

Pelo Corolario 2.13 a sequéncia (z,,) tem uma subsequéncia convergente
em [. Tal subsequéncia também é subsequéncia de (x,,) e seu limite supera

limz,,

Consideremos uma sequéncia (z,) c [m, M] c R. Dado n € N, definamos

Xn = {{L‘n, Tn+ly-- }

E evidente que X1 2 Xy2--2X, D¢

IN

inf X7 <--<infX, <inf X, ,;

m << M
sup Xy > sup Xy >-- 2 sup X, > sup X1 > >m.

M

v

As sequéncias (inf X, ) en € (sup X, )nen s@o limitadas, mondtonas e convergentes
[vide Teorema 2.11].

Mantendo tal notagao temos o resultado que segue.

12
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2.21 Teorema. Se (x,) c R € uma sequéncia limitada entao

lim inf X,, =liminfz, e lim supX, =limsupz,.

n—+00 n—>+00

Prova. Sejam a,, =inf X,,, para cadan e N, e a =lima,,.

Vejamos que todo valor de aderéncia de (x,) é maior ou igual a a. Seja
L = limz,,, com (z,,) uma subsequéncia convergente de (z,). Temos
Ap,, < Ty, para todo k em N. Desta forma, impondo k£ — +o0o encontramos

L =limz,, >lima,, =lima, = a.

Vejamos que a é valor de aderéncia de (z,). Como (a,) é crescente e
convergente a a, existe um indice m tal que a -1 < a,, =inf X,, <a<a+1
e entdo um indice ny > m tal que z,, € (a—1,a+1). A seguir, existe [ > n;
tal que

1 1
——<g=IinfX;<a<a+—
a 5 a=inf X;<a<a 5

‘( ! +1)
T, €la—=,a+=].
2 2

Iterando tal procedimento obtemos (z,, ) convergente a a.

e entao ny > [ tal que

Provamos que liminf X, = liminf z,,.
Trocando (x,) por (-z,), segue limsup X,, = limsup =, #

Comentario. A prova acima mostra que se (x,)y é limitada inferiormente,
mantendo a notagdo X, = {x,,Zn.1,...} ainda temos lim(inf X,,) = liminf z,.

Analogamente, se (z,,)n ¢ limitada superiormente entao lim(sup X,,) = limsup x,,.
2.22 Corolario. A sequéncia (z,) c R converge em R se e sd selimx, = lim z,,.

Prova.

(=) Segue da Proposicao 2.14.

(<) Seja L = limz, = lim .
O caso L € R segue do Corolario 2.20.

O caso L = +o0. E claro que (z,,) é limitada inferiormente. Pelo comentério

acima segue inf X,, < x,, para todo n, e lim(inf X;) = liminfx, = +oo.

Portanto, x,, — +oo.

O caso L = —oo é redutivel ao caso L = +oo [analise (—x,)n|#

13



2.7 - Exemplos Classicos de Sequéncias

2.23 Exemplos. Deizamos ao leitor completar as provas das afirmagoes abaizo.

(1) Aplicagoes da propriedade do supremo.

(a)

Se a>1 entao ¥a \ 1 [i.e., (¥/a )y é decrescente e converge a 1].
Verificacao.
Dados a>0eb>0eneNtemosa>b<ea®>b"ea>b<e a> Vb

Para a > 1, tem-se 1 < a™ < a™*! e tomando a raiz de ordem n(n + 1),

1 1 1 1
1 < Qn+l = (an)n(n+1) < (an+1)n(n+l) =qan .

Assim, existe lim ¢/a = L > 1. Para a subsequéncia ( %/a) temos,
pela Proposigao 2.14, L = lim %/a = lim+\/ {/a e, pela continuidade da
funcao raiz quadrada, lim \/"_\/E =V/L. Logo, L=+/L>1eentéo L = 1.
Se 0<a<1entao {/a ~ 1 [isto é, (¥/a)y é crescente e converge a 1].
Verificacao.
E claro que a™! < a™ e, analogamente ao item anterior,

ar = (a”*l)m < (a”)m = qmT
Logo, existe L = lim {/a, L > 0 e entao, analogamente ao item anterior,
L=1lim % azlim\/"_\/az\/f. Donde L =+/L, com L>0,ee L=0.
A sequéncia

1 1

1
sm:1+§+§+---+a, onde m € N,

nao ¢ limitada superiormente.

Verificacao.
Escrevendo,
1 (1 1) (1 1 1 1) ( 1 1)
Son=1l+—-+|-+—-]+|-F+=-+=-+=-]++|———+ -+ —
2 3 4 5 6 7 8 2n-1 41 2n
temos
1 1 2n—(@2+'+1)+1 2n-2nt 2n-d
+...+_: = =
21+ 1 2n 2n 2n 2"
e portanto
>1+1+2+4+ +2m1 1+1
Son — —_ —_ cen = n—.
? 2 4 8 on 2

n—>+0oo .
Logo, ssn —— +00 e para m > 2", temos s, > Son. Assim, s,, - +00.

14
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(d) A sequéncia (a,), onde
1
an:1+—+—+—+---+—|, para todo n € N|
! n!

é crescente e satisfaz a desigualdade a,, < 3, para todo n € N. Logo,

(a,) é convergente.
Verificacao.

E claro que n!=1.2.3... (n-1)n>2""1 para todo n > 1. Logo,

1 1
— <
n! = 2n-1
11 1 1 1 1 1- 5
1+(—+—+—+~-+—)§1+(1+—+~~+ )31+ 2L < 3.
123l n! 2 271 -1

(e) A sequéncia ((1+ %)”)HEN ¢ crescente, limitada por 3, convergente e

n 1 1 1
(1+—) <1l+1+—=+—=+--+—, para todoneN.
n 2! 3! n!

Verificac3o.
Pelo binomio de Newton temos,
1\ = 1
e (1) 5 ()L
n p=0 \P/ NP

Destaquemos nos coeficientes binomiais o fatorial de p, para p > 1,

n n! n(n-1)...2.11 1
(p) “pln-p)! (n-p)! pl [n...(n-p+ 1)]p—!.

Reintroduzindo n? no denominador obtemos,

R T U G I G

As n+1 parcelas (Z)n% da expansdo de (1++)" sdo multiplas positivas
de z%' Se n cresce, o nimero de parcelas e o coeficiente de 1% crescem

e assim (b, )y é crescente. De (*) obtemos

1 1 1
2! 3! n!

e, pelo Exemplo 2.23 1(d) temos b, < 3, para todo n. Logo, (b,)

converge em R.

O limite de (b,)y é o nimero de Euler e.
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(f)

A sequéncia (¥/n) = (1,4/2,/3,/4,...) converge a 1.
Verificac3o.
Mostremos que a sequéncia €, a partir do terceiro termo, decrescente
e limitada inferiormente por 1. E 6bvio que ¥/n>1,VneN, e
n+1)" "
(n+1)ﬁ <nn @(n+1)"<n"“<:>%<n©(1+—) <n,
n n

e entao, como pelo exemplo 2.23 (e) acima temos

1 n
(1 + —) <3,
n
segue a desigualdade "/n+ 1< ¢/n, se n > 3. Pela Proposigao 2.10(b)

e Teorema 2.11, existe L = lim {/n, com L > 1. Argumentando como

n—+00

nos Exemplos 2.23 1(a) e 1(b), e utilizando a igualdade lim /2 = 1

[vide a Proposicao 2.8 (c)], concluimos

L=1lim %/2n =limV ¥2n = lim\/ ¥2¥/n=V1.L=VL .
Logo, L =v/L, com L >1; donde L = 1.

Se a > 1 entdo, lim % = +oo, para todo p € N.

n—>+oo
Verificacao.

Escrevemos n =1+ a,a > 0. Se n > p temos,

n n p+1 _ _ —
(1+a) 1 3 (n)amz( n )a :n(n D(n-2)...(n p)aml’
np nP =5 \m p+1) n? np

e é claro que

i p D =2)(n=p)

n—>+00 np

+00.

lim %T,L =0, para todo z € C.

n—+oo

Verificagdo. O caso z =0 é 6bvio.

Suponhamos z # 0. Seja ng € N, com % > 2. Para n > ng obtemos

i!:nolnoJrl £>n0! -
e 1 T - I P N P
Donde, ' |
lim —— > lim 2277 = 4oq
n—+oo |Z|7L n—+oo |Z|”0
n n
e lim |— =1 Z_:()
n—+oo 1 n—+oo n!
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2.8 - Compacidade.

Dizemos que K c R? é compacto se K tem a Propriedade de Heine-Borel: toda

cobertura de K por conjuntos abertos admite uma subcobertura finita. Isto é,

se K c| JO;, com J um conjunto de indices e cada O; aberto em R?,
jeJ

entao existem ji,...,jn € J tais que

KCO]'IU"'UO

JN*
o Uma sequéncia de conjuntos (X, ),y € dita crescente se temos X, ¢ X,,,1,

para todo n € N. Ainda, (X,,).y é decrescente se temos X, o X,,,1, Vn e N.

Seja p é um ponto de acumulagao de X ¢ R%. Na bola B(p; 1) existe um ponto
p1 de X ~ {p}. Analogamente, na bola B(p;ry) de raio ro = min(1/2,|p; - p|)
existe um ponto py de X \ {p}. Iterando o argumento construimos uma sequéncia
(pn) de pontos distintos de X \ {p} tal que p,, pertence a bola B(p;r,) de raio
r, =min(1/n,|p,_1 — p|). A sequéncia (p,) converge a p. Assim, para todo € > 0,

a bola B(p;€) contém infinitos pontos de X \ {p}.

2.24 Teorema. Seja K um subconjunto nao vazio de R?. Sao equivalentes:
(a) K é compacto.
(b) K € fechado e limitado (Teorema de Heine, 1872 - Borel, 1895).

(c) Todo subconjunto infinito de K tem ponto de acumulag¢io em K (Proprie-

dade de Bolzano-Weierstrass).

(d) Toda sequéncia em K tem subsequéncia convergente em K (Frechet, 1906 -

Defini¢ao de espago sequencialmente compacto).
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Prova.

(a) = (b) Dado z € K¢, temos Npeny D(2;1/n) ={z} (v. Figura 2.3).

t%x

Figura 2.3: Ilustragao 1 a prova do Teorema de Heine-Borel.

Entao Upey D(z;1/n)¢ = {z}¢ = R2\ {2}, é uma cobertura de K por uma
sequéncia crescente de abertos. Por hipétese, existe N tal que K ¢ D(z;1/N)e.
Donde

K> D(z;1/N)> B(2;1/N) 2 {z}.

Logo, K¢ é aberto e K é fechado. Vejamos que K ¢é limitado. J& que
K c Ui B(z;1), obtemos z1, ..., 2z, em K com K c B(z1;1)u--uB(z,;1).
E claro que K ¢ D(0;]z1| + -+ |2, + 1) [vide Figura 2.4].

D(O;R = |zl| + e+ |zn| + 1)

®®

&)

&

N

Figura 2.4: Tlustragao 2 a prova do Teorema de Heine-Borel.
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(b) = (¢) Seja Z um subconjunto infinito de pontos distintos de K. Seja Q)
um quadrado fechado e limitado, com arestas de comprimento L, contendo
K. E 6bvio que Qo contém infinitos pontos de Z. Tendo construido o
quadrado @, com arestas de comprimento L/2", tal que @, N Z é infinito,
divimos @,, em quatro sub-quadrados, com arestas de comprimento L/2"*1,

e escolhemos o sub-quadrado @),,;; com infinitos pontos de Z (Fig. 2.5).

~ Qo

Q2

Figura 2.5: Esbogo a prova da Propriedade de Bolzano-Weierstrass.

Construimos por inducao uma sequéncia infinita de quadrados @),. Pelo

Principio dos Intervalos Encaixantes temos
m Qn = {p},
n=1

com p em R2.

Toda bola aberta centrada em p contém algum (),,, com infinitos pontos de

Z. Logo, p é um ponto de acumulacdo de Z. Ainda, pe Zc K = K.
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()

= (d) Seja (z,)y em K. Se Z = {z, : n € N} é finito entao, existe J =
{ny <ny < ...} tal que (z,,) é constante e convergente. Se Z ¢ infinito, por
hipétese Z tem um ponto de acumulagao z € K. Entao, toda bola B(z;r),
r > 0, contém infinitos pontos de Z. Assim, existem indices nq < -+ < ny < -

tais que z,, € B(z;1/k) para cada k. Claramente (z,, ) converge a z € K.

= (a) Seja O aberto em R2. Dado z € O, existe n = n(z) tal que B(z;1/n) c
O. Como QxQ ¢ denso em R?, existe w = w(z;n) € QxQ tal que jw-2| < 5.
E facil ver que z € B(w; &) c O (vide Figura 2. 6).

Figura 2.6: TIlustracao a prova da Propriedade de Heine-Borel.

Logo, O = U,o B(w(z;n); %) Assim, todo aberto O é uma uniao enu-
meravel de bolas abertas da colegao enumeravel C = {By, Bs, ..., B,,...},

todas centradas em pontos de coordenadas racionais e de raio racional.

Desta forma, dada U;e; O; uma cobertura de K por conjuntos abertos, po-
demos extrair dela uma subcobertura enumeravel U,y O,, de K. Trocando
O,, por Oy u---u0,, para todo n € N, podemos supor, sem perder a genera-

lidade, que (O,,) é uma sequéncia crescente de abertos.
Suponhamos que U,, O, nao admite uma subcobertura finita.

Entao, para cada n € N, existe 2z, € K ~x O,. Por hipdtese, a sequéncia
(2,,) tem subsequéncia (z,, ) convergente a z € K. Assim, existe NV € N tal
que z € Oy. Logo, existe ny > N tal que z,, € Oy. Por outro lado, por

construcao z,, ¢ O,, ¢ O, > Oy. Donde, z,, ¢ On Y
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2.9 - Continuidade

Consideramos uma funcao f = f(z): A > C, com @ +# A c C, e zp um ponto

de acumulagao de A (i.e., zg € A’, o derivado de A) e w; e wy pontos em C.

2.25 Definigao. Dado zg € A’, dizemos wy € C € o limite de f = f(z), para z

tendendo a z, se para todo € >0 existe 0 > 0 tal que

se z€ An[B(z0;0) N {z0}]entdo | f(z) —wo| <€ .
FEscrevemos entao, ZILIQ) f(2) = wp.
2.26 Proposicao Se ZILIEO f(z)=w; e leglo f(2) =wy entao wy = ws.
Prova. Seja e > 0 arbitrario.

Existem d; > 0 e 5 > 0 tais que, para j = 1 e para j = 2, temos as implicagoes

€

ze An[B(20;0;) N {z0}] = |f(2) —w,| < 5

Fixando z € An[B(20;0) ~ {z0}], com § = min(dy,d2), concluimos
€

€
|w1—w2|S|w1—f(2)|+|f(z)—w2|<§+§:€*

Com as notagoes z =z + iy, v = Re(z) e y = Im(z), escrevamos

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

onde u(x,y) =Ref(z) e v(z,y) =Imf(z) sdo fungdes a valores reais.
Abaixo consideramos os nimeros complexos zg = g + iy € Wy = Ug + V.
2.27 Proposicao. E vdlida a propriedade,
lim f(z2) = wy se e somente se  lim  wu(z,y)=ug e lim  v(x,y) = v.
220 (x,y)%(mo,yo) (zvy)"(ZanO)

Prova. Imediata pois,

0 < max (Ju(z,y) ~uol Jv(z,y) ~vol) < |f(2)-wol < |u(z,y)=uol+|v(z,y)-vol#
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2.28 Proposigao. Consideremos as funcgoes fi: A—->C e fo: A—>C e zye A

Suponhamos lim f;(z) =w; € C, com j=1,2, e A\e C. Valem as propriedades:
zZ—20

(a) lim Afi(2) = Ay (b) lim (fi + f2)(2) = wi + ws.
(c) Zhgt f1(2) f2(2) = wyws. (d) Zhgt f&z) = wil, se wy # 0.

Prova. Seja € > 0 arbitrario.

(a) Se A #0, existe § >0 tal que se z€ An[B(20;9) ~ {z0}] entao
€

|fl(z) _'LU1| < |>\|

e portanto |\ fi(z) — Awq| < e.

O caso A =0 é trivial.

(b) Existem 67 >0 e dy > 0 tais que, para j =1ej =2, se z € An[B(20;9;)~{20}]
entao
1) - wil < 5.
Logo, se 6 =min(d;,02) >0 e z€ An[B(z0;0) N\ {20}] entdo temos

[[1(2) + fa(2)] = [wr + wa][ < [/ (2) —wn] +[fa(2) w2l <e.

(c) e (d) Deixamos ao leitor #

Para definirmos a continuidade de uma funcao f: A - C em um ponto zy é

necessario que zg € A, mas nao é preciso que 2y seja ponto de acumulacao de A.

2.29 Definigao. Seja f: A—>C e zpe A.

o f continua em zy se Ve > 0 existe 0 > 0 tal que: se z € B(z9;0) n A entdo
1f(2) = f(20)| < € ou, equivalentemente, f( B(zo;6) nA) c B(f(20);¢€)

o f € continua em A se ¢ continua em todos os pontos de A.

Assim, toda fungao f: A - C é continua em todos os pontos isolados de A.

Se zp € ponto de acumulacao de A entao, f é continua em zg se e somente se

lim f(2) = (20) -
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2.30 Proposigao. Sejam fi, fo: A — C continuas em zpe A e A e C.
(a) As fungoes Af1, fi+ fa e fifa sdo continuas em z.
(b) Se fi(z) #0, a funcgdo
1
—:{zeA: fi(2)#0} > C
fi
¢ continua em zg.

Prova.

Se zp ¢ ponto isolado de A, claramente (a) e (b) valem. Se zy é ponto de

acumulacao de A, basta empregar a Proposicao 2.28 e o comentario acima#

2.31 Proposigao. Sejam f:A—-> B eg:B—>C, com AcC e BcC. Suponha-

mos ainda que lim f(z) =wg € B e que g € continua em wqy. Entdo,
z—20

lim g(f(2)) = lim g(w) = g(wo) -

Prova.

Utilizemos a notagdo B*(29;0) = B(z0;0) N\ {20}. [Chamamos B*(zg;d) de

bola reduzida de centro z; e raio 4.

Seja € > 0 arbitrario. Por hipdtese, existe r > 0 tal que
9(B(wo;r) n B) ¢ B(g(wo);€).
Para tal r, existe § > 0 tal que
fF(AnB*(2; 5)) c B(wp;r) n B.
Consequentemente,

g[f(Am B*(zo;é))] c g(B(wO;T) N B) c B(g(wo);e)‘!

2.32 Corolario. Se f: A— C € continua em 2y, g: B — C € continua em f(z)

e f(A) c B, entao a fungdo composta go f € continua em zp.
Prova. Segue da Proposigao 2.31#
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2.33 Proposicao. Seja A c K e zy € A’. Suponhamos que f: A - K é uma
funcao tal que

lim f(z) = L.

zZ—>20

Seja (z,) ¢ AN {2z} tal que lim z, = zy. Temos:

(a) lim f(z,) = L.

(b) Se f é continua em zy entdo, lim f(z,) = f(z0).
Prova. Seja e > 0 arbitrario.

(a) Seja d > 0 tal que se 0 < |z - 2| < 0, e z € A, entao |f(z) - L| < e. Por

hipétese, existe ng € N tal que |z, — zo| < § se n > ng. Logo,

se n>ng entdo |f(z,) - L| <e.
(b) Segue de (a)#

2.34 Corolario. Sejam AcC e f: A— C. Entao, f € continua em zyp € A se e

50 se temos lim f(z,) = f(z0) para toda sequéncia (z,) c A tal que lim z, = 2.

Prova. Solicitamos ao leitor verificar #

2.35 Teorema. Seja f: K — C continua e K compacto em C. Entao, f(K) €

compacto.
Prova.

Dada uma sequéncia (f(z,)) em f(K), com (z,) c K, pelo Teorema 2.24(d)
existe uma subsequéncia (z,,) convergente a um ponto z € K. Pelo Co-

rolario 2.34 segue
lim f(zn,,) = f(2).
Logo, pelo Teorema 2.24(d), f(K) é compacto #

Uma f:A— C é limitada se existe M tal que |f(a)| < M, para todo a € A.
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2.36 Teorema de Bolzano-Weierstrass. Seja K compacto em C e f: K - R

continua. Entdo, f assume mdximo e minimo em K.

Prova.

Trocando f por —f, vemos que basta mostrar que f assume um maximo.

Pelo Teorema 2.35, a imagem f(K') é limitada e fechada. Pelas propriedade

do supremo e da aproximacao, existe M = sup f(K) com M em f(K) =

f(K)»

2.37 Definigao. Uma funcgao f: X — C, onde X c C, € uniformemente continua

se, dado € >0, existe 6 >0 satisfazendo

Ilf(p)-f(q)|<eselp—ql<d [ondepeX eqe X].

2.38 Teorema. Sejam K um compacto, em C, e f: K — C continua. Entao, f

¢ uniformemente continua.

Prova. Por contradicao.

Seja € > 0 tal que para todo ¢, = 1/n, existem a,, e b,, ambos em K, tais

que
1

la, —by| < — e |f(an) = f(by)|>€, paratodon=1,2,3,....
n

Pelo Teorema 2.24(d), a sequéncia (a, ) tem uma subsequéncia (a,, ) conver-
gente a algum p em K [a sequéncia (ny) é estritamente crescente e ny — oo

se k > o0]. Se k — o0, entao n—lk — 0 e portanto
|an, — bn,| = 0.
Logo, a sequéncia (b, ) também converge a p. Pela continuidade de f segue
0< e lim [f(an,) £ (ba) =1 (0) - (2)] = 0

2.39 Definigao. Uma fungao f: X - C, onde X c C, é de Lipschitz se existe

C > 0 satisfazendo

lf(p) - f(@)| < C|p-q|, para quaisquer p e ¢ no conjunto X.
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2.10 - Conexidade em R e em C

Seja X c R c C. Destaquemos que
{UnX:U é aberto em R} ={V n X :V é aberto em C}.

[Se U é aberto em R, temos U =V NnR com V aberto em C e consequentemente
UnX =VnRnX =V nX. Por outro lado, se V é aberto em C, temos
VAX=VnXnR=(VnR)nX com VnR aberto em R.]

Se A e B sao conjuntos disjuntos indicamos sua unido disjunta por
AuB.

Dizemos que X c R é um intervalo se dados a,be X, entdo {t:a<t<b} c X.

O conjunto @ e também todo conjunto unitario {x}, onde z € R, sao intervalos.

2.40 Definigao. Seja X c K. Um subconjunto A de X € aberto em X se existe

um aberto O em K tal que
A=0nX.

Analogamente, um subconjunto B de X, ¢ fechado em X se existe um fechado F

em K tal que
B=FnX.

E facil ver que A é aberto em X se e s6 se X \ A (o complementar de A em

relagao a X)) é fechado em X. Basta notarmos que dados X e O em K temos,
A=0nX < X A=(K\0)nX,

e também que um conjunto O é aberto em K se e s6 se K\ O é fechado em K.

Os conjuntos X e @ sao ambos abertos e fechados em X.

2.41 Definigao. Seja X c K. Dizemos que X €

o conexo, se seus unicos subconjuntos abertos e fechados em X sdao: X e @&;
o desconexo, se X nao € conexo.

Intuitivamente, um conjunto conexo é formado por “um tnico pedago”.
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Dado X c K, temos que X é desconexo se e somente se existe A ¢ X, com
A+ ae A+ X, tal que A é aberto em X e também fechado em X. Assim

decompomos

X=Au(X\A),

com A e X \ A nao vazios, disjuntos e abertos em X.
O par (A, B), com B =X\ A, é chamado uma cisdo de X.

Segue que X é conexo se e somente se X nao admite uma cisao.
Claramente R* =R \ {0} é desconexo, e o par ((-00,0), (0, +00)) cinde R*.

O conjunto @ é conexo. Todo conjunto unitario X = {z} c K é conexo.

2.42 Definigao. Dizemos que X c C é conexo por caminhos se dados p € X e

q € X, existe uma curva (caminho) continua em X que une (conecta) p e q:

7:[0,1] > X tal que ¥(0)=p e v(1)=q.

(1)

Figura 2.7: ITlustracao a um conjunto conexo por caminhos

Um conjunto X c C, é convexo se dados p e X e g € X entao, o segmento

[p,q]l={p+t(qg-p):0<t<1}

estd contido em X. Evidentemente, todo conjunto convexo é conexo por cami-
nhos.

O conjunto ilustrado na figura acima nao é convexo.
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2.43 Proposicao. Seja X c C, com X conexo por caminhos. Entao, X é conexo.
Prova. Por contradicao.

Suponhamos existir uma cisao (A, B) de X. Entéo, existem a € Ae be B
[a # b]. Seja v:[0,1] > X = AYB uma curva continua com v(0) = a e
~v(1) =b.

O conjunto

T={te[0,1]:~(t) € A}

¢ nao vazio e limitado. Sejam A e B abertos em C tais que A =An X e
B=BnX. Entao, 7(0) =ae€Ae (1) =be B e, como v é continua, existe
e > 0 tal que ’}/([0,6)) cAnX =Aey((1-¢1])cBnX =B. Logo,
to = supT € (0,1) e, entdao, ou y(ty) € A ou y(tp) € B. Analisemos tais
possibilidades.

o Sey(tg) € A= AnX entao existe r > 0 tal que 7((150—7“, t0+r)) cAnX = Af

o Se y(ty) € B =BnX entao existe r > 0 tal que 7( (to—7,to+T1) ) cBnX =B.
Mas, por definicao de sup, no intervalo (to—r,ty] existe t; tal que y(t,) € Af

Exercicio. O conjunto X = {(z,sin1):0 <2 < 1}U{(0,0)} é conexo mas nio &

conexo por caminhos.

2.44 Corolario. Seja v:[0,1] = C continua. Entdo, a imagem de ~y € coneza.
Prova. A imagem de v é um conjunto conexo por caminhos. Logo, conexo#
2.45 Teorema. Seja X c R. Entdao, X € conexo se e s6 se X é um intervalo.

Prova. J4 vimos que X =@ e X unitario sao conexos e também intervalos.

(=) Por contradigao. Consideremos distintos a,b € X e um ponto c € (a,b) \ X.
O par ((—oo,c) n X, (¢, +00) mX) cinde X7

(<) Todo intervalo é convexo. Logo, conexo por caminhos e entdo conexo#

2.46 Teorema do Valor Intermedidrio. Seja f:[0,1] = R continua. Seja c

um nimero real entre f(0) e f(1). Entao, existe t € [0,1] tal que f(t) =c.

Prova. Pelo Corolario 2.44 e Teorema 2.45, a imagem de f é um intervalo®
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Uma componente de X, com X c C, é um subconjunto conexo maximal de X.

Seja X c C e J um conjunto de indices. As seguintes propriedades sao validas.

(a)

(b)
()
()

Se C; é conexo, onde C; c X para cada jeJ, e ﬁJ C; + @, entao
je

|J C; é conexo.
jeJ

Dado z € X, existe uma (tinica) componente de X que contém z.
As componentes distintas de X sao disjuntas.

X se decompoe de forma tnica como unidao de uma familia (C;),e; de con-

juntos conexos maximais (componentes conexas) dois a dois disjuntos.

Verificagao.

(a)

()
()

Por hipétese, podemos considerar um ponto w na intersecgao (; Cj.

Seja A um subconjunto de U; C}, com A aberto e fechado em U; C;. Entao,

o complementar B = (U, C;) \ A também ¢é aberto e fechado em U, C;.
Evidentemente, w € A ou w € B.
Basta entao mostrarmos que se w € A entao A =J; C;. Suponhamos w € A.

Fixemos j € J. E trivial verificar que AnCj é aberto e fechado em Cj.

Obviamente, w € An C;. Portanto, ja que C; é conexo temos AnC; = Cj.

Mostramos que C; c A para todo j. Portanto, A =U; Cj.

Seja C'(x) a uniao dos subconjuntos conexos de X que contém z [como {z}

é conexo, x € C'(x)]. Por (a), o conjunto C(z) é conexo.

Supondo C(z) cY c X, com Y conexo, segue que x €Y e Y c C(x). Logo,
Y = C(x). Isto é, C'(x) é um conexo maximal. Concluimos entao que C'(x)

é uma componente contendo x.
Segue trivialmente de (a). Por favor, verifique.

Segue de (b) e (¢). Por favor, verifique.
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2.11 - Apéndice - Conexidade em Espacgos Métricos

Fixemos um espaco métrico (X, d). Indiquemos tal espago métrico por X.

Analogamente a K, o espago métrico X é dito conexo se seus unicos subcon-
juntos que sao abertos e também fechados sao @ e X. Ainda, X é desconexo (ndo
conexo) se existirem subconjuntos abertos, e também fechados, A e B de X, nao

vazios e disjuntos e satisfazendo
X =AuB.

O par (A, B) é uma cisdo de X.

Se C' ¢ X, entao C' é um subconjunto conexo do espago métrico (X,d) se
o sub-espago métrico (C,d) é conexo. Uma componente (conexa) de X ¢é um

subconjunto conexo maximal [que indicaremos por C] de X.

Seja Y contido em X. Consideremos em Y a métrica induzida pela métrica
de X. Abusando da notacao, indiquemos ainda por d a métrica entao induzida.
E trivial mostrar que um conjunto é aberto no espago métrico (Y, d) se e somente

se ele é da forma ONnY, com O aberto em X. Passando ao complementar, temos
YN(OnY)=(X\N0)nY

e vemos que um conjunto é fechado em Y se e s6 se ele é da forma FFnY, com
F fechado em X. O conjunto O nY ¢ dito um aberto relativo. Analogamente, o

conjunto F'nY é chamado um fechado relativo.

E costume chamar os abertos [fechados] de Y de abertos relativos [fechados
relativos|, para evitar confundi-los com os abertos e fechados de X. Abertos

[fechados| relativos de Y nao s@o necessariamente abertos [fechados| de X.

Segue entdao que Y [com Y c X] é desconexo se e somente existem A e B
abertos em X satisfazendo Y = (AnY)uw(BnY), com AnY e BnY néo vazios.

Observemos que AnY e BnY sao abertos relativos e também fechados relativos.

A nocao de conexidade é absoluta. Isto é, dados C'; Y e X, com CcY c X,
entao C' é conexo em Y se e somente se C' é conexo em X. Isto é verdade pois a

métrica que X induz em C' e a métrica que Y induz em C sao as mesmas.
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2.47 Proposigao. Seja (X,d) um espago métrico.

(a) Se C; € conexo, com Cjc X ejeJ, e NC;+@, entio U C; € conexo.
jed

jeJ

(b) Dado x € X, existe uma (tinica) componente de X que contém z.

(c) As componentes distintas de X sao disjuntas.

(d) X se decompoe de forma unica como unido de uma familia (C;);e; de con-

juntos coneros maximais (componentes conexas) dois a dois disjuntos.

(e) Se C é um subconjunto conexo de X entio C € conexo.

(f) As componentes de X sao fechadas.

Prova.

(a)

Seja A um subconjunto de U; C;, com A aberto e fechado em U; C; e nao
vazio. B entdo facil ver que An C; ¢ aberto e fechado em C}, para cada j.
Ja que C; é conexo, temos AnC; = @ ou AnC; = C;. Como A # @, existe ja
em J tal que AnCj, +#+@. Logo, AnC,, =Cj, e C;, c A. Entao, devido a
hipétese, para j arbitrario temos @ # C;nC;, c C;nA, com C;n A aberto e
fechado em Cj. Pela conexidade de C; segue C;n A = C;. Logo, A=U;Cj.

Seja C'(z) a unido dos subconjuntos conexos de X que contém z [como
{z} é conexo, x € C(x)]. Por (a), o conjunto C(z) é conexo. Supondo
C(x)cY c X, comY conexo, segue que z € Y eY c C(z). Logo, Y = C(x).

Isto é, C(x) é um conexo maximal, donde uma componente, contendo x.
Segue trivialmente de (a). Por favor, verifique.
Segue de (b) e (¢). Por favor, verifique.

Seja C' = Aw B uma cisido de C, com A= AnC e A aberto em X. Entao,
A é um aberto (relativo) ndo vazio em C e portanto A n C é nao vazio.
Também temos AnC = AnC e portanto AnC é aberto (relativo) em C.
Analogamente para B. Assim, C'= (AnC)u(BnC) é uma cisao para C

Se C é uma componente de X, por (e) o conjunto C é conexo. Como C

contém o conexo maximal C, concluimos que C =C#
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2.12 - Apéndice - Espagos Métricos

Listamos aqui as principais defini¢oes e propriedades de espagos métricos.

Seja X um conjunto nao vazio.

Uma métrica sobre X é uma fungao d: X x X - R tal que:

o d(x,y) >0, para todo (z,y) em X x X, e d(z,y) =0 se e somente se = = y.

o (simetria) d(z,y) = d(y,x), para todo (x,y) em X x X.

o (desigualdade triangular) d(z,y) < d(z, z)+d(z,y), para todos z, y, z em X.
Notacao. Consideremos x em X e um nimero r > 0.

o B(x;r)={yeX:d(y;x)<r}, é abola aberta de centro x e raio r.

o D(z;r)={yeX:d(y,x) <r}, é adisco de centro z e raio 7.

o S.(x)={yeX:d(y,x) =7}, é a circunferéncia de centro x e raio r.
Definicao. Seja A um subconjunto de X.

o A é aberto se para cada a € A existe r > 0 tal que B(a;r) c A.

o A é fechado se A°=X \ A é um conjunto aberto.

o Um ponto a € A é ponto interior a A se existir r > 0 tal que B(a;r) c A. O

interior do conjunto A é int(A) = {a € A:a é ponto interior a A}.

o Um ponto z € X é um ponto de aderéncia de A (ou, aderente a A) se temos

B(z;r)n A # @, qualquer que seja 7 > 0. O fecho do conjunto A é

A={reX:zéponto de aderéncia de A}.

o Um ponto x € X é ponto de fronteira de A se para todo r > 0 temos
B(x;r)nA+@ e B(x;r)nA°+@.

A fronteira de A 6 0A = {x € X : x é ponto de fronteira de A}.
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o

Um ponto = € X é chamado um ponto de acumulacdo de A se temos
B(z;r)n (A~ {z}) # @, para todo r > 0.

O derivado de A é o conjunto A’ = {x € X : x é ponto de acumulagao de A}.

o

Um ponto a € A, é um ponto isolado de A se existe algum r > 0 tal que
B(a;r)nA={a}.
O conjunto A é discreto se todo ponto de A é isolado.

O conjunto A é denso em X se A= X.

o}

(e}

O didmetro de A é diam(A) = sup{d(x,y): x,y € A}.

(e}

O conjunto A ¢ limitado se diam(A) < co.

o

Uma cobertura de A é uma familia {V; : j € J} de subconjuntos de X

satisfazendo A c Uje; V.

o A é compacto se toda cobertura de A por conjuntos abertos (cobertura

aberta) admite uma subcobertura finita.

Definicao. Seja z um ponto em um espago métrico X. Um conjunto V c X é

uma vizinhanga de x se existir uma bola B(z;7), com r >0, contida em V.

Proposicao. Seja X um espaco métrico. Valem as propriedades abaixo.

o X e @ sao abertos e fechados.

<o

Toda bola aberta é um conjunto aberto.

o

A uniao de qualquer familia de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

<

A interseccao de uma familia de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

<

A interseccao de uma familia finita de conjuntos abertos é um aberto.

<

A unidao uma familia finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
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Proposigao. Seja A c X, com (X, d) métrico. Valem as propriedades abaixo.
o 0A=ANint(A). o A=int(A)UdA=AUA.

o A é fechado se e s6 se A > 0A. o A é fechado se e sd se Ao A’.

Definigao. Seja (z,)y uma sequéncia contida em X. Dizemos que

o (x,)convergeax € X se lim d(z,,z)=0. Utilizamos as seguintes notagoes:
n—+0o

. , X
T, = X sen—+oo e, limzx, =, e também x, — z.

o (z,) é uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe N € N tal que

temos d(z,,x,) < €, quaisquer que sejam n,m > N.
Proposicao. Seja (X, d) um espago métrico, (x,) uma sequéncia em X e x € X.
(a) Se (z,) é de Cauchy e admite subsequéncia convergente a z, entao z,, > .

(b) (x,) admite uma subsequéncia convergente a x se e somente se para quais-

quer € >0 e N em N, existe n> N tal que d(z,,z) <e.
Definigao. Seja (X, d) um espaco métrico. Dizemos que
o X é separavel se X contém um subconjunto denso e enumeravel.

o X possui um base enumerdvel de abertos se existe uma colecao enumeravel
de abertos de X tal que todo aberto de X é uma reuniao de elementos da

citada colecao.
o X é completo se toda sequéncia em X e de Cauchy é convergente em X.
Proposicao. Seja X um espago métrico e £ ¢ X. Valem as propriedades abaixo.
o Xé separavel se e somente se X possui uma base enumeravel de abertos.
o Dado z em X, temos que x € E se e s6 existe (zn)n c E tal que z,, - x.

o Suponhamos X completo. Entao, I/ é completo se e somente se I é fechado.
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Definigao. Sejam (X, d) e (Y, p) espagos métricos e f: X — Y uma funcao.
o Dizemos que f é continua em p € X se para todo € > 0 existe § > 0 tal que

p(f(z), f(p)) <€, para todo x € X satisfazendo d(z,p) < 4.
Ainda, f é continua se f é continua em cada ponto de X.
o Dizemos que f é uniformemente continua se dado € > 0, existe § > 0 tal que

p(f(z), f(z')) <€, para quaisquer z,2” € X satisfazendo d(z,z') <.

o Seja p um ponto de acumulacao X e L € Y. Escrevemos lim f(x) = L se,
T—=>p

para todo € > 0 existe algum ¢ > 0 tal que temos

p(f(z), L) <e, para todo z satisfazendo 0 < d(z,p) <.

o Dizemos que f é localmente uniformemente continua se para cada = € X

existir alguma vizinhanca de x na qual f é uniformemente continua.
o Dizemos que f é de Lipschitz ou lipschtziana se existe algum M > 0 tal que
p(f(x); f(x")) < Md(xz;2"), quaisquer que sejam x,z' € X.

o Dizemos que f é localmente lipschitziana se para cada x € X existe alguma

vizinhanca V' de x na qual f é lipschitziana.
o Dizemos que f é bicontinua (um homeomorfismo) se f é continua, bijetora e

f 1Y - X étambém continua.

Proposicgao. Seja f:(X,d) — (Y, p) uma fungdo. Valem as afirmagoes abaixo.

o f é continua em um ponto p € X se e s6 se dado € > 0 existe § > 0 tal que
F(B(p;0)) < B(f(p);e)-

o f é continua se e s6 se f~1(0) é aberto em X, para todo O aberto em Y.

o f é continua em p se e somente se 161_1}; f(x)=f(p).

o f é continua em p se e somente se temos

lim f(x,) = f(p), para toda sequéncia (z,) c X tal que limz, = p.
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Teorema. Seja f:(X,d) - (Y,p) uma fun¢ao continua e K um subconjunto
compacto de X. Entao, f(K) é compacto em Y .

Prova.

Consideremos uma cobertura aberta: f(K) cU;O,. Entao, K c Uy f1(0;)
é uma cobertura aberta. Como K é compacto, obtemos uma subcobertura
finita

K c f(05)u-u fH(0)y).

Logo, f(K)cOj, u--uO;j, »

Defini¢ao. Sejam E e F subconjuntos de X, com (X, d) um espago métrico.

o A distancia entre E e F ¢

d(E;F)=sup{d(x,y):xe EeyeF}.

o A bola aberta centrada em E e de raio r é

B(E;r)={zxeX :d(x;E)<r}.

Definicao. Dado um conjunto X, a diagonal de X x X ¢é
A={(z,x):zeX}.

Definicao. Duas métricas d; e do, sobre X, sao métricas equivalentes se existem

constantes m e M tais que
mdy (x,y) <dy(x,y) < Mdy(x,y), para todo x,y € X.

Métricas equivalentes induzem os mesmos abertos em X.

Proposicao. Sejam (X,d) e (Y,p) espagos métricos. As seguintes expressoes

definem métricas equivalentes sobre X x Y:

Daoma((z1,51); (22, 82)) = d(z1,22) + p(y1, 92),
Dinaximo((21,91); (22,92)) = max{d(z1,22), p(y1,%2)},
D((gjlvyl);(x%y?)) Z\/d($1>$2)2+P(y1,y2)2-

36



Oswaldo Rio Branco de Oliveira
2.13 - Apéndice - Espacos Topolégicos
Definicao. Seja X um conjunto nao vazio e 7 uma colecao de subconjuntos de
X. Dizemos que 7 é uma topologia sobre X se:
o X e @ pertencem a 7.

o A uniao qualquer de conjuntos pertencentes a 7 também pertence a 7.

o A interseccao de uma familia finita de conjuntos pertencentes a 7 também

pertence a 7.

Definigao. Se 7 é uma topologia sobre X, o par (X,7) é dito um espago to-

poldgico. Os conjuntos pertencentes a colecao 7 sao chamados abertos.
Definig¢ao. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Um conjunto F' c X é dito fechado
se seu complementar F¢= X \ F' é aberto.
Propriedades. Seja (X, 7) um espago topoldgico.

o X e @ sao conjuntos fechados.

o A interseccao de uma familia qualquer de conjuntos fechados é um fechado.

¢ A unido uma familia finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Definigao. Seja (X,7) um espaco topoldgico e x € X. Uma vizinhanga de z é

um conjunto arbitrario V c X tal que existe um aberto O e 7 tal que xr e O c V.

Definigao. Seja A um subconjunto de X.
o a € A é ponto interior a A se existir um aberto O € 7 tal que a € O c A.

o O interior de A é

int(A) = {a € A:a é ponto interior a A}.
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o

Um ponto z € X é um ponto de aderéncia de A (ou, aderente a A) se temos

O n A + @, qualquer que seja o aberto O que contém .

o

O fecho do conjunto A é

A={xeX:zéponto de aderéncia de A}.

o x € X é ponto de fronteira de A se para todo aberto O que contém z temos
OnA+@ e OnA°+a.

A fronteira de A é 0A = {x € X : x é ponto de fronteira de A}.

o x € X é ponto de acumulagao de A se dado um aberto O contendo x temos
On(AN{z})#2.

O derivado de A é o conjunto A’ = {x € X : x é ponto de acumulagao de A}.

o

Um ponto a € A é um ponto isolado de A se existe algum aberto O tal que
OnA={x}.
O conjunto A é discreto se todo ponto de A é isolado.

O conjunto A é denso em X se A= X.

o

(e}

Uma cobertura de A é uma familia {V; : j € J} de subconjuntos de X

satisfazendo A c Uje, V.

(e}

A é compacto se toda cobertura de A por conjuntos abertos admite subco-

bertura finita.

Definigao. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que X possui um base
enumerdvel de abertos se existe uma colegao enumeravel de abertos de X tal que

todo aberto de X é uma reuniao de elementos da citada colecao.
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Definicao. Sejam X e Y espacos com suas respectivas topologias e f: X - Y.

o Dizemos que f é continua em p € X se para toda vizinhanga (aberta ou nao)

V' de f(p), existe uma vizinhanca (aberta ou nao) O de p tal que
f(O)eV.
Dizemos que f é continua se f é continua em cada ponto de X.

o Dizemos que f é um homeomorfismo se f é continua, bijetora e

f1:Y - X é também continua.

Proposicao. Sejam X eY espacos topoldgicos e f: X - Y. Entao, f é continua
se e somente se f~1(0O) é aberto em X, para todo O aberto em Y .

Prova. Exercicio.

Teorema. Sejam X e Y espacos topologicos, f : X — Y continua e K um
subconjunto compacto de X. Entao, f(K) é compacto em Y.

Prova.

Consideremos uma cobertura aberta: f(K) cU;O;. Entao, K c U, f1(0;)
é uma cobertura aberta. Como K é compacto, obtemos uma subcobertura

finita
Kc f(0;)u-uU f(0y).

Logo, f(K)c O, u-—-u0;,#
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