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1 Introdução

Os teoremas do tipo Ramsey têm sido extensivamente estudados durante a
última década. Eles enquadram-se na classe de problemas que chamamos de
extremais. Neste tipo de problema, normalmente procura-se funções limiares
para o tamanho de certas estruturas de modo que sempre seja possível en-
contrar nestas estruturas uma certa subestrutura. O exemplo mais clássico
de teorema tipo Ramsey é o seguinte: dados k, l, existe R(k, l) ∈ N tal que
se as arestas de um grafo completo com pelo menos R(k, l) são coloridas com
duas cores então deve existir uma clique monocromática da cor 1 de tamanho
k ou uma clique monocromática da cor 2 de tamanho l. Um outro exemplo
é o Teorema de Van Der Waerden: se os inteiros positivos são coloridos com
duas cores então existem progressões aritméticas monocromáticas arbitrari-
amente grandes. As generalizações naturais dos resultados acima para mais
de duas cores também são verdadeiras.

Nas últimas duas décadas, Teoria de Ramsey deixou de ser um emaran-
hado de problemas e teoremas e tornou-se uma subdisciplina coesiva da
análise combinatória. Contudo, ainda hoje, muitos são os problemas em
aberto na área. Não sabemos sequer determinar o comportamento assin-
tótico de R(k, l).

Nesta monogra�a, apresentamos a prova de Shelah de um resultado clás-
sico em Teoria de Ramsey para hipercubos �nitos, o Teorema de Hales-
Jewett. A partir deste, deduzimos o Teorema de Van der Waerden como
corolário. Fazemos também uma análise numérica do resultado obtido. Após
isto, introduzimos o Lema da Regularidade de Szemerédi como ferramenta
para resolver problemas da Teoria de Ramsey em grafos, e mostramos uma
de suas belas aplicações. Ao longo da monogra�a, também comentamos al-
guns resultados recentes da área. Grande parte da monogra�a baseia-se em
[3] e [5].
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2 Alguns resultados Clássicos

De�nição 1. Escrevemos n → (l) se para qualquer 2-coloração, isto é,
coloração que usa apenas duas cores, das arestas de um grafo completo com n
vértices podemos encontrar uma clique monocromática de tamanho k. Mais
geralmente escrevemos n → (l1, . . . , lr) se para qualquer r-coloração das
arestas do grafo completo com n vértices podemos encontrar uma clique mono-
cromática da cor i. Desta maneira n → (l, l) e n → (l) denotam a mesma
coisa.

De�nição 2. A função de Ramsey R(l1, . . . , lr) : Nr → N denota o menor
inteiro n tal que

n → (l1, . . . , lr).

Em particular R(l, l) = R(l).

Teorema 3 (Ramsey). A função R de Ramsey está bem de�nida, isto é,
para toda tupla (l1, . . . , lr) ∈ Nr existe n tal que

n → (l1, . . . , lr).

Prova: Façamos primeiro o caso em que r = 2. Para tanto, faremos
indução sobre l1 e l2. Note que R(l, 2) = R(2, l) = l. Agora assuma, por
indução, que R(l1, l2 − 1) e R(l1 − 1, l2) existem. A�rmamos que

R(l1, l2 − 1) + R(l1 − 1, l2) → (l1, l2).

Seja G o grafo completo com n vértice, n = R(l1, l2− 1) + R(l1− 1, l2). Fixe
uma 2-coloração χ de G. Escolha um vértice x ∈ V (G) qualquer e de�na

V1 = {y ∈ V (G) : χ(x, y) = 1},

V2 = {y ∈ V (G) : χ(x, y) = 2} = V (G)− V1 − {x}
Então |V1|+ |V2| = n− 1, de modo que

1. |V1| ≥ R(l1 − 1, l2) ou

2. |V2| ≥ R(l1, l2 − 1).

Assuma que (1) ocorre. Pela de�nição de R, V1 possui uma clique monocromá-
tica da cor 2 de tamanho l2 ou possui uma clique monocromática da cor 1
de tamanho l1 − 1. No primeiro caso já encontramos o que queríamos. No
segundo caso, podemos acrescentar x à clique de tamanho l1−1 e obter uma
clique de tamanho l1 da cor 1 donde também encontramos o que queríamos.
O caso em que (2) ocorre é análogo.
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Finalmente, o caso em que r > 2 também é tratado de maneira análoga.
Basta fazermos a indução sobre l1, . . . , lr após veri�car que:

2 +
r∑

i=1

R(l1, . . . , li−1, li − 1, li+1, . . . , lr)− 1 → (l1, . . . , lr).

�
A partir desta prova concluímos também que

R(l, k) ≤ R(l, k − 1) + R(l − 1, k).

E a partir desta equação é fácil provar por indução que

R(l, k) ≤
(

k + l − 2

k − 1

)
.

Em particular no caso em que l = k temos

R(l) ≤
(

2l − 2

l − 1

)
.

Teorema 4. 2l/2 ≤ R(l) ≤ 22l−2

Prova: O lado direito da equação é uma conseqüência da observação
acima já que: (

2l − 2

l − 1

)
≤ 22l−2

√
l
≤ 22l−2.

Para a segunda parte, considere um grafo completo G com n vértices, e pinte
cada aresta de G com uma entre duas cores com probabilidade igual a 1/2
para cada cor e independente para cada aresta. Para W ⊂ G, |W | = l,
considere a variável aleatória indicadora XW tal que XW = 1 se G[W ] é
monocromático e XW = 0 caso contrário. Seja também X =

∑
W XW .

Se n < 2l/2 temos,

E (X) =

= E

(∑
W

XW

)
=
∑
W

E (XW ) =
∑
W

P(XW = 1)

=
∑
W

2

(
1

2

)(l
2)

=

(
n

l

)
21−(l

2) ≤ nl

l!
· 21+ 1

2 · 1

2l2/2

≤
(
2l/2
)l · 21+ l

2

l!
· 1

2l2/2
< 1.
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Logo existe coloração do grafo completo com n vértices, n = 2l/2, que não
possui clique monocromática. �

Como conseqüência do teorema acima temos que:
√

2 ≤ lim inf R(s)1/s ≤ lim sup R(s)1/s ≤ 4.

Calcular o valor de lim R(s)1/s é um problema em aberto. Na verdade nem
sequer sabemos se este limite existe. Entre os problemas que envolvem o
comportamento assintótico da função de Ramsey este é um dos mais célebres.

3 O Teorema de Hales-Jewett

Neste seção ampliamos um pouco nosso escopo e vamos provar um teorema
mais geral do que o teorema de Ramsey original. Escolhemos este teorema
pois o mesmo possui uma prova bastante elegante e pelo fato de que vários
outros resultados podem ser deduzidos a partir dele.

Começamos de�nindo a notação:

De�nição 5. De�nimos Cn
t , o hipercubo n-dimensional sobre t elementos,

como
Cn

t = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ {0, 1, . . . , t− 1}}.

Uma reta em Cn
t é uma seqüência de pontos X0, . . . , Xt−1, Xi = (xi1, . . . , xin)

tal que para cada coordenada j, 1 ≤ j ≤ n temos:

x0j = x1j = . . . = xt−1,j

ou
xsj = s ∀0 ≤ s < t.

Ademais a segunda opção deve acontecer para alguma coordenada, a�m de
evitar o caso em que todos os pontos da reta seriam iguais.

Note que esta de�nição difere da de�nição tradicional de reta, de modo
que algumas retas euclidianas não são retas na nossa de�nição, mas as retas
que de�nimos sempre são retas euclidianas.

O teorema de Hales-Jewett a�rma que para todos r, t ∈ N existe um
inteiro N0 = HJ(r, t) tal que para todo N > N0 vale: se os vértices de CN

t

são coloridos com r cores então podemos encontrar uma reta monocromática.
A prova que faremos aqui é devida ao matemático Saharon Shelah e data

de 1987. A beleza desta prova está no fato de que os valores encontrados
para HJ(r, t) são bem menores do que os das provas existentes até então.
Antes de continuar, precisamos estabelecer mais algumas notações.
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De�nição 6. Uma linha de Shelah em Cn
t é uma conjunto de pontos l1, l2, ..., lt ∈

Cn
t com li = (li1, . . . , lin) tal que existem i, j com 1 ≤ i < j ≤ n tais que:

lks =


t− 1, s ≤ i
k, i < s < j
t, j < s

Neste exemplo e nos que seguem, usaremos t = 26 e associamos ao con-
junto {0, 1, . . . , t− 1} o conjunto das letras A = {A, B, C, . . . , Z} na ordem
usual. Omitimos parênteses e virgulas por simplicidade, sempre que isto não
causar confusão. Para n = 9, i = 2, j = 5 a linha de Shelah tem a forma:

Y Y A A A Z Z Z Z

Y Y B B B Z Z Z Z

...

Y Y X X X Z Z Z Z

Y Y Y Y Y Z Z Z Z

Y Y Z Z Z Z Z Z Z

Observe ainda que as linhas de Shelah são retas de Cn
t , no sentido que

de�nimos anteriormente.

De�nição 7. Chamamos de pontos de Shelah os elementos de Cn
t que per-

tencem a alguma linha de Shelah. Veja que um ponto de Shelah é inteiramente
determinado por parâmetros i, j, k com 1 ≤ i < j ≤ n e 1 ≤ k ≤ t, de modo
que Cn

t contêm no máximo
(

n+1
2

)
t pontos de Shelah.

De�nição 8. Finalmente de�nimos um s-espaço de Shelah. Dados n1, . . . , ns

e n = n1 + . . . + ns, podemos associar Cn
t a Cn1

t × Cn2
t × . . .× Cns

t . Se Lj é
uma linha de Shelah em C

nj

t ∀ 1 ≤ j ≤ s então chamamos L1 × . . .× Ls de
um s-espaço de Shelah.

Exemplo 9. Com n1 = 5 e n2 = 9:

{Y ααZZY Y βββZZZZ : α, β ∈ A}

forma um plano de Shelah. Podemos de�nir o isomor�smo canônico φ :
L1 × . . . × Ls → Ct

s dado por φ(υ) = α1 . . . αs onde αj são as coordenadas
que variam no j-ésimo bloco de υ. Por exemplo,

φ(Y ααZZY Y βββZZZZ) = αβ.
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A prova de Shelah �xa o parâmetro r, que representa o número de cores,
e usa indução sobre t, o tamanho do alfabeto. Estamos interressados em
certas colorações dos hipercubos que facilitem o passo de indução. Para
tanto de�nimos:

De�nição 10. Uma coloração χ de Cs
t é chamada fliptop se tem a seguinte

propriedade: se P e Q são dois pontos de Cs
t que possuem exatamente as

mesmas coordenadas, exceto em uma posição na qual eles possuem os valores
t− 1 e t, então P e Q possuem a mesma cor.

De�nição 11. Seja L1× . . .×Ls um s-espaço de Shelah e φ : L1× . . .×Ls →
Ct

s seu isomor�smo canônico. Uma coloração χ de L1 × . . .× Ls é chamada
fliptop se a coloração χ′ de Cs

t dado por χ′(P ) = χ[φ−1(P )] é fliptop. Em
particular, uma linha de Shelah é fliptop sobre uma dada coloração se seu
penúltimo e último ponto têm a mesma cor.

Lema 12. Dados n e c com n ≥ c, considere uma c-coloração qualquer de
Cn

t . Então existe uma linha de Shelah fliptop.

Prova: Para 0 ≤ i ≤ n de�na Pi = (xi1, . . . , xin) pondo:

xij =

{
t− 1, j ≤ i
t, j > i.

Como n + 1 > c pelo principio de Dirichlet dois destes pontos Pi, Pj tem
a mesma cor. Estes dois pontos são os últimos pontos da linha de Shelah
l1, . . . , lt com lk = (lk1, . . . , lkn) dado por:

lks =

{
t− 1, j ≤ i
t, j > i.

�

Exemplo 13. Para n = c = 5, dois dos seguintes pontos ZZZZZ, YZZZZ,
YYZZZ, YYYZZ, YYYYZ, YYYYY têm a mesma cor. Se digamos, YZZZZ
e YYYZZ tem a mesma cor então L = {Y ααZZ : α ∈ A} é fliptop.

O próximo teorema é a chave fundamental para o passo de indução.

Teorema 14. Sejam r, s, t inteiros positivos �xos. De�na n1, . . . , ns por:

n1 = rts−1

n2 = r(
n1+1

2 )ts−1

.
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E em geral, tendo de�nido ni, de�na

Ai =

[∏
j≤i

(
nj + 1

2

)]
ts−1

e em seguida
ni+1 = rAi .

Finalmente se n = n1 + . . . + ns então para qualquer r-coloração χ de Cn
t

existe um s-espaço de Shelah fliptop.

Prova: Associamos Cn
t com Cn1

t ×. . .×Cns
t e escrevemos os pontos y de Cn

t

como y = (y1, . . . , ys) onde yj ∈ C
nj

t . De�nimos uma relação de equivalência
sobre Cns

t dada por:
ys ≡ y′s ⇔ (y1, . . . , ys−1, ys) e (y1, . . . , ys−1, y

′
s) possuem a mesma cor

para todos os pontos de Shelah y1, . . . , ys−1, yi ∈ Cni
t

Existem no máximo As−1 escolhas para y1, y2, . . . , ys−1, logo há no má-
ximo rAi classes de equivalência. A relação ≡ pode ser considerada com uma
ns-coloração χ′ de Cns

t . Aplicando o lema, existe uma linha de Shelah fliptop,
Ls ⊂ Cns

t sobre χ′. Suponha agora, por indução reversa, que temos de�nidas
linhas de Shelah Ls, . . . , Li+1. De�nimos uma relação de equivalência sobre
Cni

t fazendo yi ≡ y′i se e somente se

(y1, . . . , yi−1, yi, zi+1, . . . , zs) e (y1, . . . , yi−1, y
′
i, zi+1, . . . , zs)

possuem a mesma cor para todos os pontos de Shelah (y1, . . . , yi−1) e para
todas as escolhas de zi+1 ∈ Li+1, . . . , zs ∈ Ls. Existem no máximo

(
nj+1

2

)
t es-

colhas para casa yj, 1 ≤ j ≤ i−1 e no máximo t escolhas para cada zj, i+1 ≤
j ≤ s, já que as linhas Li+1, . . . , Ls já estão determinadas. Logo, temos ao
todo no máximo Ai−1 escolhas possíveis para y1, . . . , yi−1, zi+1, . . . , zs donde
existem no máximo rAi−1 classes de equivalência. Novamente, podemos con-
siderar esta relação como uma coloração χ′′ de Cni

t e aplicando o lema ex-
iste uma linha de Shelah Li ⊂ Cni fliptop sobre esta χ′′. A�rmamos que
L1× . . .×Ls construído desta forma é um s-espaço de Shelah fliptop. Fixe i,
1 ≤ i ≤ s e sejam yi, y′i os últimos dois pontos de Li. Por construção yi ≡ y′i
e então

χ(y1, . . . , yi−1, yi, zi+1, . . . , zs) = χ(y1, . . . , yi−1, y
′
i, zi+1, . . . , zs)

para todos os pontos de Shelah (y1, . . . , yi−1) e para todos zi+1 ∈ Li+1, . . . , zs ∈
Ls. Mas para 1 ≤ j < i, todos zj ∈ Lj são pontos de Shelah logo

χ(z1, . . . , zi−1, yi, zi+1, . . . , zs) = χ(z1, . . . , zi−1, y
′
i, zi+1, . . . , zs)

para todo zj ∈ Lj, j 6= i, o que completa a prova. �
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Lema 15. Seja s = HJ(r, t− 1) tal que para toda r-coloração de Cs
t−1 existe

uma reta monocromática. Então sobre qualquer r-coloração fliptop de Cs
t

existe uma reta monocromática.

Prova: Restringindo o domínio da coloração para Cs
t−1 ⊂ Cs

t , sabe-
mos que existe uma reta monocromática l1, . . . , lt−1. Seja lt o ponto de Cs

t

obtido atribuindo t a todas as coordenadas que podem variar. Deste modo,
l1, . . . , lt−1, lt é uma reta de Cs

t . O ponto lt pode ser obtido a partir de lt−1

fazendo com que as coordenadas que tinham valor t − 1 passem a ter valor
t. Como a coloração é fliptop, cada uma destas mudanças preserva cor, logo
lt−1 e lt têm a mesma cor. Daí l1, . . . , lt−1, lt é uma reta monocromática de
Cs

t . �

Exemplo 16. Suponha que t = 26, s = 3 e que sobre uma coloração fliptop
ABA, BBB, CBC, . . . , YBY têm a mesma cor. Então, como a coloração é
fliptop, YBY, ZBY e ZBZ têm a mesma cor. Logo ABA, BBB, CBC, . . . ,
YBY, ZBZ formam uma reta monocromática.

Teorema 17 (Hales-Jewett). Para todos r, t existe um inteiro N0 = HJ(r, t)
tal que para todo N > N0 vale: se os vértices de CN

t são coloridos com r cores
então existe uma reta monocromática.

Prova: Fixemos r e façamos indução sobre t. Trivialmente HJ(r, 1) = 1.
Suponha, por indução, que s = HJ(r, t−1) existe. Seja n dado pelo teorema
14, para estes s, r e t. Assim, dada uma r-coloração χ de Cn

t existe um
s-espaço de Shelah fliptop L1 × . . . × Ls. De�na uma coloração χ′ em Cs

t

dada por χ′(y) = χ(φ−1(y)) onde φ : L1 × . . . × Ls → Cs
t é o isomor�smo

canônico. Veja que χ′ também é fliptop e pelo lema acima existe uma reta
monocromática L ⊂ Cs

t . Então φ−1(L) ⊂ L1×. . .×Ls é a reta monocromática
procurada em Cn

t . �
Como corolário do teorema acima segue um famoso resultado sobre pro-

gressões aritméticas.

Teorema 18 (Van der Waerden). Se o conjunto dos inteiros positivos
é particionado em r classes então pelo menos uma das classes deve conter
progressões aritméticas arbitrariamente grande.

Aqui vamos provar a versão �nita:

Teorema 19 (Van der Waerden, versão 2). Para todos inteiros positivos
k, r existe um inteiro positivo W (k, r) tal que, se o conjunto {0, 1, . . . ,W (k, r)}
é particionado em r classes então pelo menos uma delas contém uma pro-
gressão aritmética com k termos.
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A primeira versão segue da versão �nita por compacidade.
Prova: Note que particionar um conjunto em r classes é o mesmo que

r-colorir este conjunto. Identi�que os inteiros positivos a, a < kN , com as
N -tuplas (a1, . . . , aN) formadas pela representação de a na base k, isto é,
a =

∑N−1
i=0 aik

i, 0 ≤ ai < k. Uma r-coloração de {0, 1, . . . , kN−1} induz uma
r-coloração em CN

i na qual, para N su�cientemente grande, existe uma reta
monocromática, que por sua vez, equivale a uma progressão aritmética de
tamanho k no conjunto {0, 1, . . . , kN−1}. Logo podemos tomar W (k, r) =
kHJ(r,k) − 1. �

3.1 Sobre o crescimento de HJ(r, k)

Nesta seção faremos uma análise do crescimento da função HJ(r, k). As
funções que aparecem ao quando estudamos teoria de Ramsey, normalmente,
crescem muito rapidamente. Para podermos discutir sobre elas, temos que
discutir um linguagem especial, chamada hierarquia de Ackermann, desen-
volvida para lidar com funções de crescimento rápido. A hierarquia de Ack-
ermann é uma seqüência de funções f1, f2, . . . , fn, . . . , com domínio e imagem
nos naturais. A primeira função f1 é chamada DOBRO e é de�nida simples-
mente por

f1(x) = DOBRO(x) = 2x.

As funções que seguem são de�nidas recursivamente como:

fi+1(x) = f
(x)
i (1),

onde f
(x)
i (1) é a função fi iterada x vezes. Dessa forma, é facil ver que

f2(x) = 2x é a função EXPONENCIAL(x). A terceira função da lista se

chama TORRE e é dada por f3(x) = 22..
2

, onde o número de `dois' na torre
é igual a x. Os primeiros valores de fi(x) são dados na tabela abaixo. O
valor de f3(5) é 265356 e já tem cerca de 20.000 dígitos decimais. f3(6) é um
número que possui cerca de log10 2f3(5) dígitos. O que dizer deste número a
não ser WOW . A função f4 é chamada de WOW . Finalmente a função de
Ackermann é obtida através da diagonalização das anteriores, isto é,

fω(x) = ACKERMANN(x) = fx(x).

Esta função cresce mais rápido do que qualquer outra mencionada até aqui.
Dizemos que uma função g(x) : N → N é de nível i (inclusive para i = ω)

se existem constantes c′, c′′ tais que para todo x su�cientemente grade vale:

fi(c
′x) < g(x) < fi(c

′′x).
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1 2 3 4 5
DOBRO f1 2 4 6 5 10 12
EXPONENCIAL f2 2 4 8 16 32 64
TORRE f3 2 4 16 65356 265356 WOW
WOW f4 2 4 65356 WOW WOW

...
... f5 2 4 WOW

...
...

...
...

ACKERMANN fω 2 4 16 WOW

A grande beleza da prova de Shelah, que exibimos aqui, está no seguinte
fato: todas as provas anteriores deste teorema resultavam como limite supe-
rior para HJ(2, t) uma função arckermaniana, isto é, de nível ω. A prova de
Shelah resulta em uma função de nível 4. Tornamos está idéia mais precisa
abaixo.

Teorema 20. Dado t, seja S(t) o valor de n de�nido no teorema 17, quando
fazemos r = 2. (Ou seja, temos que se Cn

t é 2-colorido então ele terá uma
reta monocromática). S(t) satisfaz:

WOW (t) ≤ S(t) ≤ WOW (t + 1) para todo t ≥ 3

Prova: Veja que S(t) pode ser de�nido recursivamente como segue:

S(1) = 1.

Supondo S(t− 1) = s de�nido, fazemos:

n1 = 2ts−1

e para 1 ≤ i < s:
ni+1 = 2Ai

onde

Ai =

[∏
j≤i

(
nj + 1

2

)]
ts−1.

Finalmente temos
S(t) = n = n1 + . . . + ns.

(Intuitivamente ni será um torre de tamanho i e S(t) será um torre de
tamanho S(t− 1).)

Primeiramente vamos provar o limite inferior dado pelo teorema. Usamos
indução sobre t. Para t = 3 basta fazer algumas contas e calcular os valores

11



exatos das funções envolvidas. Suponha que a desigualdade vale para t− 1.
Os números n1, n2, . . . , ns de�nidos, são tais que: n1 ≥ 2 = TORRE(2).
Como Ai ≥ ni, segue que ni+1 ≥ 2ni donde, por indução, ni ≥ TORRE(i).
Daí,

S(t) ≥ ns ≥ TORRE(s) ≥ TORRE(WOW (t− 1)) = WOW (t).

Para o limite superior usaremos indução com uma hipótese um pouco
mais forte: S(t) ≤ WOW (t + 1)/6. Novamente, para t = 3 a desigualdade é
válida por inspeção. Assuma que a hipótese vale para t− 1.

n1 = 2ts−1

< sss

< TORRE(s).

Para cada i, limitando t e nj por ni temos:

Ai ≤ ns
in

2s
i ≤ n3s

i < 22ni

Daí, se ni ≤ TORRE(a) então ni+1 ≤ TORRE(a + 3). Segue que ns ≤
TORRE(s + 3(s − 1)) = TORRE(4s − 1). Por indução: s ≤ WOW (t)/6
donde 4s− 1 ≤ WOW (t)− 1 e

S(t) ≤ TORRE(WOW (t)− 1) = log2(WOW (t + 1)) < WOW (t + 1)/6.

�

4 Tópicos especí�cos da pesquisa

4.1 Teorema de Ramsey para grafos

De�nição 21. Dados dois grafos G, H, o número de Ramsey generalizado
R(G, H) é o menor inteiro tal que se os vértices do grafo completo com
R(G, H) vértices são coloridos com duas cores, ou existe um subgrafo mono-
cromático da cor 1 isomorfo a G, ou existe um subgrafo monocromático da
cor 2 isomorfo a H.

A existência de R(G, H) é uma conseqüência imediata do teorema de
Ramsey original. Este, por sua vez, equivale a tomar G e H como grafos
completos.

Vários resultados são conhecidos sobre R(G, H), quando G e H são grafos
particulares, por exemplo, árvores. O caso em que G e H são circuitos foi
completamente solucionado por J. A. Bondy e P. Erd®s em [1]. Recente-
mente Károlyi e Rosta conseguiram refazer este trabalho de forma simples e
autocontida em [6]. Este resultado pode ser resumido no seguinte teorema:
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Teorema 22. Sejam 3 ≤ m ≤ n inteiros. E sejam Cn, Cm os circuitos com
n e m vértices respectivamente:

R(Cn, Cm) =


6, m = n = 3, 4
n + m/2− 1, m, n > 4, são pares
max{2m− 1, n + m/2− 1}, m é par e n é impar
2n− 1, caso contrario

Além de descobrir o valor de R(G, H) é interressante saber o que acontece
com o grafo se ele possui pouco menos de R(G, H) vértices e não possui cópias
monocromáticas de G e H. Usando técnicas [6] é possível provar o seguinte
teorema:

Teorema 23. Seja G um grafo com N = 2n−L vértices e 1 < L < n/8. En-
tão qualquer 2-coloração das arestas de G ou contém um ciclo monocromático
ímpar de tamanho pelo menos n ou podemos particionar V (G) em V1 ∪ V2

de modo que G[Vi] são monocromáticos da mesma cor, e E(V1, V2) é colorido
com a outro cor, com exceção de arestas adjacentes a um único vértice.

4.2 Lema da Regularidade de Szemerédi

As provas dos teoremas acima usam apenas fatos elementares. Contudo,
para muitos problemas semelhantes ao anterior, faz-se necessário o uso de
técnicas mais profundas como o Lema da Regularidade e alguns lemas de
estabilidade. Este é o caso dos artigos [2, 4, 7]. O Lema da Regularidade de
Szemerédi tem se mostrado uma das mais poderosas ferramentas para lidar
com problemas extremais. Daí a motivação em estudá-lo.

Este lema foi concebido originalmente como um lema auxiliar na prova de
uma antiga conjectura de Erd®s e Turán de que seqüências de inteiros com
densidade positiva sempre contém progressões aritméticas arbitrariamente
grandes. Basicamente, o lema nos diz que qualquer grafo pode ser, de certo
modo, aproximado por uma união de grafos bipartites pseudo-aleatórios.
Como grafos aleatórios são mais fáceis de lidar, o Lema da Regularidade
nos ajuda a carregar resultados, que são triviais para grafos aleatórios, para
a classe de grafos em geral. As seguintes de�nições tornam preciso o que
acabamos de falar.

De�nição 24. Dados um grafo G = (V, E) e X,Y ⊂ V disjuntos, de�nimos
e(X, Y ) = eG(X, Y ) = |{xy ∈ E : x ∈ X, y ∈ Y }|. E para X, Y não vazios
também de�nimos a densidade do par (X, Y ) em G como:

d(X, Y ) = dG(X, Y ) =
e(X, Y )

|X| · |Y |
.
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De�nição 25. Seja ε > 0. Dado um grafo G e dois conjuntos de vértices
disjuntos A, B ⊂ V (G), dizemos que o par (A, B) é ε-regular se para todos
X ⊂ A e Y ⊂ B satisfazendo

|X| ≥ ε|A| e |Y | ≥ ε|B|

temos
|d(X, Y )− d(A, B)| ≤ ε (1)

Isto nos diz essencialmente que o par (A, B) se comporta como um grafo
bipartite aleatório.

Proposição 26. O par (A, B) é ε-regular no grafo G se e somente se é
ε-regular em G, o complemento de G.

Prova: Basta observar que dG(A, B) = 1 − dG(A, B), para todos A ⊂
V (G), B ⊂ V (G). Assim, na equação 1 temos:

|dG(X, Y )−dG(A, B)| = |(1−dG(X, Y ))−(1−dG(A, B))| = |dG(X, Y )−dG(A, B)|

�

Proposição 27 (A maioria dos vértices possui grau alto). Seja (A, B)
um par ε-regular com densidade d, isto é, d(A, B) = d, sobre um grafo G
qualquer. Dado x ∈ A e Y ⊂ B, de�na deg(x, Y ) = |{y ∈ Y : (x, y) ∈
E(G)}|, isto é, o número de vizinho de x em Y . Se |Y | > ε|B| então

|{x ∈ A : deg(x, Y ) ≤ (d− ε)|Y |}| ≤ εA

Prova: Suponha por absurdo que existe Y ⊂ B, |Y | > ε|B| tal que:

|{x ∈ A : deg(x, Y ) ≤ (d− ε)|Y |}| ≥ εA.

Seja X = {x ∈ A : deg(x, Y ) ≤ (d− ε)|Y |}. Temos

e(X, Y ) =
∑
x∈X

deg(x, Y ) ≤ (d− ε)|X| · |Y | ⇒ d(X, Y ) < (d− ε),

ou ainda d− d(X, Y ) > ε, o que contraria o fato de (A, B) ser ε-regular. �

Teorema 28 (Lema da Regularidade, Szemerédi 1978). Para todo
ε > 0 e m existem inteiros M(ε, m) e N(ε, m) com a seguinte propriedade:
para todo grafo G com n ≥ N(ε, m) vértices existe uma partição do conjunto
dos vértices em k + 1 classes V = V0 ∪ V1 ∪ . . . ∪ Vk tal que:
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� m ≤ k ≤ M(ε, m)

� |V0| < εn

� |V1| = |V2| = . . . = |Vk|

� todos exceto no máximo εk2 dos pares (Vi, Vj) são ε-regulares.

Isto quer dizer que todo grafo com densidade positiva de arestas pode ser
particionado em um número limitado grafos, tal que quase todo par desses
grafos é bipartite e aparentemente aleatório. A existência da classe V0 é
puramente técnica: para que seja possível que as demais classes tenham o
mesmo número de elementos. Poderíamos assumir que V0 = ∅ se relaxarmos
a condição |Vi| = |Vj| para ||Vi| − |Vj|| ≤ 1

De�nição 29. Dado um grafo G = (V, E), uma partição P do conjunto
de vértices V em V1, . . . , Vk, e dois parâmetros ε, d, nós de�nimos o Grafo
Reduzido R como segue: os vértices de R são os conjuntos V1, . . . , Vk e Vi

é adjacente a Vj se e só se (Vi, Vj) é ε-regular com densidade maior que d.
A maioria das aplicações do Lema da Regularidade usa o Grafo Reduzido e
dependem do fato de que muitas propriedades de R são herdadas por G.

4.3 Uma aplicação do Lema da Regularidade

Para ilustrar como o lema acima pode ser utilizado, exibiremos a prova do
seguinte teorema retirado do artigo [2].

Teorema 30. Para cada inteiro positivo d, existe uma constante c, função
apenas de d, tal que se G é um grafo com n vértices com grau máximo d
então r(G) ≤ cn.

Prova: Seja d um inteiro positivo qualquer. Escolha o menor inteiro m
tal que se de�nirmos ε = 1/m temos 1

2
log(1/3ε) ≥ d + 1. Observe que com

esta escolha também temos: 1/3d > 2d2ε. De fato:

1

ε
≥ 3 exp(2(d + 1)) ⇒ 2d2ε ≤ 2d2

3 exp(2(d + 1))
<

1

3d
.

Sejam N1 = M(ε, m), N2 = N(ε, m) as constantes obtidas ao aplicarmos o
lema da regularidade. A�rmamos que c = max{N2, N1/d

2ε} é a constante
procurada. Note que, de fato, c é determinada apenas em função de d.

Seja então G um grafo com n vértices e grau máximo d. Mostremos que
r(G) ≤ cn. Considere uma coloração arbitraria de Kcn, o grafo completo com
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cn vértices, usando duas cores, digamos azul e vermelho. Seja H o grafo sobre
cn vértices determinado pelas arestas vermelhas, e H o grafo determinado
pelas arestas azuis.

Como H tem cn vértices e cn > N2 podemos aplicar o lema da regulari-
dade e a observação que o segue e encontrar uma partição V (H) = V1∪. . .∪Vk

com as propriedades garantidas pelo lema. Seja então H∗ o Grafo Reduzido
de H obtido a partir desta partição. O grafo H∗ tem pelo menos (1− ε)

(
k
2

)
arestas. Daí, pelo teorema de Turán, ele possui um subgrafo completo H∗∗

de tamanho (sendo generoso) pelo menos 1/2ε. Sem perda da generalidade
podemos assumir que os conjuntos da partição foram numerados de forma
que (Vi, Vj) é ε-regular para 1 ≤ i < j ≤ 1/2ε. Agora, vamos colorir as
arestas de H∗∗ usando as cores verde e branca. Colorimos (i, j) de verde se
(dH(Ai, Aj) ≥ 1/2 e de branco se (dH(Ai, Aj) < 1/2. Daí pelo Teorema de
Ramsey, já que 1

2
log(1/2ε) ≥ d + 1, existe um subgrafo completo H∗∗∗ de

H∗∗ monocromático com d + 1 vértices.
Assuma que H∗∗∗ tem todas as suas arestas coloridas de verde. Então,

novamente podemos supor que os conjuntos da partição foram numerados de
forma que:

� (Ai, Aj) é ε-regular e

� dH(Ai, Aj) ≥ 1/2

para todos os i, j com 1 ≤ i < j ≤ d + 1. Finalmente vamos mostrar que
o grafo H das arestas vermelhas contém uma cópia de G. (Se as arestas
de H∗∗∗ fossem todas brancas, trocaríamos H por H na segunda condição e
provaríamos que H contém uma cópia de G).

Sejam x1, . . . , xn os vértices de G. Escolheremos indutivamente vértices
y1, . . . , yn de H de modo que (xi, xj) ∈ E(G) ⇒ (yi, yj) ∈ E(H). Além disto
exigimos que os vértices escolhidos satisfaçam as seguintes condições para
i = 1, 2, . . . , n:

1. se 1 ≤ α ≤ i então yα ∈ Vβ para algum 1 ≤ β ≤ d + 1

2. se 1 ≤ α1 < α2 ≤ i e (xα1 , xα2) ∈ E(G) então yα1 e yα2 vêm de
conjuntos diferentes da partição e (yα1 , yα2) ∈ E(H)

3. se i < α′ ≤ n, V (α′, i) = {yα : 1 ≤ α ≤ i, (xα, xα′) ∈ E(G)} e v =
|V (α′, i)| então para cada β com 1 ≤ β ≤ d + 1 tal que Vβ não contém
nenhum yα em V (α′, i) vale: Vβ contém um subconjunto V ′

β contendo
pelo menos |Vβ|/3v elementos tal que todo elemento de V ′

β é adjacente
(em H) a todos yα ∈ V (α′, i).
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As hipóteses escolhidas, em particular a última delas, apesar de pare-
cerem um pouco complicadas, são precisamente o se faz necessário para con-
seguirmos continuar a escolha dos yi′s indutivamente. Ademais, conseguimos
manter estas propriedades graças aos resultados que temos sobre pares ε-
regulares e pela escolha que �zemos de c. Seguem os detalhes.

Suponha que para algum i, 0 ≤ i < n, os pontos yα com 1 ≤ α ≤ i
já foram escolhidos satisfazendo as condições (1), (2), (3). Mostremos como
escolher yi+1. (Note que em particular, a construção abaixo vale para i = 0
e podemos utilizá-la para escolher y1).

Comece escolhendo β0, 1 ≤ β0 ≤ d + 1, tal que Vβ0 não contém nenhum
ponto de V (i+1, i), ou seja, escolhemos um conjunto entre os d+1 primeiros
que não contenha nenhum ponto yα tal que xα é adjacente (em G) a xi+1.
Isto é possível pois xi+1 tem no máximo d + 1 vizinhos. Então seja V ′

β0
o

subconjunto de Vβ0 dos pontos adjacentes a todos yα em V (i + 1, i). Pela
condição (3), sabemos que |V ′

β0
| ≥ |Vβ0|/3v onde v = |V (i + 1, i)|. Note

também que 1/3v ≥ 1/3d ≥ ε daí |Vβ0|/3v ≥ |Vβ0 |ε ≥ 1. Logo V ′
β0

é não
vazio.

Se escolhermos qualquer ponto de V ′
β0

para ser yi+1 claramente iremos
satisfazer as condições (1), (2). Contudo temos que tomar algum cuidado
para garantir que (3) continuará valendo. Veja que temos que nos preocupar
apenas com os valores α′ tais que α′ > i + 1 e para os quais xi+1 é adjacente
a xα′ . É claro que existem no máximo d+1 destes valores. Escolha um deles,
digamos α′, arbitrariamente. Temos que olhar para os β 6= β0 tais que Vβ não
contém pontos de V (α′, i+1) = V (α′, i)∪xi+1. Seja então v′ = |V (α′, i+1)| =
|V (α′, i)|+ 1. Já sabemos que Vβ contém um subconjunto V ′

β contendo pelo
menos |Vβ|/3v′−1 pontos tal que todo ponto de V ′

β é adjacente a todo ponto
de V (α′, i). Lembre-se que |V ′

β| ≥ ε|Vβ|. Aplicando a proposição 27 podemos
concluir que no máximo ε|Vβ| dos pontos de V ′

β0
são adjacentes a menos de

um terço dos pontos em V ′
β. Fixando α′ e olhando para todos os possíveis

valores de β eliminamos no máximo dε|Vβ0| pontos de V ′
β0
. Agora se olharmos

para todos os possíveis valores de α′, nós eliminaríamos no máximo d2ε|Vβ0|
pontos de V ′

β0
. Finalmente, temos que eliminar de V ′

β0
pontos previamente

selecionados. Com isto eliminamos mais no máximo n pontos de V ′
β0
. Assim,

para garantir que podemos escolher yi+1 basta ver que |V ′
β0
| > d2ε|Vβ0| + n.

Como k ≤ N1 e c ≥ N1/d
2ε, temos |Vβ0| ≥ cn/k ≥ cn/N1 donde n ≤ d2ε|Vβ0|.

Dessa forma basta mostrar que |V ′
β0
| > 2d2ε|Vβ0|. Mas isto é verdade já que

|V ′
β0
| > |Vβ0|/3d > 2d2ε|Vβ0 |. �
Para �nalizar observe que este último teorema, de certa forma, generaliza

o teorema 22. De fato, circuitos são grafos de grau máximo d = 2. Contudo o
teorema 22 é mais preciso ao determinar o valor exato do número de Ramsey.
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