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1 Introducao

Os teoremas do tipo Ramsey tém sido extensivamente estudados durante a
altima década. Eles enquadram-se na classe de problemas que chamamos de
extremais. Neste tipo de problema, normalmente procura-se funcoes limiares
para o tamanho de certas estruturas de modo que sempre seja possivel en-
contrar nestas estruturas uma certa subestrutura. O exemplo mais classico
de teorema tipo Ramsey ¢é o seguinte: dados k, [, existe R(k,l) € N tal que
se as arestas de um grafo completo com pelo menos R(k,[) sao coloridas com
duas cores entao deve existir uma clique monocromatica da cor 1 de tamanho
k ou uma clique monocromética da cor 2 de tamanho [. Um outro exemplo
¢ o Teorema de Van Der Waerden: se os inteiros positivos sao coloridos com
duas cores entao existem progressoes aritméticas monocromaticas arbitrari-
amente grandes. As generaliza¢oes naturais dos resultados acima para mais
de duas cores também sao verdadeiras.

Nas dltimas duas décadas, Teoria de Ramsey deixou de ser um emaran-
hado de problemas e teoremas e tornou-se uma subdisciplina coesiva da
andalise combinatoria. Contudo, ainda hoje, muitos sao os problemas em
aberto na area. Nao sabemos sequer determinar o comportamento assin-
totico de R(k,1).

Nesta monografia, apresentamos a prova de Shelah de um resultado clas-
sico em Teoria de Ramsey para hipercubos finitos, o Teorema de Hales-
Jewett. A partir deste, deduzimos o Teorema de Van der Waerden como
corolario. Fazemos também uma analise numérica do resultado obtido. Apés
isto, introduzimos o Lema da Regularidade de Szemerédi como ferramenta
para resolver problemas da Teoria de Ramsey em grafos, e mostramos uma
de suas belas aplicacoes. Ao longo da monografia, também comentamos al-
guns resultados recentes da area. Grande parte da monografia baseia-se em
13] e [5].



2 Alguns resultados Classicos

Definicao 1. Escrevemos n — (l) se para qualquer 2-colora¢do, isto é,
coloracao que usa apenas duas cores, das arestas de um grafo completo comn
vértices podemos encontrar uma clique monocromdatica de tamanho k. Mais
geralmente escrevemos n — (ly,...,1l.) se para qualquer r-colora¢io das
arestas do grafo completo com n vértices podemos encontrar uma clique mono-
cromdtica da cor i. Desta maneira n — (I,1) e n — (I) denotam a mesma
co1Sa.

Defini¢ao 2. A funcio de Ramsey R(ly,...,l.) : N* — N denota o menor
inteiro n tal que
n— (ly,...,1).

Em particular R(l,1) = R(l).

Teorema 3 (Ramsey). A funcdo R de Ramsey estd bem definida, isto é,
para toda tupla (ly, ..., 1) € N existe n tal que

n — (ll,...,l»,,).

Prova: Facamos primeiro o caso em que r = 2. Para tanto, faremos
inducao sobre [; e l5. Note que R([,2) = R(2,l) = [. Agora assuma, por
inducao, que R(ly,ls — 1) e R(l; — 1,13) existem. Afirmamos que

R(ll,lg - 1) + R(ll - ]., 12) — (ll,lg).

Seja G o grafo completo com n vértice, n = R(ly,lo — 1)+ R(l; — 1,13). Fixe
uma 2-coloragao x de G. Escolha um vértice z € V(G) qualquer e defina

Vi={y e V(G): x(z,y) = 1},
Va={y e V(G) : x(z,y) =2} = V(G) = Vi — {x}
Entao |Vi| 4+ [Va] = n — 1, de modo que
1. [Vi| > R(l; — 1,13) ou
2. |[Va| > R(ly, 15 — 1).

Assuma que (1) ocorre. Pela defini¢do de R, V] possui uma clique monocroma-
tica da cor 2 de tamanho [, ou possui uma clique monocromética da cor 1
de tamanho [; — 1. No primeiro caso ja encontramos o que queriamos. No
segundo caso, podemos acrescentar z & clique de tamanho [; — 1 e obter uma
clique de tamanho /; da cor 1 donde também encontramos o que queriamos.
O caso em que (2) ocorre é analogo.



Finalmente, o caso em que r > 2 também ¢é tratado de maneira analoga.
Basta fazermos a inducao sobre [y, ..., [, apos verificar que:

24> R(l,.. lioa b= L, L) = 1= (L, ).
i=1
O
A partir desta prova concluimos também que
R(l,k) < R(l,k—1)4+ R(l —1,k).

E a partir desta equacao é facil provar por inducao que
k+1—2
R(lk) < :

Em particular no caso em que [ = k temos

21 — 2
) < )
o= (29
Teorema 4. 2'/? < R(l) < 222

Prova: O lado direito da equagao é uma conseqiiéncia da observacao
acima ja que:
20 -2 < 221-2 < 922
I—1) = V1 — '

Para a segunda parte, considere um grafo completo G com n vértices, e pinte
cada aresta de G com uma entre duas cores com probabilidade igual a 1/2
para cada cor e independente para cada aresta. Para W C G, |W| = [,
considere a variavel aleatoria indicadora Xy tal que Xy = 1 se G[W] é
monocromatico e Xy = 0 caso contrario. Seja também X =3 ", Xy .

Se n < 212 temos,

E(X) =

=E <ZXW> =Y E(Xw)=> PXy=1)

1 (é) N\ ~1_(! nt 141 1

:;2(5) :(l>2 (Q)SF 2
S(Qz/z)l?l;é.ﬁ<1_
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Logo existe coloracao do grafo completo com n vértices, n = 2//2, que nio
possui clique monocromética. [
Como conseqiiéncia do teorema acima temos que:

V2 < liminf R(s)"/* < limsup R(s)"/* < 4.

Calcular o valor de lim R(s)'/* & um problema em aberto. Na verdade nem
sequer sabemos se este limite existe. Entre os problemas que envolvem o
comportamento assintético da funcao de Ramsey este é um dos mais célebres.

3 O Teorema de Hales-Jewett

Neste se¢do ampliamos um pouco nosso escopo e vamos provar um teorema
mais geral do que o teorema de Ramsey original. Escolhemos este teorema
pois 0 mesmo possui uma prova bastante elegante e pelo fato de que varios
outros resultados podem ser deduzidos a partir dele.

Comecamos definindo a notacgao:

Definicao 5. Definimos C}', o hipercubo n-dimensional sobre t elementos,

como
Cf = {(x1,. ., x) s €{0,1,... .t — 1}}.

Uma reta em C}' € uma seqiéncia de pontos Xo, ..., Xi—1, Xi = (Ti1, .., Tin)
tal que para cada coordenada j, 1 < 7 < n temos:

Toj = L1 =+ .. = Tg—1,5

ou
Ts; =5 V0 <s <t

Ademais a sequnda op¢ao deve acontecer para alguma coordenada, afim de
evitar o caso em que todos os pontos da reta seriam iguais.

Note que esta definicao difere da definicao tradicional de reta, de modo
que algumas retas euclidianas nao sao retas na nossa definicao, mas as retas
que definimos sempre sao retas euclidianas.

O teorema de Hales-Jewett afirma que para todos r,t € N existe um
inteiro Ny = H.J(r,t) tal que para todo N > Ny vale: se os vértices de C¥
sao coloridos com 7 cores entao podemos encontrar uma reta monocromatica.

A prova que faremos aqui é devida ao mateméatico Saharon Shelah e data
de 1987. A beleza desta prova estd no fato de que os valores encontrados
para HJ(r,t) sdo bem menores do que os das provas existentes até entdo.
Antes de continuar, precisamos estabelecer mais algumas notagoes.



Definic¢ao 6. Uma linha de Shelah em C}' é uma conjunto de pontosly,ls, ..., 1, €

Cy com l; = (L, ..., lin) tal que existem 1,5 com 1 < i < j <n tais que:
t—1, s<i
ls = k, 1<s<]
t, 7]<s

Neste exemplo e nos que seguem, usaremos ¢t = 26 e associamos ao con-
junto {0,1,...,t — 1} o conjunto das letras A = {A, B,C, ..., Z} na ordem
usual. Omitimos parénteses e virgulas por simplicidade, sempre que isto nao
causar confusao. Paran = 9,7 = 2,5 = 5 a linha de Shelah tem a forma:

YYAAAZZZIZ

YYBBBZZZIZ

YYXXXZZ2ZZ1Z
YYYYYZZZ1Z
YYZZ2ZZZ 72727271

Observe ainda que as linhas de Shelah sao retas de C}', no sentido que
definimos anteriormente.

Definicao 7. Chamamos de pontos de Shelah os elementos de CJ' que per-
tencem a alguma linha de Shelah. Veja que um ponto de Shelah € inteiramente
determinado por parametros i,j5,k com 1 <i<j<nel<k<t, de modo
que C}' contém no mdximo (";1)75 pontos de Shelah.

Definicao 8. Finalmente definimos um s-espaco de Shelah. Dadosny, ..., ng
en=mny+...+ns, podemos associar CJ' a Ci"* x Cy* x ... x C{*. Se L; é
uma linha de Shelah em C’tnj V1< j<s entio chamamos Ly X ... X Ly de
um s-espaco de Shelah.

Exemplo 9. Comny =5 eny =9:
YaaZZYYPBBPBZZZZ : o, 5 € A}

forma um plano de Shelah. Podemos definir o isomorfismo candnico ¢ :
Ly x ... x Ly — C% dado por ¢p(v) = o ...as onde oy sao as coordenadas
que vartam no j-ésimo bloco de v. Por exemplo,

o(YaaZZYYBBBZZZZ) = ap.



A prova de Shelah fixa o parametro r, que representa o ntiimero de cores,
e usa inducgao sobre ¢, o tamanho do alfabeto. Estamos interressados em
certas coloracoes dos hipercubos que facilitem o passo de inducao. Para
tanto definimos:

Definicao 10. Uma coloragao x de C} é chamada fliptop se tem a sequinte
propriedade: se P e () sao dois pontos de C} que possuem ezxatamente as
mesmas coordenadas, exceto em uma posicao na qual eles possuem os valores
t—1 et, entao P e Q possuem a mesma cor.

Definicao 11. Seja Ly x...x Ly um s-espaco de Shelah e ¢ : Ly X ... X Ly —
C! seu isomorfismo canénico. Uma coloragdo x de Ly X ... X Ly é chamada
fliptop se a coloracio X' de Cf dado por X'(P) = x[¢p~ (P)] € fliptop. Em
particular, uma linha de Shelah € fliptop sobre uma dada coloracao se seu
pentiltimo e ultimo ponto tém a mesma cor.

Lema 12. Dados n e ¢ com n > ¢, considere uma c-coloracao qualquer de
Cy. Entao existe uma linha de Shelah fliptop.

Prova: Para 0 < ¢ < n defina P, = (z;1,..., %) pondo:
A { t, >

Como n + 1 > ¢ pelo principio de Dirichlet dois destes pontos P;, P; tem
a mesma cor. Estes dois pontos sao os tltimos pontos da linha de Shelah

li,...,l; com g = (lg1, ..., lg,) dado por:
A S j>i.
Ul

Exemplo 13. Para n = ¢ = 5, dois dos sequintes pontos ZZLLZ, YZLZZ,
YYZZZ, YYYZZ, YYYYZ YYYYY tém a mesma cor. Se digamos, YZZZZ
e YYYZZ tem a mesma cor entdo L ={YaaZZ :a € A} € fliptop.

O proximo teorema ¢é a chave fundamental para o passo de inducao.

Teorema 14. Sejam r,s,t inteiros positivos fizos. Defina nq,...,ng por:

s—1
ny = T‘t

Ng = r(nlzﬂ)ts_l



E em geral, tendo definido n;, defina

n; + 1
Ai — J t871
(")
J<i
e em sequida
Niy1 = T’Ai.

Finalmente se n = ny + ... + ng entdo para qualquer r-coloracao x de C}'
existe um s-espaco de Shelah fliptop.

Prova: Associamos C}' com Cy"* x...xC}" e escrevemos os pontos y de C}'
como y = (y1,...,ys) onde y; € C}”. Definimos uma relacio de equivaléncia
sobre C}'"* dada por:

Ys=vY. < (Y1,--,Ys—1,Ys) € (Y1,---,Ys—1,Y.) possuem a mesma cor
para todos os pontos de Shelah yy,...,ys 1, y; € C"

Existem no maximo A, ; escolhas para yi,¥s,...,¥s_1, logo hd no ma-
ximo 74 classes de equivaléncia. A relacdo = pode ser considerada com uma
ns-coloracao x’ de C7**. Aplicando o lema, existe uma linha de Shelah fliptop,
Ly C Cf'® sobre x'. Suponha agora, por indugao reversa, que temos definidas
linhas de Shelah L, ..., L;;1. Definimos uma relacao de equivaléncia sobre
C}" fazendo y; = vy se e somente se

/
(yh e Yi—1,Yis Zigly .- 725) € (ylu e Yie1, Y5 Bigl, - .,ZS)

possuem a mesma cor para todos os pontos de Shelah (yq,...,v;_1) e para
todas as escolhas de z;11 € L;iq,...,2s € Ls. Existem no maximo (”j;d)t es-
colhas para casa y;, 1 < j <i—1 e no maximo ¢ escolhas para cada z;, i+1 <
J <'s, ja que as linhas L;,q,...,Ls ji estao determinadas. Logo, temos ao
todo no maximo A;_; escolhas possiveis para yi,...,v;_1, Zit1,. - ., 2s donde
existem no maximo r?-1 classes de equivaléncia. Novamente, podemos con-
siderar esta relacgao como uma coloragao x” de C;" e aplicando o lema ex-
iste uma linha de Shelah L; C C™ fliptop sobre esta x”. Afirmamos que
Ly x...x Ly construido desta forma é um s-espaco de Shelah fliptop. Fixe 1,
1 <i < sesejam y;, y, os tltimos dois pontos de L;. Por construcao y; = v/
e entao

X(yla co Yie1, Yiy Zig1, - -,Zs) = X(yb cee ayi—1>?/§>zi+1, cee >Zs)

para todos os pontos de Shelah (y;,...,y;_1) e paratodos z;11 € Lijyq,...,2s €
L;. Mas para 1 < j <1, todos z; € L; sao pontos de Shelah logo

/
X215 oy Zic 1 Uiy Ziddy e+ -5 Zs) = X(215 -+ s Zic1, Uiy Zid1s - -+ 5 Zs)

para todo z; € L;, j # i, o que completa a prova. [
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Lema 15. Seja s = HJ(r,t —1) tal que para toda r-colora¢io de C;_, existe
uma reta monocromdtica. Entao sobre qualquer r-coloragao fliptop de C}
eriste uma reta monocromdtica.

Prova: Restringindo o dominio da coloracao para C; ; C C7, sabe-
mos que existe uma reta monocromatica ly,...,l;—1. Seja l; o ponto de C}
obtido atribuindo t a todas as coordenadas que podem variar. Deste modo,
li,..., ;1,1 ¢ uma reta de C}. O ponto [; pode ser obtido a partir de [;_
fazendo com que as coordenadas que tinham valor t — 1 passem a ter valor
t. Como a coloracao é fliptop, cada uma destas mudancas preserva cor, logo
l;_1 e l; tétm a mesma cor. Dai [1,...,[;_1,l; é uma reta monocromaética de

Cs. O

Exemplo 16. Suponha que t = 26,s = 3 e que sobre uma coloracao fliptop
ABA, BBB, CBC, ..., YBY tém a mesma cor. Entao, como a coloragio é

fliptop, YBY, ZBY e ZBZ tém a mesma cor. Logo ABA, BBB, CBC, ...,
YBY, ZBZ formam uma reta monocromdtica.

Teorema 17 (Hales-Jewett). Para todos r,t existe um inteiro No = H J(r,t)
tal que para todo N > Ny vale: se 0s vértices de O sao coloridos com r cores
entao existe uma reta monocromdtica.

Prova: Fixemos r e fagamos indugao sobre ¢. Trivialmente H.J(r,1) = 1.
Suponha, por indugao, que s = HJ(r,t— 1) existe. Seja n dado pelo teorema
14, para estes s, r e t. Assim, dada uma r-coloragao x de C}' existe um
s-espago de Shelah fliptop Ly x ... x Lg. Defina uma colora¢ao x’ em C}
dada por x'(y) = x(¢ ' (y)) onde ¢ : Ly x ... x Ly, — C¢ é o isomorfismo
canodnico. Veja que ' também é fliptop e pelo lema acima existe uma reta
monocromatica L C Cf. Entao ¢~ !'(L) C Ly x...x L, é areta monocromatica
procurada em Cy'. [

Como corolario do teorema acima segue um famoso resultado sobre pro-
gressoes aritméticas.

Teorema 18 (Van der Waerden). Se o conjunto dos inteiros positivos
€ particionado em r classes entao pelo menos uma das classes deve conter
progressoes aritméticas arbitrariamente grande.

Aqui vamos provar a versao finita:

Teorema 19 (Van der Waerden, versao 2). Para todos inteiros positivos
k,r existe um inteiro positivo W (k,r) tal que, se o conjunto {0,1,... W(k,r)}
€ particionado em r classes entao pelo menos uma delas contém uma pro-
gressao aritmética com k termos.



A primeira versao segue da versao finita por compacidade.
Prova: Note que particionar um conjunto em r classes ¢ o mesmo que
r-colorir este conjunto. Identifique os inteiros positivos a,a < k™, com as

N-tuplas (ay,...,ay) formadas pela representacdo de a na base k, isto é,
a=>N"akt, 0<a; <k Uma r-coloragio de {0,1,...,kN"'} induz uma

r-coloragao em C¥ na qual, para N suficientemente grande, existe uma reta
monocromatica, que por sua vez, equivale a uma progressao aritmeética de
tamanho & no conjunto {0,1,...,kY"!}. Logo podemos tomar W (k,r) =
k,HJ(r,k) — 1.0

3.1 Sobre o crescimento de HJ(r, k)

Nesta secao faremos uma analise do crescimento da funcdo HJ(r, k). As
funcoes que aparecem ao quando estudamos teoria de Ramsey, normalmente,
crescem muito rapidamente. Para podermos discutir sobre elas, temos que
discutir um linguagem especial, chamada hierarquia de Ackermann, desen-
volvida para lidar com funcdes de crescimento rapido. A hierarquia de Ack-
ermann é uma seqiiéncia de funcoes fi, fo,..., fn, ..., com dominio e imagem
nos naturais. A primeira func¢io f; é chamada DOBRO e ¢ definida simples-
mente por

fi(z) = DOBRO(x) = 2.

As funcgoes que seguem sao definidas recursivamente como:
fia(x) = £i7(1),

onde fi(x)(l) ¢ a funcao f; iterada x vezes. Dessa forma, é facil ver que
fa(x) = 2% é a funggo EXPONENCIAL(x). A terceira fungao da lista se
2

chama TORRE e ¢ dada por fs(x) = 2% |, onde o ntimero de ‘dois’ na torre
¢ igual a z. Os primeiros valores de f;(z) sdo dados na tabela abaixo. O
valor de f3(5) é 299356 ¢ j& tem cerca de 20.000 digitos decimais. f3(6) é um
nimero que possui cerca de log;,2f3(5) digitos. O que dizer deste namero a
nao ser WOW . A funcao f; é chamada de WOW. Finalmente a funcao de
Ackermann é obtida através da diagonalizacdo das anteriores, isto é,

folx) = ACKERMANN (z) = f.(x).
Esta funcao cresce mais rapido do que qualquer outra mencionada até aqui.

Dizemos que uma fun¢do g(z) : N — N é de nivel ¢ (inclusive para i = w)
se existem constantes ¢, ¢’ tais que para todo z suficientemente grade vale:

fildz) < g(z) < fi(c"x).
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\ \1 2 3 4 5
DOBRO fil2 4 6 5 10 12
EXPONENCIAL | f» | 2 4 8 16 32 64
TORRE f512 4 16 65356 209356 WOW
WOW fi 12 4 65356 WOW WOW
: fs 12 4 WOW : :
ACKERMANN | £, |2 4 16  WOW

A grande beleza da prova de Shelah, que exibimos aqui, estd no seguinte
fato: todas as provas anteriores deste teorema resultavam como limite supe-
rior para H.J(2,t) uma fungio arckermaniana, isto é, de nivel w. A prova de
Shelah resulta em uma func¢do de nivel 4. Tornamos esta idéia mais precisa
abaixo.

Teorema 20. Dado t, seja S(t) o valor de n definido no teorema 17, quando
fazemos r = 2. (Ou seja, temos que se CJ' é 2-colorido entao ele terd uma
reta monocromdtica). S(t) satisfaz:

WOW (t) < S(t) < WOW (t+ 1) para todo t > 3
Prova: Veja que S(t) pode ser definido recursivamente como segue:
S(1) =1.

Supondo S(t — 1) = s definido, fazemos:

nl _ 2t571
epara 1 <1 < s:
Nipy = 27
onde
n; +1
Ai — J t‘S*l.
(")
J<i

Finalmente temos
S(t)y=n=ny+...+ns.
(Intuitivamente n; serd um torre de tamanho i e S(¢) serd um torre de
tamanho S(t —1).)
Primeiramente vamos provar o limite inferior dado pelo teorema. Usamos
inducao sobre t. Para t = 3 basta fazer algumas contas e calcular os valores
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exatos das funcgoes envolvidas. Suponha que a desigualdade vale para ¢t — 1.
Os nameros nq,na, ..., ns definidos, sdo tais que: n; > 2 = TORRE(2).
Como A; > n;, segue que n; 1 > 2" donde, por inducdo, n; > TORRE(1).
Dai,

S(t) > n, > TORRE(s) > TORRE(WOW (t — 1)) = WOW (¢).

Para o limite superior usaremos inducao com uma hip6tese um pouco
mais forte: S(t) < WOW (t+ 1)/6. Novamente, para t = 3 a desigualdade é
valida por inspecao. Assuma que a hipotese vale para t — 1.

ny=2"" < s < TORRE(s).
Para cada ¢, limitando ¢ e n; por n; temos:
Ap < nin?s < nd < 22"

Dai, se n; < TORRE(a) entao n;1y < TORRE(a + 3). Segue que n, <
TORRE(s + 3(s — 1)) = TORRE(4s — 1). Por inducao: s < WOW (t)/6
donde 4s — 1 < WOW (t) — 1 e

S(t) < TORRE(WOW (t) — 1) = logy(WOW (t + 1)) < WOW (t + 1) /6.
|

4 Topicos especificos da pesquisa

4.1 Teorema de Ramsey para grafos

Definicao 21. Dados dois grafos G, H, o numero de Ramsey generalizado
R(G,H) é o menor inteiro tal que se os vértices do grafo completo com
R(G, H) vértices sao coloridos com duas cores, ou existe um subgrafo mono-
cromdtico da cor 1 isomorfo a G, ou existe um subgrafo monocromdtico da
cor 2 isomorfo a H.

A existéncia de R(G,H) ¢ uma conseqiiéncia imediata do teorema de
Ramsey original. Este, por sua vez, equivale a tomar G e H como grafos
completos.

Vérios resultados sao conhecidos sobre R(G, H), quando G e H sao grafos
particulares, por exemplo, arvores. O caso em que G e H sao circuitos foi
completamente solucionado por J. A. Bondy e P. Erdds em [1]. Recente-
mente Karolyi e Rosta conseguiram refazer este trabalho de forma simples e
autocontida em |[6|. Este resultado pode ser resumido no seguinte teorema:
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Teorema 22. Sejam 3 < m < n inteiros. FE sejam C,,C,, 0s circuitos com
n e m vértices respectivamente:

6, m=n=3,4
) n+m/2-1, m,n > 4, sao pares
R(Cn7 Cm) - max{2m — ]_7/)’1/ <|» m/2 — ]_}7 m é par en é Z.mpar
2n —1, caso contrario

Além de descobrir o valor de R(G, H) ¢é interressante saber o que acontece
com o grafo se ele possui pouco menos de R(G, H) vértices e ndo possui copias
monocromaticas de G e H. Usando técnicas |6] é possivel provar o seguinte
teorema:

Teorema 23. Seja G um grafo com N = 2n— L vértices el < L <n/8. En-
tao qualquer 2-coloracao das arestas de G ou contém um ciclo monocromdtico
impar de tamanho pelo menos n ou podemos particionar V(G) em Vi UV,
de modo que G|V;] sd@o monocromdticos da mesma cor, e E(V1,Va) € colorido
com a outro cor, com excecao de arestas adjacentes a um unico vértice.

4.2 Lema da Regularidade de Szemerédi

As provas dos teoremas acima usam apenas fatos elementares. Contudo,
para muitos problemas semelhantes ao anterior, faz-se necessario o uso de
técnicas mais profundas como o Lema da Regularidade e alguns lemas de
estabilidade. Este é o caso dos artigos |2, 4, 7]. O Lema da Regularidade de
Szemerédi tem se mostrado uma das mais poderosas ferramentas para lidar
com problemas extremais. Dai a motivagao em estudé-lo.

Este lema foi concebido originalmente como um lema auxiliar na prova de
uma antiga conjectura de Erdds e Turan de que seqiiéncias de inteiros com
densidade positiva sempre contém progressoes aritméticas arbitrariamente
grandes. Basicamente, o lema nos diz que qualquer grafo pode ser, de certo
modo, aproximado por uma unido de grafos bipartites pseudo-aleatoérios.
Como grafos aleatdrios sao mais faceis de lidar, o Lema da Regularidade
nos ajuda a carregar resultados, que sao triviais para grafos aleatérios, para
a classe de grafos em geral. As seguintes defini¢oes tornam preciso o que
acabamos de falar.

Definigao 24. Dados um grafo G = (V,E) e X,Y C V disjuntos, definimos
e(X,)Y)=ea(X,)Y)=|{zye E:x € X,y e Y}|. Epara X,Y nao vazios
também definimos a densidade do par (X,Y) em G como:

e(X,Y)

AdX,Y)=da(X,Y) = X
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Definicao 25. Seja € > 0. Dado um grafo G e dois conjuntos de vértices
disjuntos A, B C V(Q), dizemos que o par (A, B) € e-reqular se para todos
X C A eY C B satisfazendo

(XI=€lA] e Y| =¢B

temos

|d(X,Y) —d(A, B)| < e (1)

Isto nos diz essencialmente que o par (A, B) se comporta como um grafo
bipartite aleatorio.

Proposicao 26. O par (A, B) € e-reqular no grafo G se e somente se é
e-reqular em G, o complemento de G.

Prova: Basta observar que dg(A, B) = 1 — dg(A, B), para todos A C
V(G), B C V(G). Assim, na equacao 1 temos:

|da(X,Y)—dg(A, B)| = [(1=da(X,Y))=(1=da(A, B))| = [da(X,Y)—da(A, B)|
U

Proposigao 27 (A maioria dos vértices possui grau alto). Seja (A, B)
um par e-reqular com densidade d, isto é, d(A, B) = d, sobre um grafo G
qualquer. Dado x € A e Y C B, defina deg(x,Y) = {y € Y : (z,y) €
E(G)}|, isto €, o numero de vizinho de x em Y. Se |Y| > €| B| entao

{r€ A:deg(z,Y) < (d— Y]} < eA
Prova: Suponha por absurdo que existe Y C B, |Y| > €| B| tal que:
{z € A:deg(z,Y) < (d—€)|Y]}| > €A.
Seja X = {x € A:deg(z,Y) < (d—¢)|Y]|}. Temos

e(X,Y) =) deg(z,Y) < (d—¢)|X]|- |[Y|=d(X,Y) < (d—e),

reX
ou ainda d — d(X,Y) > €, o que contraria o fato de (A, B) ser e-regular. [J

Teorema 28 (Lema da Regularidade, Szemerédi 1978). Para todo
e > 0 e m ecistem inteiros M(e,m) e N(e,m) com a sequinte propriedade:
para todo grafo G com n > N(e,m) vértices existe uma particao do conjunto
dos vértices em k + 1 classes V =VoU Vi U... UV, tal que:
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e m < k< M(e,m)

o Vo] <en

o Vil = Vol = ... = Vil

e todos exceto no mdzimo ek* dos pares (Vi,V;) sao e-requlares.

Isto quer dizer que todo grafo com densidade positiva de arestas pode ser
particionado em um ntmero limitado grafos, tal que quase todo par desses
grafos é bipartite e aparentemente aleatorio. A existéncia da classe Vj ¢
puramente técnica: para que seja possivel que as demais classes tenham o
mesmo nimero de elementos. Poderiamos assumir que V5 = () se relaxarmos
a condigao [Vi| = [V} para [|Vi| — V] < 1

Defini¢ao 29. Dado um grafo G = (V| E), uma particio P do conjunto
de vértices V. em Vi,..., Vi, e dois parametros €,d, nos definimos o Grafo
Reduzido R como segque: os vértices de R sao os conjuntos Vi,..., Vi eV
é adjacente a V; se e sd se (V;, V) € e-reqular com densidade maior que d.
A maioria das aplicagoes do Lema da Regularidade usa o Grafo Reduzido e
dependem do fato de que muitas propriedades de R sao herdadas por G.

4.3 Uma aplicacao do Lema da Regularidade

Para ilustrar como o lema acima pode ser utilizado, exibiremos a prova do
seguinte teorema retirado do artigo [2].

Teorema 30. Para cada inteiro positivo d, existe uma constante c, funcao
apenas de d, tal que se G € um grafo com n vértices com grau mdximo d
entio r(G) < cn.

Prova: Seja d um inteiro positivo qualquer. Escolha o menor inteiro m
tal que se definirmos € = 1/m temos £log(1/3¢) > d + 1. Observe que com
esta escolha também temos: 1/3¢ > 2d%c. De fato:

242
>3 2(d+1 2d%¢ < —.
2 3ep2(d+1) = 2% < oo Ty < 3

a |

Sejam Ny = M(e,m), Ny = N(e,m) as constantes obtidas ao aplicarmos o
lema da regularidade. Afirmamos que ¢ = max{N,, N;/d*¢} é a constante
procurada. Note que, de fato, ¢ é determinada apenas em func¢ao de d.

Seja entao G um grafo com n vértices e grau méaximo d. Mostremos que
r(G) < en. Considere uma coloragao arbitraria de K.,, o grafo completo com
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cn vértices, usando duas cores, digamos azul e vermelho. Seja H o grafo sobre
cn vértices determinado pelas arestas vermelhas, e H o grafo determinado
pelas arestas azuis.

Como H tem cn vértices e cn > Ny podemos aplicar o lema da regulari-
dade e a observagao que o segue e encontrar uma particao V (H) = V1U.. .UV,
com as propriedades garantidas pelo lema. Seja entdao H* o Grafo Reduzido
de H obtido a partir desta particao. O grafo H* tem pelo menos (1 — e)(g)
arestas. Dai, pelo teorema de Turan, ele possui um subgrafo completo H**
de tamanho (sendo generoso) pelo menos 1/2e. Sem perda da generalidade
podemos assumir que os conjuntos da particdo foram numerados de forma
que (V;,V;) é eregular para 1 < i < j < 1/2e. Agora, vamos colorir as
arestas de H** usando as cores verde e branca. Colorimos (7, j) de verde se
(di(Ai, A;) > 1/2 e de branco se (dy(A;, Aj) < 1/2. Dai pelo Teorema de
Ramsey, ja que %log(l/Qe) > d + 1, existe um subgrafo completo H*** de
H** monocromatico com d + 1 vértices.

Assuma que H** tem todas as suas arestas coloridas de verde. Entao,
novamente podemos supor que os conjuntos da particao foram numerados de
forma que:

e (A;, A;) é eregular e

para todos os 7,7 com 1 < ¢ < 7 < d+ 1. Finalmente vamos mostrar que
o grafo H das arestas vermelhas contém uma copia de G. (Se as arestas
de H** fossem todas brancas, trocarfamos H por H na segunda condicio e
provarfamos que H contém uma codpia de G).

Sejam xq,...,x, os vértices de G. Escolheremos indutivamente vértices
Y1, ..., Yn de H de modo que (z;,7;) € E(G) = (yi,y;) € E(H). Além disto
exigimos que os vértices escolhidos satisfacam as seguintes condicoes para
1=1,2,...,n:

l.sel<a<ientaoy, € Vgparaalgum 1 < <d+1

2.8¢ 1 < ag < ay <ie (Tay,Tay) € E(G) entdo Yo, € Yo, vém de
conjuntos diferentes da particdo e (Yo, Ya,) € E(H)

3.sei<ad <n V(i) ={ys : 1 < a<i,(rg,20) € E(G)} ev =
|V (/,4)| entao para cada 5 com 1 < 3 < d+ 1 tal que V3 nao contém
nenhum y, em V/(o/,4) vale: Vs contém um subconjunto Vj; contendo
pelo menos |V3[/3" elementos tal que todo elemento de Vj é adjacente
(em H) a todos y, € V(d/,1).
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As hipoteses escolhidas, em particular a ultima delas, apesar de pare-
cerem um pouco complicadas, sao precisamente o se faz necessario para con-
seguirmos continuar a escolha dos y;, indutivamente. Ademais, conseguimos
manter estas propriedades gracas aos resultados que temos sobre pares e-
regulares e pela escolha que fizemos de c. Seguem os detalhes.

Suponha que para algum 7, 0 < 7 < n, os pontos y, com 1 < a < 1
ja foram escolhidos satisfazendo as condigoes (1), (2), (3). Mostremos como
escolher y; 1. (Note que em particular, a construcao abaixo vale para ¢ = 0
e podemos utilizé-la para escolher yy).

Comece escolhendo 3y, 1 < By < d + 1, tal que Vj, nao contém nenhum
ponto de V(i+1,1), ou seja, escolhemos um conjunto entre os d+ 1 primeiros
que nao contenha nenhum ponto y, tal que z, é adjacente (em G) a x;,;.
Isto é possivel pois ;11 tem no maximo d + 1 vizinhos. Entao seja Véo 0
subconjunto de Vj, dos pontos adjacentes a todos y, em V(i + 1,i). Pela
condigao (3), sabemos que |Vj | > [Vp[/3” onde v = [V (i + 1,i)]. Note
também que 1/3” > 1/3% > e dai |Vj,|/3" > |Vj,|e > 1. Logo Vj, € ndo
vazio.

Se escolhermos qualquer ponto de Vj para ser y;;, claramente iremos
satisfazer as condigoes (1),(2). Contudo temos que tomar algum cuidado
para garantir que (3) continuara valendo. Veja que temos que nos preocupar
apenas com os valores o tais que o/ > 7+ 1 e para os quais x;,1 ¢ adjacente
a T . E claro que existem no maximo d+ 1 destes valores. Escolha um deles,
digamos o/, arbitrariamente. Temos que olhar para os 3 # f3, tais que V3 nao
contém pontos de V (o, i+1) = V(o/,i)Ux;11. Sejaentdo v’ = |V (d/,i+1)| =
[V (a/,i)| + 1. J& sabemos que Vj contém um subconjunto Vj; contendo pelo
menos |Vj3|/3"~! pontos tal que todo ponto de V3 € adjacente a todo ponto
de V(a/,i). Lembre-se que |V3| > €|V3]. Aplicando a proposigao 27 podemos
concluir que no méximo €|Vjs| dos pontos de Vj sdo adjacentes a menos de
um ter¢o dos pontos em V3. Fixando o e olhando para todos os possiveis
valores de (3 eliminamos no maximo de|Vj, | pontos de Vj . Agora se olharmos
para todos os possiveis valores de o/, nos eliminariamos no maximo d?e|Vj, |
pontos de Vj; . Finalmente, temos que eliminar de Vj pontos previamente
selecionados. Com isto eliminamos mais no maximo n pontos de Vj . Assim,
para garantir que podemos escolher y; 1 basta ver que |V} | > d®¢[Vj,| + n.
Como k < Ny e c > Ny /d?%, temos |Vj,| > cn/k > cn/Ny donde n < d?e|Vj,|.
Dessa forma basta mostrar que [V | > 2d”¢|Vj,|. Mas isto é verdade ja que
V5| > Vil /3% > 2d2€|V,|. O

Para finalizar observe que este tultimo teorema, de certa forma, generaliza
o teorema 22. De fato, circuitos sao grafos de grau méximo d = 2. Contudo o
teorema 22 é mais preciso ao determinar o valor exato do nimero de Ramsey.
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