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Resumo

Nesta monografia, pretendemos apresentar alguns topicos estudados du-
rante o primeiro semestre do Mestrado de Domingos Dellamonica Junior, sob
orientagdo de Yoshiharu Kohayakawa.

1 Introducao

Abordaremos os principais tépicos descritos no Projeto de Estudo de Mestrado de
uma maneira expositiva, isto é, daremos uma idéia inicial sobre o que consiste cada
topico e depois apresentaremos algum resultado relacionado para exemplificar e
solidificar os conceitos envolvidos.

2 Pseudoaleatoriedade

Definicao 2.1. Um extractor é uma fungio computivel em tempo polinomial, que leva
palavras de m bits em palavras de n bits. Queremos que tais extractors possuam a seguinte
propriedade: “sempre que a distribuicdo da entrada é "boa’, a saida do extractor é estatistica-
mente proxima da distribuigqdo uniforme U,,”.

Definicao 2.2. (Min-entropia) Para uma varidvel aleatéria X, definimos

H*(X)= min —logP[X = z].
xe€supp(X)

Observe que se uma varidvel tem um valor grande para sua min-entropia entdo sua distri-
buigdo é ‘boa” — isso porque nenhum valor x pode ocorrer com uma probabilidade muito
maior que os demais valores.

Definicao 2.3. Por distancia estatistica entre duas distribuicdes X, X' queremos dizer

1
dist(X, X' = 3 > [P[X =i] - P[X =]
i€supp(X)Usupp(X”)



Seeded Extractors — Além da entrada usual, requisitamos uma pequena quanti-
dade de bits uniformemente distribuidos. Essa entrada adicional é chamada
de semente do extractor. Estado da arte: é possivel obter extractors que usam
sementes de tamanho O(logn). Pode-se enumerar todas as sementes e assim
simular qualquer algoritmo probabilistico com um overhead polinomial. Va-
mos tentar entender isso melhor.

Seja A um algoritmo probabilistiC(ﬂ que depende de n bits aleatérios. Usando
nosso seeded extractor de dltima geragdo, que denotaremos por Ext : {0, 1}™ x
{0,1}00egm) _, 10,1} obtemos uma saida que é préxima a U,. Entdo, se
X € {0,1}™ é o valor observado na fonte de alta min-entropia, podemos ob-
ter todos os possiveis valores de Ext(X,{0,1}°(°¢")) em tempo polinomial e

rodar o algoritmo A com cada possivel valor.

Seedless Extractors — O overhead polinomial dos seeded extractors, ou a falta
de seguranca destes para aplicagcdes em criptografia sdo motivagdes para a
defini¢do de extractors sem semente. O artigo trata desse tipo de extractor.

Dispersers —Uma construcdo mais fraca do que os extractors. Em vez de exigirmos
uma saida que seja estatisticamente préxima a uniforme, passamos a exigir
apenas que o suporte contenha todas as palavras binarias de tamanho n (ou
uma fracdo considerdvel delas).

Para a consturgdo de extractors e dispersers sdo usados resultados recentes de
teoria aditiva dos ntimeros. Em particular, sdo usados resultados similares aos de
Erd6s-Szemeredi, como o

Teorema 2.1. Existe uma constante € tal que para todo corpo finito F cuja ordem é um
primo, e todo A C TF com |A| < |F|%% temos

max{|A + A|,|A- A]} > |A|"+eo.

Como coroldrio, qualquer A nas condigdes do teorema satisfaz [A - A + A| >
|A|*F40. Isso sugere a idéia de que a fungad f(a,b,c) = a - b+ ¢, se iterada diversas
vezes (dando origem a uma fungdo cujo dominio é F3") possa ser empregada como
um disperser. O artigo nos diz ainda que é possivel provar um anélogo estatistico
de tal coroldrio e isso implica na construgdo de extractors usando f. A defini¢do é
como segue.

Definimos Ext’ : F3' = F — F como a funcdo identidade e, indutivamente,
Ext™! : F3"" — F como

Ext"!(z1, 79, 73) = Ext’(21) - Ext'(z2) + Ext'(z3),

onde x1, x2, 23 € F3".

'Um algoritmo da classe BPP, ie, um algoritmo polinomial e probabilistico que erra com uma pro-
babilidade limitada por uma constante menor que 1/2.



3 Discrepancia

Seja (V, S) um hipergrafo, ou seja, V' é um conjunto base e S é uma colegao de sub-
conjuntos de V. Queremos colorir os elementos de V' em duas cores de forma que
cada S; € S tenha um ntmero balanceado de elementos de cada cor. Definimos
x : V — {—1,1} como uma “coloragdo” dos elementos de V. A discrepancia de um
conjunto S; com relagdo a x é definida por

X(Si) = x(s).

SES;

O maior valor de |x(S;)| sobre todo S; € S é a discrepancia do sistema de con-
juntos dada a coloragdo x. Quando nenhuma coloracdo em particular é fixada, a
discrepincia do sistema de conjuntos, denotada por D..(S), refere-se a menor dis-
crepancia dentre todas as possiveis coloragdes.

3.1 O Método das Funcgoes Ortogonais

Sejaq = (q¢1,--.,qq) um ponto do cubo unitario [0, 1]¢. Denotamos por Bq a caixa
[0,g1)x---%]0, ¢q). Dado um conjunto P de n pontos no cubo unitario, a discrepancia
volume D(q) é a diferenga entre o niimero esperado de pontos contidos na caixa Bq
(se os pontos de P fossem escolhidos de maneira uniforme) e 0 nimero de pontos
que de fato estdo na caixa, ou seja

D(q) =n-vol(Bq) — |PNBqg| =nq1...94 — |P N Bg|.
Teorema 3.1. [1, teo. 8.1, p. 135] Dados n pontos em [0,1]%, a média quadrdtica da
discrepdncia para caixas paralelas aos eixos satisfaz

D(q)*dq > c(logn)™!

[0,1)¢

)

para alguma constante ¢ = c¢(d) > 0.

Mostaremos o caso d = 2 que pode ser generalizado para dimensdes maiores.
Considere o espago de fungdes £%(X), ie, o espago das fungdes f : X — C com
| f|l < oo, onde a norma é definida em termos do produto interno

(f.9) = /X fgda.

Para este teorema, tomaremos X = [0, 1]2. O método desta prova é escolher uma
funcdo F : [0,1]> — R com [ F? limitada superiormente por um valor conhecido
e cujo produto (F, D) possa ser facilmente estimado por baixo. Utilizando a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz ({(a,b)? < ||a||?||b]|?), temos a seguinte cota inferior

/D22</FD)2//F2. (1)
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Vamos supor que n = 2™. (Isso ndo acarreta em perda de generalidade. Pode-
mos encolher o quadrado unitario para um quadrado [0, u]? contendo o nimero de
pontos adequados; se isso ndo for possivel, tome uma e-perturbagdo de P, ja que
| D|| ndo é sensivel a pequenas mudangas em P.) Definimos

F=fo+-+ fm+1,

onde cada f; é definida da forma a seguir. Para todoi =0,...,m + 1, seja G; o grid
obtido dividindo [0, 1] em 2n = 2! retangulos de drea 27¢ x 2i-m~L,

As fungoes f; sdo definidas de acordo com a “interacdo” de P e cada célula R de
Gi.

e Se PN R # () defina f; = 0 em toda a célula R.

e Caso contrario, subdivida R em quatro quadrantes de igual tamanho. Nos
quadrantes 1 e 3, f; vale 1 e nos quadrantes 2 e 4, f; vale —1.

Vamos provar um resultado bem geral donde segue imediatamente que (f;, f;) = 0
para todo @ # j.

Definigao 3.1. Dados inteiros 0 < a,b < m+1, seja G, 0 grid obtido dividindo-se [0, 1]?
em retingulos de tamanho 2= x 27°. Uma fungio f : [0,1]> — R é (a, b)-checkered se
para toda célula R de G,

e Se PN R # 0 entdo f = 0 em toda a célula R.

e Caso contririo, existe ¢ = ¢(R) € {—1,0,1} tal que nos quadrantes 1 e 3, f vale c e
nos quadrantes 2 e 4, f vale —c.

Lema 3.1. Se f é (a,b)-checkered e g é (a’,b')-checkered, com a' < aeb < b entdo fgé
(a,b')-checkered.

Demonstragao. Primeiramente observamos que cada célula 7' de G, iy € a intersec-
¢do de um tnico par de células R € G4, 5 € Gyy. SeT = RN S # () entdo
f(R) = f(S) = {0} e logo, f(T) = {0}.

O caso mais interessante ocorre quando R = S = 0 e ¢(R) # 0 # ¢(S). Observe
que o valor de f nos quadrantes 1 e 2 de T é o oposto do valor de f nos quadranes
3 e 4 deT. Analogamente, o valor de g nos quadrantes 2 e 3 de 7' é o oposto do
valor de g nos quadrantes 1 e 4 de T'. Fica claro que a célula T satisfaz as condigdes
necessarias para que fg seja (a, t’)-checkered. Como isso deve valer para toda célula
T € G, y, temos que fg é (a,b’)-checkered. O

E trivial verificar que toda funcao (a, b)-checkered tem integral nula (sob a regido
[0,1]?). Note que G; = G m+1-i e, portanto, f; é (i, m+1—i)-checkered. Segue dessas
observagdes e do lemaque (fi, fj) = 0 para todo i # j. Concluimos que

m+1 m+1 m+1

/F2:/<§fi>2:§/fi2§glzm_kz
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A segunda parte do método das fungdes ortogonais pede para que estimemos
(F, D) por baixo. Novamente, provaremos um resultado mais geral que serd imedi-
atamente aplicado.

Lema 3.2. Dada uma fungio f, (a,b)-checkered, seja S o conjunto de todos os centros de
massa dos primeiros quadrantes das células de G . Entdo,

/fD:MZ)HZf(p)'

peS

Demonstragao. Vamos calcular a integral acima para cada célula R € G, . Se PNR é
ndo-vazio entdo a integral sobre R é 0. Caso contrario, seja R o primeiro quadrante
de R. Para cada ¢ = ¢1 € Ry, sejam g2, g3 € g4 0s pontos correspondentes a ¢; nos
demais quadrantes. Seja p o centro de massa de R; (p € ). Temos

f@DMMWj/ F(9)(D(q) — D(a2) + D(gs) — D(ax))dg

geER qeERy
=f(p)/ n - arealqi, g2, g3, q4]dq (2)
qER:
T 2
=nf@)(*F) = s

A primeira igualdade segue das propriedades de f. A segunda igualdade segue
diretamente da defini¢do da fun¢do D, notando que PN R = () implica que os termos
|P N By,| se cancelam na soma D(q) — D(g2) + D(g3) — D(qa). A érea do retangulo
formado pelos pontos ¢; é igual a area de R; que é equivalente a 1/4 da 4rea de R;
disso segue a terceira igualdade.

A partir de ([2)) concluimos a demonstra¢do do lema. O

Para as fungdes f;, basta tomara =ieb=m+1—ien =2"no lema Observe
que para p € S, temos f;(p) > 0 sempre que a célula que contém p, digamos R € G,
é tal que RN P = (). Como o ntiimero de células de G; é 2n e P possui n pontos, pelo
menos n células sdo vazias, logo

2m 2™Mn _6
fz‘D:szi(P)ZW=2 ’
peES

e portanto, (F, D) > 275(m + 2) = Q(logn). Usando o método das fungdes ortogo-
nais (veja a desigualdade ([I))), provamos o teorema[3.1]para o caso d = 2, j& que

D(q)*dq = Q(logn).
[0,1]2



4 Grafos e Teoria de Ramsey

4.1 Alguns Resultados de Teoria de Ramsey

Nesta secdo provaremos alguns resultados cuja motivagdo vem da seguinte per-
gunta de Erd6s e Hajnal: “E verdade que para todo grafo H, existe ¢(H) > 0 tal
que para todo grafo G que é H-livre, devemos ter um clique ou um conjunto in-
dependente de tamanho > n°(1)?”. Dizemos que um grafo é H-livre se este ndo
contém uma cépia induzida de H.

No artigo [2], sdo mostrados alguns resultados de teoria de Ramsey relacionados
a torneios e também é proposta uma formulacao, equivalente a pergunta de Erdés e
Hajnal, envolvendo torneios. A pergunta é efetivamente respondida positivamente
para uma classe especial de grafos.

Definicao 4.1. Se para um grafo H a resposta a pergunta de Erdds e Hajnal é positiva
entdo dizemos que H possui a propriedade EH.

Definicao 4.2. Dado um grafo G com conjunto de vértices [n] Z {1,...,n} e grafos
{Fi}iy, formamos o grafo G(F1, ..., Fy) substituindo cada vértice i € [n| por F; e ligando
todas as copias dos vértices de F; com as copias dos vértices de Fj se e somente se {i,j} €
E(G).

Teorema 4.1. Sejam H e F grafos possuindo a propriedade EH e V(H) = {v1,..., vt}
Entdo o grafo H(F, va, . .., vy) também possui a propriedade EH.

Demonstragao. Denotamos por hom(G) = max{a(G),w(G)}, ou seja, o tamanho do
maior conjunto homogéneo de G' (um clique ou conjunto independente). Suponha
que H e F sejam como no enunciado. Seja Hy = H — v;. Por simplicidade, denote
H(F) = H(F,v,...,v;). Seja G um grafo H(F)-livre com n vértices e suponha
que hom(G) < nH)9. Vamos tentar obter uma contradigdo, dado que § > 0 é
suficientemente pequeno.

Estamos supondo que n é suficientemente grande. Em particular, m < [n0] > k.
Pela defini¢do de ¢(H), todo m-conjunto U C V(G) deve induzir pelo menos um
subgrafo isomorfo a H, caso contrario, encontrariamos um conjunto homogéneo de
tamanho m*() > hom(G), o que é absurdo. Entdo, G possui pelo menos (") /(™)
copias induzidas de H. Para cada uma dessas copias, fixe a imersao de H em G
correspondente.

Como o nimero de imersdes de Hy em G é limitado superiormente por n(n —
1)---(n — k + 2), deve haver uma imersdao Hy — G que pode ser extendida para

uma imersdo H — G em pelo menos

M <Z)/{<Ziz>n(n—1)---(n—k+2)}

maneiras diferentes. Em outras palavras, ha k — 1 vértices v, ..., v} € V(H) e um
M-conjunto W C V(@) tal que para todo w € W, a funcado f definida por f(v1) =
w, f(v;) = v} parai=2,..., kéumaimersio H — G.



Considere o grafo G[IV]. Se este grafo ndo for F-livre entdo G possui uma copia
induzida de H(F'). Basta lembrar da defini¢do do grafo H(F') e observar que se
W' C W é tal que G[W’] é uma cépia isomorfa a F entdo, pela construgdo de W,
GW'U{vy, ..., v} = H(F).

Como F possui a propriedade EH, concluimos que

hom(G[W]) > |[W () > pet).,

Por outro lado,
nfH9 > hom(G) > hom(G[W]).

Com algumas contas simples, determinamos que se

e(F)

O < () + ke (B’

chegamos a uma contradigao. O

Coroléario 4.1. Dados H, F, . . ., Fy, grafos com a propriedade EHe V (H) = {v1, ..., v;}
entdo o grafo H(F, ..., Fy,) também possui a propriedade EH.

Definicao 4.3. Definimos como torneio um grafo dirigido T = (V, A), onde para todo
{u,v} € (‘2/), temos [{uv, vu} N A| = 1. Um torneio com uma ordem linear (<) nos vértices
é chamado de torneio ordenado e é denotado por (T, <). Dizemos que um torneio (T, <)
¢ um subtorneio ordenado de (T", <') se existe uma fungdo injetiva f : V(T) — V(T")
que preserva a ordem e adjacéncia, ie,

(i) flu) < f(v)sseu <w
(i) (f(u), f(v)) € E(T") sse (u,v) € E(T).

Lema 4.1. Sejam t > n > 1 dois inteiros positivos e seja S = {a1,...,am} um tn-
conjunto. Seja g : S — [t| uma fungdo tal que para todo p € [t], temos |{i : g(a;) =
p}t = n. Ademais, seja f : S — [n] uma fungdo aleatéria cujo valor de cada a; é escolhido
independente e uniformemente. Seja E o evento em que existem 1 < i3 < ig < --- < i, <
tn tais que g(a;;) # g(a;, ) para todo j # ke f(a;;) = j para todo j € [n].

A probabilidade de que E ndo valha é no mdx.

n—1 n nq(n—l)(n_l)t”_"q det\n _
Z<Q> nin (%)

q=0

Demonstragao. Vamos estimar o nimero de fung¢des f para as quais o evento £ fa-
lha. Dada uma tal f, seja ; 0 menor inteiro (se existir) tal que f(a;,) = 1. Supondo
que iy < ig--- < ij_1 jd foram definidos de forma que f(a;,) = s paratodos < j e
que os valores g(a;, ) de sdo todos distintos. Seja i; > i;_; 0 menor inteiro (se existir)
tal que f(a;;) = j e g(a;;) # g(a;,) para todo s < j. Note que, como FE falha para f,
este processo deve se encerrar apo6s a defini¢do de ¢ < n — 1 indices.



Observe que o valor de ¢ elementos de f é fixado (a saber, f(is) = s para
s = 1,...,q9). Também é simples verificar que o valor de f fica restrito a n — 1
possiveis valores em quase todo o dominio. Em particular, os tinicos valores de k
para os quais f poderia assumir qualquer valor de [n] estdo contidos no conjunto
X = (Useiqik | 9(ar) = g(ai,)}) \ {i1,...,iq}. Para demonstar este fato, suponha
z € X tal que x pode assumir qualquer valor de [n|. Observe que ndo podemos se
x < i1 pois isso contraria a construgdo do conjunto de indices (pois ndo podemos ter
g(x) = 1). De forma anéloga concluimos que = # i, e, paratodos =1,...,¢— 1, se
is < T < ig41 entdo g(z) ndo pode valer s + 1.

Como |X| = ¢(n — 1), o numero de fungdes f para as quais E falha é limitada
superiormente por

n—1 +
T ( ”> nd(=1) (p — 1)tn—an,
q=0 a4

pois ha (tq") maneiras de escolher is, s = 1,...,q tais que f(is) = s. O total de
fungoes é dado por n'", logo

P[E] < T/n" < (7)”6—2

como queriamos. O

Teorema 4.2. Para todo torneio ordenado (T, <), existe um torneio T" tal que para toda
ordem <’ de T" o torneio ordenado (T, <) é um subtorneio de (T, <'). Ademais, se T tem n
vértices entdo existe um T' com a propriedade acima com O(n®log? n) vértices.

Definicao 4.4. Um Plano Projetivo Finito é um hipergrafo P = (X, L) onde X é um
conjunto finito de pontos e L é um conjunto de linhas, que respeitam os sequintes axiomas:

1. existe F C X com |F| =4talque |[LNF| < 2paratodo L € L;
2. paratodo Ly, Ly € L, temos |Ly N La| = 1;

3. para todo par de pontos distintos x1,x2 € X existe uma tinica linha L € L tal que
r1,%o, € L.

Dizemos que tal plano projetivo é de ordem n quando | X | = |L| = n® + n + 1 e, para todo
Lel |L|=n+1.

Demonstragao. Fixe (T, <) um torneio em n vértices, digamos [n], cuja ordem linear
é a ordem natural. Seja ¢ > 3 uma constante e ¢ — 1 a menor poténcia de primo
tal que t > cnlogn (o TNP nos garante que t = (1 + o(1))cnlogn). E sabido que
para toda poténcia de primo p¥, existe um plano projetivo finito de ordem p*. Sendo
assim, seja P = (X, £) um plano projetivo finito de ordem ¢ — 1.

Associe a cada ponto p € X um conjunto S, de n elementos, com os conjuntos
Sp dois-a-dois disjuntos. Os vértices de 7" sdo V(T") = Upe x Sp. Note que [V (T")] <



nt?. Para cada linha L € £, sorteie uma funcdo aleatéria fr, : UyerS, — [n]. Os
sorteios sdo independentes para cada linha. Para definir a orientagdo dos arcos do
torneio, sejam u, v € Uper,Sp. Seu € Spev € Sy comp # p' e fr(u) # fr(v), entdo
(u,v) é arco de T” se e somente se (fr(u), fr(v)) é arco de T”. Se u e v ndo forem
dessa forma, oriente de maneira arbitréria.

Vamos provar que com probabilidade tendendo a 1 (quando n tende a infinito),
T’ contém uma c6pia ordenada de 7' em qualquer ordem. Fixe uma ordem <’ para
T'. Estimaremos a probabilidade de que, nesta ordem, ndo encontramos (7', <) como
subtorneio ordenado. Para cadalinha L € £, <’ induz uma ordem para os tn vértices
de UperSp. Seja Sp, = (ai,...,a) tal ordem; defina gr(a;) = p se e somente se
a; € Sp. Observe que Sy, g1, f1, estdo nas condi¢des do lema

Suponha que o evento E do lema[.T|valha para Sy, gz, fr. Entdo existm indices
i1 < .-+ < iy tais que f1(a;,) = s paratodo s € [n] e para todo j # k, a;; e a;, vém de
conjuntos S, e S distintos. Mas entdo (7"[{a;,,...,a;,}],<’) = (T, <). Portanto, a
probabilidade de que (77, <) ndo contém (7, <) em nenhum conjunto Sy, é limitada
superiormente por

{(zlstye_t}(tl)%t = exp{—(1+ o(1))c*n® log? n}.

O nuimero de ordens para 7" é dado por
{(n((t —1)* + )} < exp{—(1+ 0(1))3c*n3log® n}
e, como ¢ > 3, a probabilidade de que 7" ndo contém (7, <) em alguma ordem <’ é

o(1), completando a prova. O

O resultado acima ndo é muito longe do melhor possivel. Em [2] também é
provado que para qualquer (T, <) com n vértices, se 7" € um torneio com menos de
n?/(v/3e?) vértices entdo ha uma ordem <’ tal que (7”, <’) ndo contém (7', <).

5 Reconstruindo Subconjuntos de 7Z,

Definicao 5.1. Seja n um inteiro positivo e seja X C Z,. O k-deck de X é a fungio
definida em todo multiconjunto Y de Z,, de tamanho k por

dxk = [{i € Zn | supp(Y +i) € X},

onde supp(Y') é o conjunto dos elementos de Y desconsiderando-se a multiplicidade. Observe
que, como estamos falando de multiconjuntos, a exigéncia de que Y tenha tamanho k pode
ser relaxada para tamanho < k sem perda de generalidade.

Definigao 5.2. Dizemos que o conjunto X é reconstrutivel a partir do k-deck de X se
podemos deduzir X (a menos de translagio) a prtir do seu k-deck, ou seja,

dwy = dx j implica W = X + i para algum i € Zy,.

Mais geralmente, dizemos que uma funcao é reconstrutivel a partir do k-deck de
X se seu valor é uma fungdo de dx .



5.1 O caso em que n é primo

Lema 5.1. Para todo k < n, qualquer conjunto A C Z,, e qualquer multiconjunto
{i1,...,ix} de Zy,, podemos reconstruir [(A —i1) N --- N (A — ig)| a partir do k-deck
de A.

Demonstragao. Observe que f(A) = |(A—i1)N---N(A—i)| éigualada r({i1,. .., ik})
ja que um elemento x é contado por f(A) se e somente se x +i; € A para j € [k], ou
seja, sse x é contado em d 4 ;. Portanto, f é uma fungao de d 4 1, logo é reconstrutivel
a partir do k-deck de A. O

Definicao 5.3. (fungdo caracteristica) Para um conjunto S fixado, denotamos por x s (x)
a fungdo que vale 1, caso x € S e 0, caso contririo.

Teorema 5.1. Se p é primo entdo todo subconjunto de Z,, é reconstrutivel a partir de seu
3-deck.

Demonstragao. Uma matriz M é chamada circulante se existem inteiros {a; | i € Z,,}
tais que a i-ésima linha de M é (a;j, aj11,...,Gi4n—1). Denotamos por Z a matriz
circulante fundamental (a matriz circulante cuja primeira linha é (0,1,0,...,0)). A
matriz Z é tal que cada poténcia Z' consiste de um deslocamento ciclico de i casas
em toda linha da matriz Z.

Considere conjuntos A, B C Z, que tenham o mesmo 3-deck. Associamos ao
conjunto A a matriz (circulante) My, definida por (My);; = xa(j — %). E simples

verificar que
My=)Y 7.

jeA
Como os auto-valores de Z sdo exatamente as raizes p-ésimas da unidade, denotadas
por ¢k, parak = 0,...,p—1 (onde ¢ = ¢*"/P) e seus auto-vetores sio ¢*(1,¢,..., (P71,
parak =0,...,p—1entdo os auto-valores de M 4 sdo ZjeA ¢*, parak =0,...,p—1.

Dividimos entdo a prova em dois casos. Caso M 4 seja ndo-singular, seja A a sua
inversa (também circulante) cuja primeira linha é A. Defina Mg de forma anédloga a
M 4 e considere C = AM g, cuja primeira linha é c. Vamos provar que C = Z* para
algum k. Por defini¢do, temos

I
—
I
—

p p—1 p

2
i = ( Aj - xs(J —i))
i=0 i=0 j=0
p—1
= Y MM xs(i—i)xslk—1i)
0<j,k<p i=0
= Y NMIB-HN(B-kK).
0<j,k<p
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A segunda igualdade segue de xp(j —i)xp(k —i) =1 j—i,k—i€ B& —i €
(B—j)N(B—k). Usando o lemal[5.1|sabemos que |(B — j) N (B — k)| pode ser obtido
a partir do 2-deck de B (e, portanto, do 3-deck também). Aplicando a mesma idéia
vista acima, verificarmos que

[y

—
d= > ANMMB-HN(B-knNB-I)
i=0 0<j,k,1<p

Tal expressdo também é reconstrutivel a partir do 3-deck de B.
Por hipétese, o 3-deck de A e B sdo iguais, logo, Y. c7 = Y (AM4)3, =Y 13, =1
e, analogamente Y ¢} = 1. Tais condi¢des implicam que ¢ = e;, para algum k. Caso

contrdrio, temos¢; € [0,1)el =3, , c? > i t0 c}. Concluimos que Mp = M4 Z*
e, portanto, B é uma translagdo de A.

Resta o caso em que My é singular. Observe que () C Z, é o tinico subconjunto
tal que dg; = 0. Podemos supor que 0 #£AC Zy. Como os auto-valores de M 4
sdo os p valores o; = ¢(¢%), parai = 0,...,p — 1, com q(z) = Yica 27, devemos ter
algum o; = 0 para M 4 ser singular.

Sabemos que ag = |A] > 0. O polindmio minimo de (¢, i € (0,p), é my(z) =
1+ 2+ -+ aP7L. Temos ¢(¢*) = 0 somente se m, | g, 0 que ocorre somente se
A = Z,p. E evidente que d4 ; vale sempre p sse A = Z,, ou seja, A é reconstrutivel a
partir de seu 3-deck. O

5.2 A abordagem para o caso geral

Nesta se¢do abordaremos a reconstrucdo de Z, para um n qualquer. Os grupos
considerados serdo sempre abelianos e Z,, é o grupo aditivo dos inteiros médulo n.

Definicao 5.4. Seja I' um grupo de permutagio sobre um conjunto €. Dizemos que dois
conjuntos X,Y C 2 sdo isomorfos se X = gY para algum g € I'.

Definicao 5.5. O k-deck de X é a fungdo definida em multiconjuntos de €2 por
dxx(Y) = [{g € T'| supp(gY) € X}/

Dizemos que I' é reconstrutivel a partir de seu k-deck se dx , = dy, implica que X e Y
sdo isomorfos.

Definicao 5.6. Uma agdo de um grupo G sobre um conjunto X é um mapa ¢ : Gx X —
X para o qual valem

1. ¢(e,x) = z, onde e é a identidade de G;

2. ¢(g,¢(h,z)) = ¢(gh,x) para quaisquer g, h € G.

11



Para ndo sobrecarregar a notagido podemos usar simplesmente g - (h - x) = gh - x para
representar a propriedade 2}, por exemplo.

Definigao 5.7. Um group ring é o conjunto de todas as somas finitas ), a,x, com todos
0s x pertencentes a um grupo G e todos os a, pertencentes a um corpo F. Denotamos tal
conjunto por FG.

O método empregado em [3] consiste em considerar ndo apenas os subconjuntos
de um grupo G, mas todas as fungdes f : G — Q sob a agdo de G dadaporg- f(x) =
f(g71x). Claramente este conjunto de fungdes pode ser identificado com o group
ring QG através domapa f < > - zf(x).

Definicao 5.8. Se f € QG ek > 1, 0 k-deck de f é a funcio definida em multiconjuntos

de G por
die(V) =" [ f@).

geG zegY

Dizemos que f é reconstrutivel a partir de seu k-deck se dy i, = d g i implica que f = g- f'
paraalgum g € G.

Definicao 5.9. Definimos rq(G) como sendo o menor inteiro k tal que toda fungio f :
G — Q é reconstrutivel a partir de seu k-deck.

Definigao 5.10. Se para f, f' € QG temos dyj, = dg ), porém nilo existe g € G tal que
f =g fentdo chamamos f' de um k-impostor de f.

Podemos mapear todo conjunto S C G a fungdo xs € QG e, portanto, qualquer
cota superior para rg(G) é uma cota superior para o menor k tal que G é recons-
trutivel a partir de seu k-deck.

Seja @, = Q[z]/(z™ — 1). A aritmética de @), é bem simples: se associarmos a
cada p € @, um vetor de Q" da maneira candnica, multiplicar p por zt equivale a
um deslocamento ciclico de i casas no vetor correspondente. E simples verificar que
QZ,, = @y e que a agdo de Z,, sobre QZ,, é isomorfa a agdo de Z,, sobre (),, dada por
i -« = r'a. Basta observar que se i € Z, e f € QZ, entdo (i - f)(z) = f(z — i), que
corresponde a um deslocamento ciclico de i casas no vetor correspondente a f.

Uma maneira de investigar @),, é através da transformada discreta de Fourier, o

cz

qual consideraremos em Isto requer que trabalhemos num dominio maior, j&
que a transformada de Fourier lida com complexos.

Definicao 5.11. Dados dois elementos de @, defina o seu produto estrela como sendo
n—1 n—1 n—1
(Z ajxj) * (Z bjxj) = Z a;bjx’.
j=0 j=0 =0

12



Observe que * é comutativa, associativa e distributiva sobre a soma de elementos de Q.
Dado um multiconjunto I = {iy,...,i,}, defina

of = (za) % (2" ).

Uma combinagiio linear de tais expressoes, ie, p(e) = > ;7 Ara! é chamada de -polindmio.
O grau de p é definido como maxyer |I|.

Por simplicidade, suponha oo = 3 5., ajx?. Definimos o mapa linear S : Qn, — Q
por S(a) = >_; aj. Definimos para um multiconjunto I a fungiio Sy(cr) = S(al). Temos

S{il,--.,ir}(a) = Z Aj—iq = Aj—ip-

0<j<n

Uma composicio do tipo S o p com p um %-polindémio é denominada uma *-expressao.
O grau de uma x-expressio S o p é dada pelo grau de p.

Definicao 5.12. Dados ideais M, N C @y, definimos seu x-produto M = N como sendo
0 ideal
MxN=(M,N,{m*n|meée M,n e N}).

A k-ésima x-poténcia de M ¢é definida indutivamente como M** = M e M*F+1) = M x
M~k para k > 1.

Na prova do teorema principal (teo. mostraremos que dado o € @, é
possivel obter um *-polindmio p tal que p(a) =1 € @, e, além disso, tal p tem grau
razoavelmente baixo, digamos, no maximo /. Depois mostraremos que os valores
de x-expressdes de grau no maximo k sdo reconstrutiveis a partir de seu k-deck. Isto
permitird provar, com um pouco de trabalho, que se 3 € @, é tal que dg3 = dn 3
entdo temos p(f) = z° para algum i € {0,...,n — 1} e, posteriormente, mostrar que
B =x'a.

5.3 As x-expressoes

Lema 5.2. Suponha que k > 1 é um inteiro e o, 3 € Cy, sio tais que dn ), = dgp. Se
[ =2 1er A1S1 é uma x-expressio de grau no maximo k entdo f(o) = f(5).

Demonstragdo. Claramente basta mostrar o resultado para f = S;com I = {iy,...,i},
r < k. Temos

fla)y=Y" aj_i--aj,
0<j<n
= da,r({*ila cey 77’7“})
=dg,({—i1,...,—ir})
= f(B).
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A segunda igualdade segue da defini¢do observando que « deve ser encarado
como um elemento de QZ,, e, portanto, (i) ndo é o valor do polindmio cem i € Z,,
mas sim a i-ésima coordenada de «, ou seja, a;. O

Lema 5.3. Suponha que o € Qy satisfaga St y(a) = Sqo0,01(a) = 1. Entdio o = xt
para algum i € {0,...,n — 1}.

Demonstracdo. Basta verificar que Syo0y(a) = 3_; a7 e Sqg0y(a) = 3_; a} e aplicar
o resultado utilizado na demonstracdo do teorema O

Lema 5.4. Sejam p e q dois x-polindmios e [ uma x-expressido. Entdo p o q é um *-
polindmio de grau no mdximo grau(p) grau(q) e f o p é uma x-expressio de grau no maximo
grau(f) grau(p).

Demonstracao. Contas bem diretas. O

Proposicao 5.1. Suponha que oo € @y, e que existe um *-polindmio p tal que p(a) = 1.
Se grau(p) < ke 3 € Q,, tem 0 mesmo 3k-deck de o entiio 3 = x' para algum i € Z,,.

Demonstragdo. Seja u = p(3). O lema 5.4 nos garante que a composta Sy 9,y o p €
uma *-expressdo de grau no méximo 3k. Pelo lema 5.2 temos Si 01(u) = f(8) =
fla) = S{o,0,0y(1) = 1. Analogamente, Sg0;(u) = 1€, do lema concluimos que
u = ' para algum i € Z,. Para todo j € Z, defina a funcédo g; : v — (2/p(v), 7).
Observe que cada g; é uma *-expressdo de grau k + 1 pois, se p(y) = > ;o7 A1y’
entdo, definindo

a() = (Y xy) =D AR
IeT IeT

temos g; = S o q. Se (b )kez,, sdo os coeficientes de 3 e (ax)kez, 0s de o entdo
bivj = (a'a', B) = (7p(B), B) = 9;(8) = gj(a) = (a’p(a),a) = (27, 0) = a5,  (3)

donde g;(8) = g;() é conseqiiéncia do lema A equacdo (3) nos fornece 3 =
o O

Teorema 5.2. Sejaa € Qp e J = (a). Se J* = @Q,, entdo nio hi 3k-impostores para c.

Demonstracio. Como 1 € Q, e J** = Q,, existe um *-polindmio p de grau no
méximo k tal que p(a) = 1. Pela proposicio [5.1]qualquer 3 com dg 3 = do 31 deve
ser da forma 3 = z'a para i € Z,. O
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5.4 Transformadas de Fourier

Utilizaremos a transformada discreta de Fourier, denotada por F : C;, — C" para
analisar a rapidez com a qual as iteradas (a)** chegam a Q,, (quando chegarem).
Isso serd feito olhando-se para F((a)*).

Proposicao 5.2. O mapa F definido como F(a) = (a(¢*))rez, — onde ¢ = >mi/m —
é um isomorfismo de anel (onde a multiplicagio de C™ é feita coordenada a coordenada). A
inversa de F é dada por

f_l(zo,...,zn,l):% Z(Z ZTC_Tj)xj. (4)

jEZn T€ZLn

Definicao 5.13. Definimos, para S C Z,, os conjuntos Zs = {(fi)icz, | fi = 0 para todo i €
S} e NZS = ZZn\S = {(fz)zEZn ’ fz = Opam todo i ¢ S}

Recordaremos alguns fatos basicos sobre ideais de C™ e C" que serdo tteis para
os préximos resultados.

Proposicao 5.3. Os anéis C™ e C™ sdo dominimos principais (Euclidianos, de fato). Os
ideais de C" sdo indexados pelos subconjuntos T' do conjunto de raizes n-ésimas da unidade
{¢" | i € Zy}. O ideal correspondente a T é My = ([[picp(x — ¢*)). Os ideais de C™ sdo
indexados pelos subconjuntos S do conjunto {0,...,n — 1}. A S corresponde o ideal Zg,
definido acima. A transformada de Fourier mapeia o ideal Mr ao ideal Z ;¢ cy.-

A razdo pela qual os elementos de ), sdo mais facilmente reconstrutiveis do
que os elementos de (), deve-se ao fato da estrutura dos ideais de @, ser muito
mais interessante que a dos ideais de C),. Antes de revermos os fatos, precisamos de
algumas notagdes.

Definicao 5.14. Seja D(n) = {d | d divide n} e seja F' = Q[(] o corpo de decomposi¢io
de x™ — 1 sobre os racionais. O n-ésimo polindmio ciclotomico é definido como

Cu(x)= ] (x-¢).
(Gm)=1
Para todo D C D(n) definimos ®p = [[;cp Pa-

Definicao 5.15. Se D C D(n), definimos S(D) = {j € Zy, | (n,j) = n/d para algum d €
D} e S4(D) = Zn \ S(D) = {j € Zn | n/(n,j) & D}.

Proposigao 5.4. Os polinémios ciclotomicos possuem as seguintes propriedades.

1. Para todon > 1, o polindmio ®,, tem coeficientes inteiros, é irredutivel em Q[x] e tem

grau ¢(n).
2. Os automorfismos de Gal(F | Q) sdo os mapas ¢ — (%, comi € Z} = {j € Zy, |

(4;n) =1}
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3. Os polindmios {®, | d € D(n)} sdo relativamente primos dois a dois.

4. Para qualquer D C D(n), os vetores X s(p) € Xse(p) estdo em F(Q). A transformada
de Fourier do ideal (®p) C Qn é F(Qn) N Zs(p).-

Demonstragdo. Os primeiros fatos podem ser encontrados em qualquer livro que
aborda o assunto. O tltimo merece destaque. E simples verificar que para todo
xr € Z;,omapa : j € S(D)+— xj é uma bijecdo de S(D). Qualquer automorfismo
o; € Gal(F | Q), com 04(¢) = ¢ mantém fixo os termos de F~*(xg(p)), ou seja,

ai< Z Ck(*j)): Z Ui(gk(*j)): Z Cik(fj): Z Ck(,j)’
)

keS(D keS(D) keS(D) keS(D)

onde a dltima igualdade segue do fato que %k — ik é uma bijecao de S(D). Pela teo-
ria de Galois, os coeficientes de F~!( s(p)) sdo racionais. Para o vetor x se(p), segue
um raciocinio anélogo, ja que k € S¢(D) — ik é uma bijecao de S°(D).

Para a segunda parte, verifica-se prontamente que F({®p)) € F(Qn) N Zg(p)
observando que todo j € S(D) é da forma j = kn/d com k € Z} e que (/ =
exp{2rik/d} é uma raiz primitiva d-ésima da unidade (pois (i, k) = 1). Para mostrar
a inclusdo reversa, tome f € F(Qn) N Zg(p) e seja a = F(f). Como f € F(Qy) é
evidente que a € QQ,, e como f € Zg(p), para cada d € D devemos ter a(¢Vh = 0.
Mas o polindmio minimo de (/¢ = ¢?7i/? ¢ &;, logo ®4 | . Pela propriedade
concluimos que ®p | a e entdo o € (P p). O

Lema 5.5. Sejam I,J ideais com I = (®p)e J = (Pg), sendo D,E C D(n). A
transformada de Fourier do ideal I x J é dada por

F(IxJ)=F(Qn) N NZs, ()
onde S = S¢(D) U S¢(E) U (5¢(D) + S°(E)).
Demonstragio. E simples verificar que, definindo o x-produto de elementos de C"
comol]
(2i)iez, * (Wi)iez, = ”(Z ,ijk)ieZn’
Jt+k=i
temos F(a % 8) = F(a) x F(B).

Pela propriedade @ da proposicao temos xge(p) € F(I) e xge(p) € F(J).
O elemento f(f_l(XSc(D)) * F‘l(XSc(E)) = Xs¢(D) * Xs¢(E) deve, evidentemente,

TA semelhanca com multiplicagio de polindmios em C,, ndo é coincidéncia. O mapa F é um
isomorfismo que leva a operagao de multiplicacdo de polindmios em C., ao produto componente a
componente de C" ou, de forma andloga, o produto * em C™ ao produto componente a componente
(produto x) em C,,.
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pertencer a [ x J e, sendo assim, X g¢(p) + Xse(r) + (Xse(p) * Xse(r)) € I * J.

E simples verificar que supp(xgc(D) + Xsep) + (Xse(p) * Xsc(E)) = S, logo,
pela proposigdo verificamos que, quando I x J é um ideal de (), a imagem
F(I + J) deve ser um ideal que contém N Zg; nos restringindo aos racionais, temos
F(I*J)DF(Qn) NNZg.

Para a inclusdo reversa, observe que para todoi ¢ Sea € F(I),b € F(J) todo
termo da soma >, ,_; a;b; € zero (pois i ¢ S°(D) + S°(E)), ou seja, (a xb); = 0.
Além disso, a; = b; = 0 pois i € S(D) N S(E). Com isso concluimos que F(I x J) =
F(Qn) N NZs. O

Corolario 5.1. Se I, = (®p,),..., I, = (Pp,) sdo ideais, entdo
F(Iix---x1.)=F(Qn) NNZg,

com S =Jj_, S¢(D;) U (UTC[T] D S¢(Dy)).

Demonstragao. O caso r = 2 é apenas o lema anterior. A prova segue por inducao
da seguinte forma. I; x ... I, é um ideal de @),, e ja sabemos que ele é gerado por
(®p) para algum conjunto D C D(n). Temos, pelo lema F((Ihx - * L) *
Li41) = F(Qn) N NZg, com S = S¢(D) U S¢(Dy41) U (S(D) + S(Dy41)). Porém,
pela propriedade |4} da proposicdo 5.4 temos F (1 x -+ x I;) = F(Qn) N Zgp) =
F(Qn) N NZge(py. Por outro lado, pela hipétese de indugao temos F(I; x -+ - % I;) =
F(Qn) N NZg e segue que S = S°(D). Substituindo, obtemos

r+1

' =S US(Dr1) U (S +5Dys)) = | ) S4(Dj) U ( U @SC(Dk)).
Jj=1 TCr+1] kET

O

Definicao 5.16. Dizemos que um elemento o € Q,, é d-periédico se z%a = a, com

n > d € D(n). Dizemos que um ideal I C @, é periddico se todos os seus elementos sio
d-periddicos.

Ainda néo discutimos o caso de elementos d-periédicos a € @,,. Toda x-poténcia
de a é d-periddica e a soma de elementos d-periédicos também é d-peridédica. Isso
mostra que todo elemento de (a)** é d-periédico e, portanto, 1 ¢ {a)**.

Lema 5.6. O elemento ®p é periddico sse existe um primo p | n tal que p™ é a maior
poténcia de p que divide n e {p™e | pfe,e| n} C D.

Demonstragio. Sejam,q=1+z%+---+2""% onde d € D(n). Observe que a = r%a
sse mp 4 | @. Além disso, como z" — 1 = (z? — 1)my, 4, pela proposicao temos

Tnd = PeleeD(n),efd)-
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Suponha que ®p seja d-periédico. Entdo ®p é e-periddico para todo d | e €
D(n) \ {n}. Em particular, ®p é (n/p)-periédico para algum primo p | n. Entdo
Trnn/p = PleleeD(n)ein/p} divide ®p. Portando, {e [ e € D(n),e t n/p} = {p™e | pt
e,e|n} CD. O

Lema 5.7. Se n é impar entdo Z;, U (Z}, + Z},) = L. Se n é par entdo Z; U (Z;, + Z;,) U
(ZF +Z) + 7)) = Z,.

Demonstragdo. Sejan = pi*---plm a fatoragdo de n. Pelo teorema Chinés do resto,
associamos bijetivamente a cada a € Z,, uma n-upla em pr1~1 X - X Zp71”7n. As n-
uplas correspondentes a elementos de Z,, \ Z;, sdo aquelas em que pelo menos uma
coordenada é nula. Se n é impar entdo, como Z;fi + Z;,_«i = Zp;'i, fica claro que
Zy, U (Zy, + Zy,) = Zp. Por outro lado, temos Z3, + Z;k = 2222;@. Sei € Zy \ Z} entdo
(i,m) > 1. Se i for par, é simples ver que i € Z + Z. Caso contrario i — 1 é par e,
portanto, i — 1 € Z; + Z;,. Como 1 € Z;,, temos i € Z; + Z;, + Zy,. O]

Teorema 5.3. Se a € Q, e n tem m = w(n) fatores primos distintos entido ou o é
periédico ou (a)*3™ = Q.

Demonstragao. Suponha que o ndo é peridédico. Entdo, como todo ideal de @, é ge-
rado pelo produto de polindmios ciclotomicos, pelo lema |5.6/segue que (o) = (®p)
para algum D C D(n) tal que, para todo primo p € D(n), existe f, € D(n) com
fp &€ Dept(n/fp). Observe que o conjunto S” = {n/f, | p primo que divide n} esta
contido em S¢(D). Além disso, |S’| < m e o mdc de todos os elementos de S’ é 1 por
construgdo. Pelo teorema de Bézout, todo elemento de Z,, pode ser expresso como
uma combinacéo linear de elementos de S’ com coeficientes em Z,,.

Seja i € Zp representado como ) ¢ ¢ss, com cada ¢; € Z,. Pelo lema
cada ¢, é expresso como soma de no maximo 3 elementos de Z;, o que mostra que
todo elemento de Z,, pode ser expresso como soma de no maximo 3m termos de
S¢(D), ja que qualquer produto rs com r € S°(D) e s € Z;, estd em S°(D). Apli-
cando o corolério a (a)*™ teremos S = UTg[r] D ieT S¢(D) = Zy, e, portanto,
F({a)*3m) D F(Qn)- Logo, (a)*3™ = Q,,. O

Uma observagao deve ser feita (ndo comentada no artigo original). Se n ¢ D ou
entdo se existem dois elementos relativamente primos em S¢(D), o conjunto S’ pode
ter seu tamanho reduzido para < 2, o que prova uma cota bem melhor do que 3m
para uma boa parte dos elementos de Q.

5.5 O Resultado Principal

Proposicao 5.5. Se a € Q,, ndo é periddico e w(n) = m entdo nio hd 9m-impostores de
.
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Demonstragao. Pelo teorema sabemos que 1 € (a)*¥™, ou seja, existe um *-
polinémio p de grau < 3m com p(o) = 1. A proposi¢ao nos diz que ndo ha
9m-impostores de a. O

Teorema 5.4. Nenhum elemento de Q,, tem 9m-impostores, onde m = w(n). Efetiva-
mente, todo subconjunto de Z,, é reconstrutivel a partir de seu 9m-deck.

Demonstragdo. A proposicao |5.5/lida com os elementos ndo periddicos de @,,. Po-
demos detectar a periodicidade de um elemento a partir de seu 2-deck. Com efeito,
Stoy(@) = {a.2%a) e Sto0(a) = (@0) = [laf[2. Como [laal| = [laf, por Cauchy-
Schwarz, temos [Sig gy ()| < Sjo,01() com igualdade sse o = r%a. Além disso,
se o = (ap,...,an—1) é periodico e seu periodo minimo é d, podemos construir o
9m-deck de o/ = (ao,...,aq-1) € Qg a partir do 9m-deck de o em @,, (basta tomar
da’,9m(I) = da,Qm(I))-

Se «, B € @), sdo dois elementos com mesmo periodo minimal d e mesmo 9m-
deck entdo seus elementos induzidos o/, 3’ também tem mesmo 9m-deck. Como
o’ e ' ndo sdo periddicos e w(d) < m, pela proposigdo nao pode haver 9m-
impostores de a, portanto, 3’ = z%'a/ para algum i’ € Z4. Isso implica que 3 = z‘a
para todo i = ¢ (mod d). O

6 Evitando Seqiiéncias Monocromaticas com Intervalos
Particulares [4]

Neste estudo, abordaremos algumas generaliza¢des do teorema de Van der Waerden
em progressdes aritméticas. Podemos, por exemplo, fixar um conjunto S de inteiros
positivos e nos perguntar se, para toda coloracdo de N com r cores, sempre podemos
encontrar uma PA de k termos cuja razdo é um elemento de S.

Chamamos um conjunto S de r-grande se, para toda r-coloracdo de N, hd PAs
cuja razdo estd em S de tamanho arbitrariamente grande. Chamamos S de grande se
S é r-grande para todo r > 1. Além de progressdes aritméticas, consideraremos o
seguinte tipo de seqiiéncia.

Definicao 6.1. Seja S C N. Uma segiiéncia de inteiros positivos {x1,...,xy} é uma
S-difseqiiéncia se x; — x;—1 € Spara2 < i < k.

Definicao 6.2. Um conjunto de inteiros positivos S é chamado r-acessivel se sempre que
N é r-colorido, hd S-difseqiiéncias de tamanho arbitrariamente longo. Se S é r-acessivelpara
todo r > 1 chamamos S de acessivel.

Definicao 6.3. Se S ndo é acessivel, o grau de acessibilidade de S, denotado por DA(S)
é o maior valor r tal que S é r-acessivel.
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Denotamos por f(S,k;r) o maior valor de n (se existir) tal que para toda -
coloragdo de [1,n] ha uma S-difseqiiéncia monocromadtica com k termos. A familia
de todos os conjuntos r-acessiveis serd denotada por A, e A = (). A, é a familia de
todos os conjuntos acessiveis. Analogamente, £, é a familia de todos os conjuntos
r-grandes e £ é a familia dos conjuntos grandes.

Lema 6.1. Seja ¢ > 0, r > 2 e S um conjunto de inteiros positivos. Se para toda (r — 1)-
coloragdo de S encontramos (S + c)-difseqiiéncias de tamanho arbitrariamente grande em S
entdo S +c € A,.

Demonstragao. Seja S = {s; | i € N} eassuma que toda (r—1)-coloragdo de S admite
(S + c)-difseqiiéncias de tamanho arbitrariamente grande. Seja x uma r-coloracdo
de N. Vamos provar por indugdo em k que ha (S + ¢)-difseqiiéncias monocromadticas
com k termos.

A base da indugdo (k = 1) é trivial. Suponha & > 1 e que, sob a coloragao yx,
existe uma (S + ¢)-difsequiéncia X = {z1,...,z;}. Podemos assumir que X tem cor
vermelha. Considere A = {zy+s;+c | s; € S} = S+x+c. Se algum membro de A é
vermelho, encontramos uma (.S + ¢)-difseqiiéncia de tamanho & + 1. Caso contrario,
temos uma (r — 1)-colora¢do de A, que é apenas um deslocamento do conjunto S.
Nossa hipétese inicial nos grante que ha difseqiiéncias de tamanho arbitrariamente
longo em A. O]

Lema 6.2. Seja S um conjunto de inteiros positivos. Se f (S, k;r) = M entdo f(jS, k;r) =
G(M —1)+1.

Demonstragcao. Como f(S, k;r) = M, para qualquer coloragdo x de T = {i-j + 1 |
i =20,...,M — 1} devemos ter uma jS-difseqiiéncia monocromatica de k termos.
Basta definir x’ : [1, M] — {0,1} como x'(i) = x((¢« — 1)j + 1) e verificar que qual-
quer S-difseqiiéncia monocromatica (sob x’) x1,...,z; € [1, M] induz a seqiiéncia
{(x; — 1)j + 1}, que é monocromadtica em [1, j(M — 1) + 1] sob a coloragao x.

Por outro lado, seja x uma r-coloragdo de [1, M — 1] que evite S-difseqiiéncias
monocromaticas. Defina a r-coloragdo x’ do intervalo [1, j(M — 1)] por

v =x([2])

Suponha por contradi¢do que x'(z}) = -+ = x/(z},), com =} — z;_; € jS. Pela
maneira como y’ é definida, tomando z; = [z]/j] temos que z; —x;_1 € Se x(z1) =
.-+ = x(xx), 0 que é absurdo. O

Teorema 6.1. Sejaa € N\ {1,3} e
S={(a—1)d|j=0,1,...}U{(a—1)2%7 |j=0,1,...}.

Entdo 2 < DA(S) < a. Além disso, (S, k;2) < a* — a + 1 para todo k > 1.
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Demonstragao. Para mostrar que DA(S) < a vamos mostrar uma (a + 1)-coloragdo
de N que evita S-difseqiiéncias monocromaéticas de 2 termos. Defina x : N — Z, 1
de forma que x(x) = z. Suponha que x(y) = x(z) e z — y € S. Por defini¢do, temos
(a+1) | (2 —y). Sendo assim, ou (a + 1) | (a — 1)a? ou (a + 1) | (a — 1)%a’ para
algum j > 0. Se p é um primo que divide a + 1 entdo p ndo divide a, mas entdo
p | (a —1)% Como mdc(a + 1,a — 1) < 2, devemos ter p = 2 e a + 1 = 2. Segue
que a—1 = 2(2*~1 —1) e, portanto, k < 2, mas isso contradiz o fato de que a ¢ {1, 3}.

Vamos completar a prova mostrando que toda coloragéo a : [1, a¥—a+1] — {0,1}
contém uma S-difseqiiéncia monocromatica. O resultado seguira por indugdo em k.
Obviamente, ele vale para k£ = 1. Assuma k > 2 e que o resultado vale para k — 1.
Seja X = {x1,...,25_1} uma S-difseqiiéncia monocromadtica, digamos com cor 0,
contida em [1,a*~! — @ + 1]. Considere o conjunto A = {z}_1 + (a — 1)a’ | i =
0,...,k —1}. Observe que A C [1,a* — a + 1]. Se existe y € A cuja cor é 0 entdo
X U{y} é uma S-difseqiiéncia monocromadtica de k termos. Caso contrario, A é uma
S-difseqiiéncia monocromético com k termos. O

Corolario 6.1. Se S = {2¢ | i > 0} entdo DA(S) = 2e
8(k—3)+1< f(S, k;2) <2F—1,
para todo k > 3.

Tomando a = 2 no teorema .1 verificamos que DA(S) = 2 e que a cota superior
estd correta. Para a cota inferior podemos utilizar indugdo em k.

Lema 6.3. Sejam m > 2ei > 1 com mde(i,m) = 1. Seja S = {x e N |z =i
(mod m)}. Entdo S ¢ As.

Demonstragdo. Seja x : N — {0,1} definida de forma que x(z) = 0 se e somente
se z é multiplo de m. Seja X uma S-difseqiiéncia qualquer de m termos sendo z; o
primeiro termo. Se 1 = j (mod m) entdo a seqtiéncia, médulom, é j,j +4,...,j +
(m — 1)i. Observe que, como mdc(i,m) = 1, todos esses m valores sdo distintos e,
portanto, devemos ter um multiplo de m e m — 1 ndo-multiplos de m em X, ou seja,
X ndo pode ser monocromatica sob . O

A partir do lema acima é simples verificar que se a > 3 entdo T = {a’ | i > 0} ¢
Aj. Basta verificar que ' C {z | z = 1 (mod @ — 1)} e aplicar o lema.

E simples mostrar que Ay # Lo. Para tal fim, tome S = {2} U (2N + 1). Pelo lema
6.1 verificamos que S € Aj. Para verificar que S ¢ L3, é s6 tomar m = 4 no

Teorema 6.2. Se S é um conjunto 2-grande entdo, para cada inteiro positivo m, hd uma
infinidade de miiltiplos de m em S.
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Demonstragao. Basta mostrar que, para todo m, existe um mdultiplo de m em S
(e assim segue que hd um multiplo de m2,m3,... e, portanto, uma infinidade de
multiplos de m). Suponha que S ndo contenha multiplos de um inteiro positivo m.

Defina x : N — {0,1} tal que
x(n) =0 < nmod 2m € {1 mod 2m,...,m mod 2m}.

Suponha que S seja 2-grande e tome uma PA X = {z,z + d,...,z + nd}, com
d € S monocromatica sob a coloracio x. Pela defini¢do de y, temos x(n+2m) = x(n)
para todo n. Logo, se d = ¢ (mod 2m), com 0 < i < 2m, entdo z,x + i,...,x + ni é
uma seqiiéncia monocromatica.

Suponha ¢ < m. Como z mod 2m pertence a um dos intervalos [1,m] ou [m +
1,2m], é evidente que dando um “salto” de i elementos a frente de z mod 2m de-
vemos permanecer no mesmo intervalo. Como ¢ é pequeno demais para pular o
intervalo de tamanho m contendo a cor 1 — x(x), todos os m saltos devem ocorrer
dentro do intervalo, o que é impossivel mesmo se i = 1. Se i > m, podemos ima-
ginar que os saltos sdo feitos para trds, pulando 2m — i < m elementos, um caso
simétrico ao tratado acima. O

Lema 6.4. Ser > 1 e S ndo contém miiltiplos de r entdo S ¢ A,.

Demonstragdo. Considere a r-colora¢do x : N — Z, dada por x(n) = n mod r. Tal
coloragdo evita qualquer S-difseqiiéncia monocromatica com dois termos. O

Teorema 6.3. Sejam > 2e S, = N\ mN. Entdo DA(S,,) =m — 1.

Demonstragdao. A partir do lema ¢é imediato que DA(S,,) < m — 1. Para pro-
var a desigualdade no sentido contrario, seja x qualquer (m — 2)-coloragdo de Sy,.
Como cada elemento de S, pertence a uma das classes de congruéncia [1,m — 1] e
hé apenas m — 2 cores, devem haver uma cor c e i,j € Zy,(i # j) tais que x ' ({c})
contém infinitos elementos congruentes a i e infinitos elementos congruentes a j.
Pela defini¢ao de S,,, ordenando x~!({c}), obtemos uma S,,-difseqiiéncia mono-
cromatica ja que a diferenca entre termos consecutivos da seqiiéncia é um inteiro da
forma am £ (i — j) € Sp,. O

6.1 Translagcoes do Conjunto de Primos

Denotamos por P o conjunto de todos os primos. Estaremos interesados em verificar
quando uma translagdo P + t é acessivel. Fica claro pelo lema|6.4que se t > 0 é par
entdo P + ¢t ndo pode ser acessivel ja que ndo ha multiplos de 2¢t + 2 em P 4 t. Ndo
é sabido se alguma translagdo par de P é 2-acessivel, no entanto, toda translagdo
impar de P é acessivel, como veremos nesta secao.
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Sejab = (b1,...,b;) € Z¥, p € Pex € R*. Definimos

m(z;b) = #{n |1 <n+b; <z éprimo paratodoi € [1,k|};
p(p;b) = #{b; mod p | i € [1,k]};

o) =TT (1- ]19)(1 - olzsb)),

peP
Q={n|l<n+b <wziecllkl}

k
1

neq i=1

Teorema 6.4. (Balog) Sejam k € Z*, x € RT suficientemente grande, t um inteiro
ndo-negativo fixado e
k—1
B = {(O,ql +t,...,Z(qi +1)) | i € PN [k, x/2k] para todoi € [1,k — 1]}.
i=1

Defina Z = {b € B |}. Entdo

mk
> In(a;b) — o(b)T(z;b)| < o 2 (6)
beZ

Teorema 6.5. (Primos em Progressdes Aritméticas — Dirichlet) Seja k > 0emdc(a, k) =
1. Defina wo(x) = #{p|p € P,p < z,p=a (mod k)}. Entdo

7o () * uando x — oo
~— —
“ o(k)log z 9 ’

onde ¢ é a fungdo de Euler.

Definigao 6.4. Seja p € P. Denominamos um conjunto de polindmios P C Z[y)] de p-
admissivel se existe um inteiro h tal que p nio divide nenhum f(h) com f € P. Se P é
p-admissivel para todo primo p entdo chamamos P de admissivel.

Lema 6.5. Sejak > 2et > 1impar. Paraz = (21,...,25-1) € zk1 defina o conjunto

i—1
Y, = {y—{—Z(zj +t)‘1 <i< k} C Zly] e seja
j=1

M ={q| ¢ € PN (k,x/2k|, parai € [1,k) e Yq admissivel }

para x € R suficientemente grande. Entao |M| >, zF~1/1logh~1 .
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Demonstragdao. Se p > k entdo é simples ver que Y é p-admissivel. Basta observar
que ha no méximo k classes de congruéncia (mod p) em Y, logo ha uma classe de
congruéncia j € Zj, tal que para y = 0 temos j ¢ Y. ﬂ Tomando y = p — j podemos
garantir que 0 ¢ Y.

Suponha entdo que p < k e sejam 7, = 2,72 = 3,...,r4 todos os primos < k.
Tome h ndo multiplo de nenhum r;. Temos que 7;|h+q; +t se e somente se ¢; = —h—t
(mod r;). Podemos escolher inteiros a; € [1,7; — 1] tais que a; # —h — ¢t (mod r;)
(lembrando que ¢ e h sdo impares, verificamos prontamente que a; = 1). Sendo
m = 11 X --- X rq, pelo Teorema Chinés do Resto, sabemos que existe um in-
teiro ¢; € [0,m — 1] tal que ¢; = a; (mod r;) para todo ¢ = 1,...,d. Ademais,
mdc(ci, m) = 1, caso contrario algum r; divide ¢, o que é absurdo.

Pelo Teorema de Dirichlet (teo.[6.5), o nimero de escolhas possiveis para ¢; (con-
gruentes a ¢; mod m) é assintoticamente

1 v/2k 1 x S 1 x
o(m) log(x/2k)  2kp(m) logz —log2k = 2kp(m) logz’

Fixado g1, o processo de escolha de ¢» é analogo e, consecutivamente, determinamos
valores para qi, ..., qx—1. Ao fim as escolhas garantem que nenhum r; divide qual-
quer elemento de Y, como desejdvamos. Notando que ¢(m) é uma constante que
s60 depende de k verificamos que

k—1
|M| > (L> .
log

Usando o teorema [6.4]e 0 lema [6.5] temos o seguinte resultado.

Lema 6.6. Para k > 2,t > 1impar e x € RT suficientemente grande, defina

W= {(P7Q17'-‘7Qk—1) |p€P,qZ€Pﬁ(k:,x/2k)}e

i
S = {(p,ql,...,qk_l) eWw |p—f—Z(qj +t) <zéprimoparai=1,...,k— 1}.
j=1
Entdo |S| > 2/ log** 1 .
Demonstragio. Usaremos a notagdo do teoremal6.4)e do lemal6.5) Em particular, M
¢é definido exatamente como no lemae b =Db(q) = (0, q +t, ..., Z;?;ll(qj + t))
Para aplicar o teorema devemos obter cotas para p, o e T

tEstamos abusando da notagdo, na verdade nos referimos aos elementos de Y médulo p.
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E evidente que ao restringirmos a soma (6) aos b tais que o(b) > 0 ainda pode-
mos usar a cota do teorema (ja que cada termo da soma é ndo-negativo).

Sabe-se que o(b) < oo. Vamos mostrar que para todo q = (q1,...,qk—1) €
M temos o(b) > 0. Para termos o(b) = 0 é necessario que para algum p € P
tenhamos p(p; b) = p. Se isso ocorre, {b; mod p, ..., by mod p} é o conjunto de todos
os residuos moédulo p. Mas isso contraria a hipétese de que Y, é admissivel. Usando
a desigualdade trivial p(p, b) < k, temos a seguinte cota

U(b)zE;<1_;>_kg<l_i)<l_;>_k:% (7

uma constante que s6 depende de k. Vamos mostrar que o, > 0.

O primeiro produtério de (7)) é positivo, portanto precisamos mostrar a con-
vergéncia do produtério infinito. Seja 1 + a, = (1 — 1/p)~*(1 — k/p). Vamos utilizar
a desigualdade 1 + x > exp{z — 2?/2}, (0 < = < 1) observando que para algum py,
temos a, < 1 para todo p > pg e entdo

1 1
H(1+ap) > H exp{ap—iag} :exp{Zap—§ Z a%}. (8)
p>Po P>Ppo P>po P>po
E simples verificar que se >, lay| convergeentdo > ape a2 também convergem
e o lado direito de (§) é positivo.
Pelo teorema binomial temos

C(I—k/p)— (1 —1/p)k (DI ()

N (R V7
i (T _p N (5) 4
S =Ty S

e como ) p~? converge, concluimos que )_ |a,| converge. A partir de (7)) prova-
mos que para todo b € M, temos o(b) > o; > 0.

A cota para T'(z,b) segue de

N

~1
#{n|l<n+b<zicl[lk]}=(x—-b)+0(1)=z—

Ing

(¢i +1) +O(1)
1

J

T
—k——-kt+0(1)==-+0(1
> k2k kt + O(1) 5 0(1),

pois k e t sdo constantes que podem ser absorvidas pelo O(1). Isso nos da

T(xb) > (5 +0(1)) 1og1’fx' ()
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A partir do teorema [6.4)inferimos que

k
Z |#{n | n+ b; é primo parai € [1,k]} — o(b)T(x,b)| < —r—
P og™x

(10)

Observe que by =0e S D {(n,q) | n+ b; é primo parai € [1,k|,b = b(q),q € M}.
Utilizando as cotas (7)), (9), e o lemal6.5|temos

|S| > Z #{n | n+ b; é primo parai € [1, k|}

qeM
ok
> Y o(b)T(x,b) - O(T)
aen log*® x
T 1 zk
M|( = 1 -
>k k| |(2+O( ))logkm O(log%ﬁf)
x \k-l/x 1 ok
eon(i) (5 4H00) = 0( )
koK log x 2 e log® = log?* z
2k
>k 10g2k‘—1 .TL"
para todo z suficientemente grande. O

Teorema 6.6. Para todo t > 1 impar P contém (P + t)-difseqiiéncias arbitrariamente
grandes. Ademais, P+t € Ay

Demonstragao. A primeira parte segue da aplicacdo direta do lema A segunda
parte segue da primeira associada ao lema O
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