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MATO0501 e MAT5734 - Anéis e Mododulos - 2010

Lista1

. Seja R um anel e S um subanel de R. Pode acontecer que:

(@) R seja anel com unidade e S néo.

(b) S seja anel com unidade e R ndo.

(c) R e S sejam anéis com unidade, mas a unidade de R é diferente da unidade
de S.

Dar exemplos que ilustrem cada uma das situagdes acima.

Seja R = M,,(D) o anel das matrizes n x n sobre um anel com divisdo D. Mostre
que:

(@) Z(R) = {Al,, A € Z(D)}, onde I, é a matriz identidade n x n.

(b) Mostre que R é um anel simples.

Seja R um anel comutativo tal que R?> # {0} e possuindo exatamente dois ideais.
Prove que R é um corpo.

Seja R um anel com unidade e I # R um ideal de R. Mostre, usando o Lema de
Zorn, que I estd contido em um ideal maximal de R.

Seja R um anel comutativo com 1. Prove que:

(@) M éum ideal maximal de R se, e somente se, R/ M é um corpo.
(b) P ¢é um ideal primo de R se, e somente se, R/P é um dominio de integridade.

(c) Todo ideal maximal de R é primo.

Seja I um ideal a esquerda de um anel R. O conjunto
Anl(I) = {x € R|xa =0Va € I}
é chamado anulador de I. Mostre que Anl(I) é um ideal (bilateral) de R.

Seja R um anel com unidade, finito. Mostre que para todo x # 0 em R temos que,
ou x é inversivel, ou x é divisor de 0.

Seja R um anel com unidade e suponha que exista x € R, tal que x é inversivel
a esquerda, mas ndo é inversivel a direita. Mostre que x possui infinitos inversos
a esquerda. Dé um exemplo de um anel que tenha um elemento como o descrito
acima.

Seja R um anel com unidade e sejam a,b € R. Mostre que 1 — ab é inversivel se, e
somente se, 1 — ba é inversivel. Nesse caso, determine (1 — ab) 1.
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Seja R um anel tal que x* = x para todo x € R. Mostre que R é comutativo.

Seja R um anel sem elementos nilpotentes ndo nulos. Mostre que se ¢ € R é idem-
potente, entdo e € Z(R).
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Seja R um anel tal que x” = x para todo x € R. Mostre que R é comutativo.
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Mostre que S é um subcorpo de M;(Q) isomorfo ao corpo

Q(v-3) = {a+bv-34a,b € Q}.

(Sugestdo : Considere a matriz a« = [ _1 _% ] )

14. Seja H o subconjunto de M;(C) constituido pelas matrizes da forma

_ { a+ib c+id

—etid a—ib ] ,a,b,c,d € R.

Mostre que H é um subanel de M,(C). Mostre que H é um anel com divisdo nédo
comutativo. Sejam
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Entdo q = al +bi+cj+dk,a,b,c,d € R. Este anel é o anel dos quatérnios.
Determine o centro Z(IH) de H.
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15. Mostre que { 0 7 } e { 0 7 1 sdo subanéis de M (IR).
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16. Seja R = {0 0

existem ideais a esquerda de R que ndo sdo ideais de R.

. Mostre que todo ideal a direita de R é um ideal de R e que

17. Seja (M, +,0) um grupo abeliano. Denote por End(M) o conjunto dos endomor-
fismos de M. Se f,g € End(M), defina f + ge fgpor (f +g)(x) = f(x) + g(x) e
(fg)(x) = f(g(x)) para todo x € M. Mostre que (End(M), +,.,0,1) (aqui 0 indica
o endomorfismo nulo e 1 é a identidade) é um anel com unidade.

18. Determine End(M) para :

(M
=(Z,+)
=(Q+)
= (Zy,+) (Aqui Z, denota o grupo aditivo dos inteiros médulo n.)
= (Z x Z,+) (Aqui a adigdo é definida por

(m,n)+ (k1) = (m+kn+1)
paratodom,n, kI € Z.)

19. Em vérios casos que consideramos, obtivemos que End(R,+,0) 2R para um anel
R.Isso é verdade em geral? Isso é verdade quando R é um corpo? O que acontece
quando (R, +) = (R, +)?



