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Capitulo 1

Espacos vetoriais e transformacgoes
lineares

Espacos vetoriais: definicao e exemplos
Motivacdo 1.1 (Trés situagcdes com a mesma estrutura)

(1) Flechas no plano. Somamos pela regra do paralelogramo e multiplicamos por um
numero esticando a flecha. Em coordenadas, (x1,y1) + (x2,¥2) = (%1 + x2, y1 + ¥2)
eA(x,y) = (Ax, Ay).

(2) Fungoes. Se f,g : R — R, definimos f + g e A f ponto a ponto: (f +g)(t) = f(t) +g(t)
e (Af)(t) = Af(t). Polindbmios somam-se e multiplicam-se por niameros da mesma
forma, e o resultado é um polinémio.

(3) Solugdes de uma equagio diferencial. As fungdes cost e sent satisfazem y’ +y = 0.
Entdo a cost + bsent também satisfaz, para quaisquer 4, b:

(acost+bsent)” + (acost+bsent) = a(cos” t + cost) + b(sen” t +sent) = 0.
Na fisica isso se chama principio de superposigio.

Nas trés situagdes sabemos somar dois objetos e multiplicar um objeto por um niimero,
e o resultado é um objeto do mesmo tipo. E as contas seguem as mesmas regras. A
defini¢do de espago vetorial (Definicdo 1.2 (Espago vetorial)) isola essas regras.
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flechas fungdes, ponto a ponto

A mesma operagio em dois mundos. A esquerda, a soma de flechas pelo paralelogramo. A direita, a soma de
fungoes: em cada ty (linha tracejada) o valor da soma verde é a soma dos valores azul e laranja. As fungoes da direita
sio solugdes de y"' +y = 0, e a soma também é.




Somar fungdes é somar infinitas coordenadas ao mesmo tempo, uma para cada t (Nota 1.20
(R", matrizes e sequéncias como espagos de fungdes)).

Veja também: Definigdo 1.2 (Espago vetorial), Nota 1.20 (R", matrizes e sequéncias como espacos de
fungdes)

mot-tres-situacoes

Definicao 1.2 (Espago vetorial)

Um espago vetorial (real) é um conjunto V munido de duas operagdes,
+: VXV =YV, (uv)—u+o, RXxV =V, (Av)— Ay,

chamadas soma e produto por escalar, satisfazendo, para todos u,v,w € Ve A, u € R:

(Al) -+ (0+w) = (u+0) +w M) A(o) = (Ao
(A2) u4+v=v+4+u M2) 1lv=vw

(A3) existe0 € Vcomv+ 0 = v paratodov (D1) AMu+9)=Au+Av
(A4) paracadavexistewcomv+w =0 (D2) (A4+wu)v=Av+uv

Os elementos de V sdo chamados vetores; os niimeros reais, escalares. O elemento 0 de
(A3) é o vetor nulo, e um w como em (A4) é um simétrico (ou oposto) de v.

Usado em: Corolario 1.8 (Se Av = 0, entdo A = 0 ou v = 0), Defini¢do 1.29 (Combinagao linear),
Definicdo 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Defini¢ao 2.90 (Produto cartesiano de espagos
vetoriais), Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial), Defini¢ao 1.36 (Transformacao linear), Exemplo 1.13 (O espaco
R™), Exemplo 1.14 (Matrizes m x n), Exemplo 1.15 (Polindmios), Exemplo 1.17 (Espago nulo), Exemplo 1.27
(R? com a origem deslocada), Exemplo 1.19 (Funcdes de um conjunto em R), Exemplo 1.26 (Operagdes
em R? que nado dao espago vetorial), Exemplo 1.28 (Reais positivos com produto e poténcia), Lema 1.5
(Cancelamento), Nota 1.3 (Trés comentérios sobre a defini¢do de espago vetorial), Nota 1.4 (Os trés blocos
de axiomas), Proposigao 1.11 (Nao existe espaco vetorial com dois elementos), Proposigao 1.6 (Unicidade
do vetor nulo e do simétrico)

Veja também: Motivagdo 1.1 (Trés situagdes com a mesma estrutura)

def-espaco-vetorial

Nota 1.3 (Trés comentarios sobre a defini¢ao de espaco vetorial)
Requer: Definicao 1.2 (Espaco vetorial)

Trés comentdrios sobre a Defini¢do 1.2 (Espaco vetorial).

(i) As duas operagdes sdo funcdes com valores em V: “a soma de dois vetores é um
vetor” ja estd na definigdo, e é a primeira coisa a verificar num exemplo.

(ii) O simbolo 0 aparece com dois sentidos — o ntimero zero e o vetor nulo —, e a
Proposigao 1.7 (Produto por zero e por —1) obriga a distingui-los.

(iii) Nenhum axioma fala de comprimento, &ngulo ou produto de dois vetores. Isso vem
com o produto interno (Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)),
como estrutura adicional.

Veja também: Proposigao 1.7 (Produto por zero e por —1), Definigao 6.2 (Produto interno, norma e
ortogonalidade)

nota-comentarios-a-definicao



Nota 1.4 (Os trés blocos de axiomas)
Requer: Definicao 1.2 (Espaco vetorial)

Os axiomas se agrupam em trés blocos. (Al)—(A4) falam s6 da soma. (M1)-(M2)
falam s6 do produto por escalar. (D1)-(D2) amarram as duas opera¢des. Quando um
exemplo falha, em geral falha num dos dois tiltimos blocos. No item (b) do Exemplo 1.26
(Operagdes em R? que ndo ddo espago vetorial) s6 (D2) falha: o bloco que amarra as duas
operagdes é o mais fragil.

Veja também: Exemplo 1.26 (Operacoes em R? que ndo ddo espaco vetorial)

nota-grupos

Lema 1.5 (Cancelamento)
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)

Seu+w=v+w,entdo u = v.

Demonstracdo
Seja w’ um simétrico de w (A4). Somando w’ aos dois lados,

/ (

u=u+0=u+ (w+w') = (u+w)+w =(v+w)+w A:Dv—k(w—i—w’)zv—I—O:v.

Usado em: Nota 1.10 (Ordem das demonstrac¢des), Proposicdo 1.37 (Propriedades bésicas das trans-
formacoes lineares) (dem.), Proposicdo 1.6 (Unicidade do vetor nulo e do simétrico) (dem.), Proposigao 1.7
(Produto por zero e por —1) (dem.)

lem-cancel

Proposi¢ao 1.6 (Unicidade do vetor nulo e do simétrico)
Requer: Definicao 1.2 (Espaco vetorial)

A demonstracdo exige: Lema 1.5 (Cancelamento)

O vetor nulo é inico, e cada vetor tem um tinico simétrico.
A partir de agora o simétrico de v é denotado —v, e escrevemos u — v para u + (—v).
Esta proposicdo é o que autoriza essa notagdo: um simbolo s6 pode designar um objeto
se 0 objeto for tinico.

Demonstracdo

Se 0 e 0 satisfazem (A3), entdo

; (A3) para 0 (A2)

0 +0% oo PR,

0
Se w e w' sdo simétricos de v, entdo v +w = 0 = v+ W/, isto é, w + v = w' + v por (A2), e 0
Lema 1.5 (Cancelamento) da w = w'.
Usado em: Proposicao 1.7 (Produto por zero e por —1)

prop-unicidade-do-nulo-e-do-simetrico



Proposicao 1.7 (Produto por zero e por —1)
Requer: Proposigao 1.6 (Unicidade do vetor nulo e do simétrico)

A demonstracdo exige: Lema 1.5 (Cancelamento)

Para todosv € VeA € R:

(@) 0v = 0 (a esquerda o niimero zero, a direita o vetor nulo);
(b) A0O=0;
(© (-1)v=—v.

Demonstracdo

(@) Como 0 = 0+ 0 em R, o axioma (D2) da
0v = (0+0)v = 0v + Ov.

Por (A3), também 0v = 0 + 0v; logo 0 + 0v = 0v + 0v, e 0 Lema 1.5 (Cancelamento) dd 0 = Ov.
(b) Igual, usando (D1) no lugar de (D2): A0 = A(0+ 0) = A0 + A0, e cancela-se.
(c) Basta ver que (—1)v é um simétrico de v, e usar a unicidade:

(M2) (D2)

v+ (=1)o 1o+ (-1)v =" (14 (-1))v =00 =0,

a ultima igualdade pelo item (a).

Usado em: Nota 1.10 (Ordem das demonstracdes), Corolario 1.8 (Se Av = 0, entdo A = O ou v =
0) (dem.), Proposicao 1.37 (Propriedades bésicas das transformagoes lineares) (dem.), Proposigdo 2.3 (Critério
de subespaco) (dem.)

prop-zeros

Corolario 1.8 (Se A\v = 0, entdao A = 0 ouv = 0)
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 1.7 (Produto por zero e por —1)

SeAv=0,entio A =0ouv =0.

Demonstracdo
Suponha A # 0. Entéo

(M2

0™ 1y = Ao )

Al Av) =A1"lo =0,
pela Proposic¢ao 1.7 (Produto por zero e por —1)(b).

Usado em: Nota 2.47 (Independéncia linear em casos pequenos), Nota 1.9 (O axioma (M2) ndo é supér-
fluo), Nota 1.10 (Ordem das demonstragoes), Proposi¢ao 1.11 (Nao existe espago vetorial com dois elemen-
tos) (dem.)

cor-1v

Nota 1.9 (O axioma (M2) ndo é supérfluo)
Requer: Corolério 1.8 (Se Av = 0, entdo A = 0 ou v = 0)

O axioma (M2), 1v = v, parece supérfluo, e ndo é. Em qualquer V com uma soma



satisfazendo (A1)-(A4), defina o produto por escalar trivial A -v := 0 para todos A e
v. Entdo (M1), (D1) e (D2) valem, porque os dois lados sdo 0; s6 (M2) falha, desde que
V # {0}. Sem (M2), o produto por escalar poderia ndo ter relagdo nenhuma com a soma.
O Corolario 1.8 (Se Av = 0, entdo A = 0 ou v = 0) é falso nessa estrutura, e isso mostra
onde (M2) é usado.

nota-m2

Nota 1.10 (Ordem das demonstragdes)

Requer: Lema 1.5 (Cancelamento), Proposicado 1.7 (Produto por zero e por —1), Corolério 1.8 (Se Av =
0,entdo A =0 ou v = 0)

A ordem em que as primeiras consequéncias dos axiomas sao demonstradas: o cance-
lamento (Lema 1.5 (Cancelamento)), a unicidade de 0 e de —v (Proposicdo 1.6 (Unicidade
do vetor nulo e do simétrico)), os produtos por zero e por —1 (Proposicdo 1.7 (Produto
por zero e por —1)) e o Coroldrio 1.8 (Se Av = 0, entdo A = 0 ou v = 0).

usa (M2)

unicidade de
Oede —v
0s oito
. cancelamento
axiomas
A=0ouv=0

usa (M2)

Cada caixa s6 usa as que estdo a sua esquerda. O erro mais comum é demonstrar 0v = 0
usando (—1)v = —v, isto é, andar contra uma seta: a tentativa “0v = (1 - 1)v =v—v =
0” usa o item (c) da Proposicdo 1.7 (Produto por zero e por —1), cuja demonstracdo usa
o item (a). A pergunta a fazer em cada passo é “o que eu posso usar aqui?”. As duas
caixas verdes usam (M2), e é por isso que a estrutura da Nota 1.9 (O axioma (M2) ndo é
supérfluo) as derruba.

Veja também: Nota 1.9 (O axioma (M2) ndo é supérfluo)

nota-ordem-das-demonstracoes

Proposicao 1.11 (Nao existe espaco vetorial com dois elementos)
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)
A demonstracdo exige: Coroldrio 1.8 (Se Av = 0, entdao A = 0 ou v = 0)

Nio existe espago vetorial real com exatamente dois elementos. Mais do que isso: um
espago vetorial V # {0} tem infinitos elementos.

Demonstracdo

Tome v # 0 em V. Se Av = uv, entdo (A — u)v = Av — yv = 0, e o Coroldrio 1.8 (Se Av = 0,
entio A = 0ouv = 0)dd A = u. Logo A — Av é injetora de R em V, e V contém uma cépia de R.



Usado em: Nota 1.12 (Dois elementos com escalares {0,1})
prop-dois

Nota 1.12 (Dois elementos com escalares {0,1})

Requer: Proposigao 1.11 (Nao existe espago vetorial com dois elementos)

Na demonstragdo da Proposicdo 1.11 (Ndo existe espago vetorial com dois elemen-
tos), a passagem (A — p)v = Av — pv usa (D2) e o item (c) da Proposicdo 1.7 (Produto
por zero e por —1). A hipétese usada no fim é que R ¢é infinito. Se os escalares forem s6
{0,1}, com 1 + 1 = 0, existe um “espago vetorial” com dois elementos.

Veja também: Proposigao 1.7 (Produto por zero e por —1)

nota-escalares-0-1

Exemplo 1.13 (O espago R")
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)

R", com soma e produto por escalar coordenada a coordenada, é um espago vetorial.
Ovetornuloé (0,...,0) e —(x1,...,x,) = (—x1,...,—X,). A verificagdo dos axiomas se
reduz, coordenada a coordenada, a propriedades dos ntimeros reais.

Usado em: Definicao 4.2 (Formas n-lineares alternadas), Exemplo 1.16 (R como espaco vetorial), Ex-
emplo 2.51 (Em R”, testar independéncia é resolver um sistema homogéneo), Exemplo 2.38 (ey, . . ., e, geram
R"), Exemplo 1.69 (P, (R) = R"t1), Exemplo 1.70 (M, (R) =2 R™"), Exemplo 2.48 (1, ..., e, sdo LI em
R™), Exemplo 1.38 (Multiplicacdo por uma matriz), Exemplo 6.3 (O produto escalar de R"), Exemplo 2.5 (Re-
tas e planos pela origem), Nota 1.20 (R", matrizes e sequéncias como espacos de fungdes), Proposigao 1.53
(Transformacéao linear com valores dados em ey, ..., ;)

ex-basicos-a

Exemplo 1.14 (Matrizes m x n)
Requer: Definicao 1.2 (Espaco vetorial)

Muxn(R), as matrizes m x n, com soma e produto por escalar entrada a entrada,
formam um espacgo vetorial. A verificacdo dos axiomas se reduz, entrada a entrada, a
propriedades dos ntimeros reais.

Usado em: Exemplo 1.47 (O determinante néo é linear), Exemplo 2.39 (Geradores de P, (R) e de
Minxn(R)), Exemplo 1.70 (M, (R) = R™"), Exemplo 1.38 (Multiplicagdo por uma matriz), Exemplo 1.43
(O trago é linear), Exemplo 2.7 (Matrizes simétricas e antissimétricas), Exemplo 1.42 (Transposi¢ao e multi-
plicacdo a esquerda), Nota 1.20 (R”, matrizes e sequéncias como espagos de fungdes)

ex-basicos-b

Exemplo 1.15 (Polinémios)
Requer: Definicdo 1.2 (Espaco vetorial)

Pu(R), os polindmios de grau no mdximo n (incluindo o polindmio nulo), e P(R),
todos os polindmios, com a soma e o produto por escalar usuais, sdo espagos vetoriais.

Usado em: Exemplo 1.41 (A avaliacdo num ponto é linear), Exemplo 1.39 (A derivada é linear), Ex-
emplo 2.39 (Geradores de P, (RR) e de M;;x»(R)), Exemplo 2.41 (P(IR) ndo é finitamente gerado), Exem-
plo 1.40 (A integral é linear), Exemplo 1.69 (P, (R) = R™t1, Exemplo 2.49 (1, x,...,x" sdo LI em P, (R)),
Exemplo 2.50 (Uma lista “triangular” de polinémios é LI), Exemplo 6.5 (Produto interno de fungdes: a inte-
gral do produto), Exemplo 2.8 (Cadeias de subespacos de polindmios e de funcdes), Nota 1.18 (Polindmios
de grau exatamente 1)



ex-basicos-c

Exemplo 1.16 (R como espacgo vetorial)
Requer: Exemplo 1.13 (O espago R")

R ele mesmo, com a soma e o produto usuais, é um espago vetorial: é o cason =1
do Exemplo 1.13 (O espago R").

Usado em: Exemplo 1.48 (O quadrado néo é linear; as lineares R — IR)

ex-basicos-d

Exemplo 1.17 (Espaco nulo)
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)

{0}, com 0+ 0 = 0e A0 = 0, é um espaco vetorial: o0 espago nulo.

ex-basicos-e

Nota 1.18 (Polinémios de grau exatamente 1)
Requer: Exemplo 1.15 (Polinémios)

“Os polindmios de grau exatamente n” ndo formam espaco vetorial com a soma e o
produto por escalar usuais, paran > 1. A soma de x" +1 com —x" é 1, de grau 0: a
soma sai do conjunto. E o conjunto ndo contém o polindémio nulo. E por isso que P, (IR)
é definido com “no maximo” (Exemplo 1.15 (Polindmios)).

nota-grau

Exemplo 1.19 (Fung¢des de um conjunto em IR)
Requer: Definicao 1.2 (Espaco vetorial)

Seja X um conjunto qualquer, e seja F (X, R) o conjunto de todas as fungdes f : X —
R, com as operagdes ponto a ponto:

(f+8)(x) =fx) +g(x),  (Af)x) =Af(x), xeX

Entdo F(X,R) é um espago vetorial. O vetor nulo é a funcdo identicamente nula, e

(=) (x) = =f(x).

Demonstracdo

Cada axioma é uma igualdade entre fungdes, e duas fung¢des sdo iguais quando assumem o
mesmo valor em cada x € X. Avaliando em x, cada axioma vira a propriedade correspondente
dos nimeros reais. Por exemplo, (D1):

(Af+8))(x) = Mf(x) +8(x)) = Af(x) + Ag(x) = (Af +Ag)(x).

Os outros sete sdo idénticos.
Usado em: Exemplo 1.32 (cos? t é combinacio linear de 1 e cos2t), Exemplo 1.33 (sent ndo é com-

binagao linear de 1 e cost), Exemplo 2.29 (Fungdes pares e impares), Exemplo 2.61 (1,cos? t,sen? t sdo
LD), Exemplo 2.62 (1,t,12,...: uma familia infinita LI), Exemplo 1.21 (Func¢oes de classe ch, Exemplo 1.22



(Polindmios como fungdes), Exemplo 1.23 (Solugdes de i’ + y = 0), Exemplo 1.24 (Sequéncias convergentes
e sequéncias de Fibonacci), Nota 1.20 (IR”, matrizes e sequéncias como espagos de fungoes)

ex-fx

Nota 1.20 (R", matrizes e sequéncias como espacos de funcoes)

Requer: Exemplo 1.19 (Fungdes de um conjunto em IR), Exemplo 1.13 (O espago R"), Exemplo 1.14
(Matrizes m x n)

Trés exemplos sdo casos de F (X, R) (Exemplo 1.19 (Fun¢des de um conjunto em R)):

e R" = F({1,...,n},R): alista (x1,...,x,) é a fungdo i — x;, e a soma coordenada a
coordenada ¢ a soma ponto a ponto;

* Muxn(R) = F({1,...,m} x{1,...,n},R): amatriz (a;) é a funcéo (i,]) — a;j;
* as sequéncias reais formam F(IN,R): a sequéncia (xo, X1, X2, ...) é a fungdo k — xj.

Um vetor de R"” é uma fungdo definida em n pontos. Uma fungdo R — R é um “vetor
com uma coordenada para cada ntiimero real”.

X]:Z p

|2 IITth“' /
11x23 N4

(2,-1,3) eR® (2, 1,4,098,...) € F(N,R) f € F(R,R)

Trés vetores, trés grdficos. Um vetor de R® é uma fungdo em trés pontos; uma sequéncia é uma fungio nos
naturais; uma funcio real é o caso em que o conjunto de indices é R. A soma, nos trés casos, se faz ponto a ponto —
isto é, coordenada a coordenada.

Usado em: Exemplo 1.65 (Deslocamentos nas sequéncias)

nota-rn-como-espaco-de-funcoes

Exemplo 1.21 (Fungdes de classe C*)

Requer: Exemplo 1.19 (Fungdes de um conjunto em RR)

Ck(I), as fungdes I — R com k derivadas continuas num intervalo I, é um espaco
vetorial: é um subconjunto de F(I,R) (Exemplo 1.19 (Fun¢des de um conjunto em R)),
com as mesmas operagdes. C°(I) sdo as continuas e C*®(I) as que tém derivadas de todas
as ordens.

Usado em: Exemplo 5.6 (Um funcional em C%([0,1])), Exemplo 6.5 (Produto interno de fungdes: a in-

tegral do produto), Exemplo 2.8 (Cadeias de subespagos de polindmios e de fungdes), Nota 1.25 (Verificagdo
dos axiomas num subconjunto de F (X, R))

ex-subconj-a



Exemplo 1.22 (Polinémios como fungdes)

Requer: Exemplo 1.19 (Fungdes de um conjunto em RR)

Os polindmios P(RR), vistos como fungdes R — R, formam um subconjunto de
F(R,R) (Exemplo 1.19 (Fung¢des de um conjunto em IR)) que é um espaco vetorial com
as mesmas operagoes.

Usado em: Nota 1.25 (Verificagdo dos axiomas num subconjunto de F (X, R))

ex-subconj-b

Exemplo 1.23 (Solugdes de v’ + y = 0)

Requer: Exemplo 1.19 (Fung¢des de um conjunto em R)

O conjunto das solugdes de ¥y’ +y = 0 em F(R,R) (entre as funcdes duas vezes
derivéveis) é um espago vetorial, com as mesmas operagdes de F (R, R) (Exemplo 1.19
(Fungdes de um conjunto em R)).

Usado em: Nota 1.25 (Verificagdo dos axiomas num subconjunto de F (X, R))

ex-subconj-c

Exemplo 1.24 (Sequéncias convergentes e sequéncias de Fibonacci)

Requer: Exemplo 1.19 (Fungdes de um conjunto em RR)

As sequéncias convergentes, e as sequéncias que satisfazem xj.p, = X1 + xx (as
“de Fibonacci”, com quaisquer dois termos iniciais), formam espacos vetoriais: cada um
desses conjuntos é um subconjunto de F (IN, R) (Exemplo 1.19 (Fung¢des de um conjunto
em IR)), com as mesmas operagdes.

Usado em: Nota 1.25 (Verificagdo dos axiomas num subconjunto de F (X, R))

ex-subconj-d

Nota 1.25 (Verificagdo dos axiomas num subconjunto de F (X, R))

Requer: Exemplo 1.21 (Fungdes de classe chy, Exemplo 1.22 (Polindmios como fungdes), Exemplo 1.23
(Solugdes de i’ + y = 0), Exemplo 1.24 (Sequéncias convergentes e sequéncias de Fibonacci)

Nos exemplos de subconjuntos de F(X,R) que sdo espagos vetoriais com as mes-
mas operagdes (Exemplo 1.21 (Fungdes de classe ), Exemplo 1.22 (Polindbmios como
fungdes), Exemplo 1.23 (Solugoes de y” + y = 0) e Exemplo 1.24 (Sequéncias conver-
gentes e sequéncias de Fibonacci)), a verificagdo tem a mesma forma, e é curta. Os oito
axiomas ja valem em F(X,R), logo continuam valendo para os elementos do subcon-
junto; s6 é preciso verificar que as operacdes nio saem do subconjunto e que o vetor nulo
e 0s simétricos estdo nele. Para Ck(I ), a soma de fungoes ck ¢ Ck; para as solugdes de
y" +y =0, é a conta da Motivagéo 1.1 (Trés situa¢des com a mesma estrutura); para as
sequéncias, o limite da soma é a soma dos limites, e se x e y satisfazem a recorréncia,
x + Ay também satisfaz. Verifica-se sempre a mesma coisa: a operagdo nao sai do con-
junto. Esse padrdo é formalizado no critério de subespaco (Proposicao 2.3 (Critério de
subespago)).

Usado em: Motivagédo 2.1 (O argumento que vira defini¢do), Proposigdo 1.51 (£((, V), W) é um espago
vetorial) (dem.)

Veja também: Motivacdo 1.1 (Trés situagdes com a mesma estrutura), Proposi¢do 2.3 (Critério de sube-
spago)
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nota-subconjuntos-de-funcoes

Exemplo 1.26 (Operagdes em IR? que ndo dao espaco vetorial)
Requer: Definicdo 1.2 (Espaco vetorial)

Um espago vetorial é um conjunto com duas operagdes. O mesmo conjunto pode ter
operacdes diferentes, e com umas ser espaco vetorial e com outras ndo. Em V = R?:

(@ (x1,11) ® (x2,¥2) = (x1,1) e« © (x,y) = (ax,ay). Falha (A2): (1,0) ¢ (0,0) =
(1,0), mas (0,0) & (1,0) = (0,0). O axioma (A3) vale, e vale para qualquer escolha
de z como vetor nulo, porque v @ z = v sempre. O que falha é (A4): fixado o vetor
nulo z, a equagdo v @ w = z diz v = z, e ndo tem solugdo w quando v # z. Falha
também (D2): (1+1) ® (1,0) = (2,0), enquanto 1 ® (1,0) ®1® (1,0) = (1,0). Os
demais valem.

d) (x1,11) ® (x2,y2) = (x1+x2, y1 +¥2) ea @ (x,y) = (x,ay). A soma é a usual, logo
(A1)—(A4) valem. (M1), (M2) e (D1) valem. Falha (D2):

(1+1)©(1,0) = (1,0), mas 1©(1,0)916(1,0) = (2,0).

ex-naoex

Exemplo 1.27 (R? com a origem deslocada)
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)

Em V = R?, ponha
(x1,¥1) @ (x2,y2) = (1 +x2—1, y1 +1y2+2), a®(x,y) = (ax—a+1, ay +2a —2).

Isto é um espago vetorial, e o vetor nulo é (1, —2): de fato (x,y) & (1,-2) = (x +1 —
1, y—2+2) = (x,y). A explicagdo de todos os axiomas de uma vez é a mudanga de
coordenadas

ploy) =(x-1,y+2),
que leva o ponto (1, —2) na origem. Uma conta direta da

pudv) =) +o(), gaou)=ag(u),

com as operagdes usuais do lado direito. Isto é: @ e © sdo a soma e o produto usuais,
feitos a partir da origem (1, —2) em vez de (0,0). Como ¢ é bijetora, cada axioma para
(6, ®) é 0o mesmo axioma para (+, -), transportado por ¢.
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udv=(41)

v=|2,0) -/ 20u = (50)

(0,0) / -7

V

o)

ornulo (1, —2)

A mesma geometria do plano, com a origem mudada de lugar. As flechas partem do vetor nulo (1, —2), eu @ v é
a ponta da diagonal do paralelogramo. As formulas assustam; a figura mostra que nada de novo aconteceu.

Usado em: Exemplo 1.71 (Os espacos com operagdes ex6ticas sdo isomorfos aos usuais), Motivacgao 1.35
(Bijegdes que transportam as operagoes)

Veja também: Exemplo 1.71 (Os espagos com operagdes exdticas sdo isomorfos aos usuais)

ex-desloc

Exemplo 1.28 (Reais positivos com produto e poténcia)
Requer: Definicao 1.2 (Espaco vetorial)

Seja V = (0, 00), os reais positivos, com

XDy = xy, AOx ="
Os axiomas sdo as regras de poténcia: (D1) é (xy)* = x*y?, (D2) é x}# = x}x#, (M1)
é (x)* = xM, M2) é x! = x. O vetor nulo é o ndmero 1, porque x @1 = x; e o
simétrico de x é 1/x. Aqui o logaritmo faz o papel do ¢ do Exemplo 1.27 (R? com a
origem deslocada): log(x @ y) = logx + logy e log(A ® x) = Alog x.

. 204=38
12 1 2 4 8 (0,00
0¢V oA4—+— & o @ ) ©0)
@ = produto
log, /
. . . . . : R
-2 -1 0 1 2 3 + =soma
1+2=3

Os reais positivos com o produto, e o logaritmo que os transforma em IR com a soma. O vetor nulo de cimaéo 1,
que vai no 0 de baixo. O niimero O ndo estd no espago de cima, e nenhum vetor dele “falta”: todo real é o logaritmo de
algum positivo.

Usado em: Exemplo 1.71 (Os espagos com operagdes ex6ticas sao isomorfos aos usuais), Motivagao 1.35
(Bijecdes que transportam as operacoes)

Veja também: Exemplo 1.27 (R? com a origem deslocada), Exemplo 1.71 (Os espacos com operacdes
exoticas sdao isomorfos aos usuais)

ex-posit

Defini¢ido 1.29 (Combinacgio linear)
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)
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Sejam vy, ...,vx € V. Uma combinacio linear de vy, . .., v é um vetor da forma
a101 + AUy + - - - + AUk, a, ..., a4 € R.

Os a; sdo os coeficientes da combinacgao.

Usado em: Definicao 2.17 (Subespago gerado), Defini¢ao 2.44 (Independéncia e dependéncia linear),
Exemplo 1.31 (Combinagdo linear em R3), Exemplo 1.32 (cos? t é combinacio linear de 1 e cos2t), Exem-
plo 1.33 (sent nao é combinagao linear de 1 e cost), Nota 1.30 (Somas sem parénteses), Proposi¢ao 1.37
(Propriedades bésicas das transformacdes lineares), Proposi¢do 1.52 (Uma transformacao linear fica deter-
minada num conjunto gerador)

def-comb

Nota 1.30 (Somas sem parénteses)

Requer: Definicdo 1.29 (Combinacdo linear)

A expressdo a1v1 + - - - + 45Uk ndo tem parénteses, e isso precisa de justificativa. Por
(Al), (u+v)+w = u+ (v+ w); por indugdo em k, qualquer forma de por parénteses
numa soma de k vetores d4 o mesmo resultado, e por (A2) a ordem das parcelas também
ndo importa. A indugdo ndo é feita aqui; é por causa dela que (A1) e (A2) estdo na lista.

nota-parent

Exemplo 1.31 (Combinacio linear em R>)
Requer: Definigdo 1.29 (Combinagéo linear)

Em RR3, (3,1,5) é combinacdo linear de (1,0,1) e (0,1,2):
(3,1,5) = 3(1,0,1) + (0,1,2).

ex-comb-a

Exemplo 1.32 (cos? t é combinacio linear de 1 e cos 2t)

Requer: Defini¢do 1.29 (Combinagdo linear), Exemplo 1.19 (Fungdes de um conjunto em RR)

Em F(R,R), cos? t ¢ combinacéo linear de 1 e cos2t, porque cos® t = % - 1+ 1 cos 2t.

ex-comb-b

Exemplo 1.33 (sen t ndo é combinagdo linear de 1 e cos )

Requer: Defini¢do 1.29 (Combinagcédo linear), Exemplo 1.19 (Fun¢des de um conjunto em R)

Em F(R,R), sent nio é combinagado linear de 1 e cost. Suponha que sent = a +
bcost para todo t. Avaliandoemt =0et = 7

0=a+0, 0=a-—0,
logoa =b =0, eentdo sent = 0 para todo t, o que é falsoem t = 77/2.

Usado em: Nota 1.34 (Igualdade de fungdes, ponto a ponto)

ex-comb-c
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Nota 1.34 (Igualdade de funcdes, ponto a ponto)

Requer: Exemplo 1.33 (sen f ndo é combinagdo linear de 1 e cos t)

O Exemplo 1.33 (sent ndo é combinagdo linear de 1 e cost) usa uma técnica geral:
uma igualdade entre fung¢des vale em cada ponto, e escolher bem os pontos transforma a
pergunta num sistema linear nos coeficientes. E usar a Nota 1.20 (R”, matrizes e sequén-
cias como espacos de fung¢des) ao contrdrio: de uma fungdo em IR olhamos s6 algumas
coordenadas.

Usado em: Exemplo 2.59 (1,cost,sent sdo LI), Exemplo 2.60 (et,ezt sdo LI)

Veja também: Nota 1.20 (R”, matrizes e sequéncias como espacos de fungdes)

nota-avaliar-em-pontos

Transformacgdes lineares, isomorfismos, nticleo e imagem

Motivacdo 1.35 (Bijecoes que transportam as operacoes)

Requer: Exemplo 1.27 (R? com a origem deslocada), Exemplo 1.28 (Reais positivos com produto e
poténcia)

No Exemplo 1.27 (R? com a origem deslocada) e no Exemplo 1.28 (Reais positivos
com produto e poténcia), uma bijecdo ¢ transformava as operagdes estranhas nas usuais:
p(udv) =¢(u)+ ¢(v) e p(A ©u) = Ap(u). Essas duas igualdades viram defini¢do: a
de transformacéo linear (Definicao 1.36 (Transformacao linear)).

Veja também: Defini¢do 1.36 (Transformacao linear)

mot-transformacao-linear

Definicido 1.36 (Transformacao linear)
Requer: Definicdo 1.2 (Espaco vetorial)

Sejam V e W espagos vetoriais. Uma fungdo T : V — W é uma transformacao linear
se, para todos u,v € Vel € R,

T(u+v) =T(u)+ T(v) e T(Av) =AT(v).

Quando V = W, dizemos também que T é um operador linear em V.

As somas dos dois lados sdo em espagos diferentes: a esquerda soma-se em V, a direita
em W. A defini¢do diz que tanto faz somar antes ou depois de aplicar T; é a mesma frase
para o produto por escalar. As duas condigdes sao independentes, e as duas tém de ser
verificadas: ha funcdes R?> — R? que satisfazem f(Av) = Af(v) e ndo séo lineares.

Usado em: Corolario 2.94 (Dimensdes diferentes: T nao é injetora, ou nao é sobrejetora), Corolario 2.93
(Em dimensoes iguais, injetora equivale a sobrejetora), Definigao 4.2 (Formas n-lineares alternadas), Definigao 7.2
(Formas bilineares), Definigao 8.38 (Subespaco invariante), Defini¢do 1.66 (Isomorfismo), Defini¢do 3.2 (Ma-
triz de uma transformacao linear), Defini¢do 1.58 (Ntcleo e imagem), Exemplo 1.41 (A avaliagdo num ponto
é linear), Exemplo 1.47 (O determinante nao é linear), Exemplo 1.48 (O quadrado nao é linear; as lineares
R — R), Proposigdo 1.37 (Propriedades bésicas das transformagdes lineares), Proposi¢ao 1.49 (A composta
de transformagdes lineares € linear), Proposi¢do 1.51 (L((, V), W) é um espaco vetorial), Proposi¢ao 1.53
(Transformagdo linear com valores dados emey, . .., e;), Proposicao 2.45 (LI equivale a escrita tinica), Proposi¢ao 1.52
(Uma transformagdo linear fica determinada num conjunto gerador), Teorema 6.35 (Existéncia e unicidade
da adjunta)

Veja também: Motivagdo 1.35 (Bijecdes que transportam as operagdes)
def-t1l
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Proposicao 1.37 (Propriedades basicas das transformacdes lineares)
Requer: Definigdo 1.36 (Transformagao linear), Defini¢do 1.29 (Combinagéo linear)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 1.7 (Produto por zero e por —1), Lema 1.5 (Cancelamento)

Seja T : V. — W linear. Entido:
(@) T(0) =0eT(—v) =—T(v);
(b) T(a101 + -+ agvx) = a1 T(v1) + - - - + ax T (vy) para quaisquer v; € V e a; € R;

(c) reciprocamente, uma fungio T : V. — W com T(u + Av) = T(u) + AT(v) para todos
u,v, A é linear.

O item (a) d4 um teste rapido de ndo-linearidade: se T(0) # 0, T ndo é linear. O item (c)
é o modo econdmico de verificar linearidade: uma conta s, em vez de duas.

Demonstracdo

(@) T(0) =T(0-0) =0-T(0) = 0, pela Proposicdo 1.7 (Produto por zero e por —1), aplicada
duas vezes (em Veem W). ET(—v) = T((-1)v) = (-=1)T(v) = —T(v).

(b) Inducédo em k. Para k = 1 é a segunda condigdo da definicdo. Supondo vélido para k — 1,

k k—1 k—1
T( Z El,"()i) = T( Z aivi) + T(agvy) = Z a;T(v;) + a, T (vg).

(c) Com A = 1 obtemos a aditividade. Com u = 0 obtemos T(Av) = T(0) + AT(v);e T(0) =0
porque,comu =v=0eA =1, T(0) = T(0) + T(0), e cancela-se.

Usado em: Exemplo 1.39 (A derivada é linear), Exemplo 1.40 (A integral é linear), Exemplo 1.38 (Mul-
tiplicagdo por uma matriz), Exemplo 1.43 (O traco é linear), Exemplo 1.57 (Valores incompativeis: ndo ex-
iste), Exemplo 1.46 (A translagao ndo é linear), Exemplo 1.42 (Transposi¢do e multiplicacdo a esquerda),
Proposigdo 1.49 (A composta de transformagoes lineares é linear) (dem.), Proposigéo 1.51 (L((, V), W) é um
espago vetorial) (dem.), Proposi¢do 1.59 (As fibras de T sdo transla¢des do nticleo) (dem.), Proposigdo 1.60 (T
é injetora se e somente se N(T) = {0}) (dem.), Proposi¢do 1.67 (A inversa de um isomorfismo é linear) (dem.),
Proposi¢do 1.52 (Uma transformacdo linear fica determinada num conjunto gerador) (dem.), Proposi¢do 2.91
(Dimens&o do produto; soma direta interna e externa) (dem.)

prop-basicas

Exemplo 1.38 (Multiplicacao por uma matriz)

Requer: Proposigao 1.37 (Propriedades basicas das transformagdes lineares), Exemplo 1.13 (O espaco
R™), Exemplo 1.14 (Matrizes m x n)

Multiplicagdo por uma matriz. Dada A € M,,xn(R), afungdo T4 : R" — R", Ty (X) =
AX (vetores escritos como colunas), é linear. A linearidade é A(X + 1Y) = AX + LAY,
que é o item (c) da Proposicao 1.37 (Propriedades basicas das transformacoes lineares).

Usado em: Corolario 1.54 (Toda transformacao linear R” — IR™ é multiplicagdo por uma matriz),
Definicao 3.23 (Posto de uma matriz), Definigao 3.19 (Sistema linear), Exemplo 2.96 (Sistemas homogéneos:
dimensdo do espago de solugdes), Exemplo 1.63 (Nucleo e imagem de uma T, : R® — R?), Exemplo 1.44
(Rotagao e projecao em R?), Exemplo 2.6 (Ntcleo e imagem sdo subespagos), Nota 1.45 (Uma transformacao
linear do plano deforma a malha), Nota 1.61 (Sistemas lineares, antecipados)

ex-multiplicacao-por-uma-matriz

Exemplo 1.39 (A derivada é linear)

Requer: Proposicdo 1.37 (Propriedades bésicas das transformagdes lineares), Exemplo 1.15 (Polindmios)
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Derivada. D : P,(R) — P,(R), D(p) = p’, é linear. A verificagdo é uma linha, usando
o item (c) da Proposigdo 1.37 (Propriedades bésicas das transformagdes lineares).

Usado em: Exemplo 6.40 (A derivada nos polindmios trigonométricos é antiadjunta), Exemplo 1.50
(Derivada e integral: Do ] = Id, mas [ o D # 1d), Exemplo 8.42 (Para a derivada, cada Py (R) é invari-
ante), Exemplo 3.4 (A matriz da derivada em duas bases), Exemplo 1.62 (Ntcleo e imagem da derivada),
Exemplo 5.44 (Polindmios médulo as constantes), Nota 3.42 (Um zooldgico de contra-exemplos)

ex-derivada

Exemplo 1.40 (A integral é linear)

Requer: Proposicao 1.37 (Propriedades basicas das transformagdes lineares), Exemplo 1.15 (Polindmios)

Integral. | : Pu(R) — Py41(R), J(p)(x) = [y p(t)dt, é linear. A verificacdo é uma
linha, usando o item (c) da Proposi¢do 1.37 (Propriedades basicas das transformagdes
lineares).

Usado em: Exemplo 1.50 (Derivada e integral: D o | = Id, mas ] o D # Id), Exemplo 1.62 (Ntcleo e
imagem da derivada)

ex-integral

Exemplo 1.41 (A avaliacdao num ponto é linear)

Requer: Defini¢do 1.36 (Transformacao linear), Exemplo 1.15 (Polindmios)
Avaliagio. Fixado a € R, a fungdo ev, : P,(R) — R, ev,(p) =

linearidade é a defini¢do das operagdes ponto a ponto (Exemplo 1.19
conjunto em RR)).

p(a), é linear. A
(Fungdes de um

Usado em: Exemplo 5.4 (Funcionais em P, (RR)), Exemplo 5.51 (Polindmios médulo os que se anulam
em a), Exemplo 2.9 (Um conjunto dado por uma equacéo linear homogénea é um nticleo), Proposigdo 5.13
(Polindmios de Lagrange: a base dual das avaliagdes)

Veja também: Exemplo 1.19 (Fun¢des de um conjunto em IR)

ex-avaliacao

Exemplo 1.42 (Transposicao e multiplicacdo a esquerda)

Requer: Proposigao 1.37 (Propriedades basicas das transformagdes lineares), Exemplo 1.14 (Matrizes
m X n)

Transposigio e multiplicagido a esquerda. Sdo lineares A — A’ em M, (R) e, fixada M,
A — MA. A verifica¢do é uma linha, usando o item (c) da Proposicao 1.37 (Propriedades
bésicas das transformacdes lineares).

Usado em: Exemplo 4.31 (O determinante da multiplicacdo a esquerda), Exemplo 4.30 (O determi-
nante da transposicao)

ex-transposicao-e-multiplicacao-a-esquerda

Exemplo 1.43 (O traco é linear)

Requer: Proposi¢do 1.37 (Propriedades bdsicas das transformagdes lineares), Exemplo 1.14 (Matrizes
m X n)

O traco. tr : Myuxn(R) — R, tr(A) = a1 + -+ - + apup, é linear. A verificagdo é uma
linha, usando o item (c) da Proposi¢do 1.37 (Propriedades basicas das transformagdes
lineares).

Usado em: Exemplo 5.5 (Funcionais em M, (IR)), Exemplo 1.64 (Ntucleo e imagem do traco), Exem-
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plo 6.4 (Produto interno de matrizes: tr(A’B))

ex-o-traco

Exemplo 1.44 (Rotagdo e projegdao em R?)

Requer: Exemplo 1.38 (Multiplicagdo por uma matriz)

Rotagiio e projeciio em IR?. A rotagdo de angulo 0, Ry(x,y) = (xcos6 —ysend, xsen 6 +
ycosf), eaprojecdo P(x,y) = (x,0), sdo lineares. Ambas sdo da forma T4 (Exemplo 1.38
(Multiplicagdo por uma matriz)). Geometricamente: rodar um paralelogramo da um
paralelogramo, e por isso rodar u + v é o mesmo que somar os rodados.

Usado em: Exemplo 3.11 (Rotagdes e as férmulas de adigdo), Exemplo 8.6 (Rotagdo: nenhum autovalor
real)

ex-rotacao-e-projecao-em

Nota 1.45 (Uma transformacgao linear do plano deforma a malha)
Requer: Exemplo 1.38 (Multiplicacdo por uma matriz)

v =e1H2e o T(v) =T(e1)+2T(ep)
°

>

€1 T(L’] )

V =R? W = R?

Uma transformacdo linear do plano leva a malha quadriculada numa malha de paralel-
ogramos, e retas em retas. A malha da direita fica inteira determinada pelas duas flechas
T(e1) e T(ez): o ponto que tinha coordenadas (1,2) na malha da esquerda vai no ponto
de coordenadas (1,2) na malha da direita. E a Proposicdo 1.53 (Transformacéo linear
com valores dados em e, ..., ¢,) em uma figura: as duas flechas da direita sdo as colu-
nas da matriz (Corolario 1.54 (Toda transformacao linear R" — R™ é multiplicagdo por
uma matriz)). A “casinha” verde mostra que a figura inteira se deforma, e ndo s6 os
vetores da base.

Veja também: Proposigdo 1.53 (Transformagdo linear com valores dados emey, ... ., ¢;), Corolario 1.54
(Toda transformagao linear R” — IR™ é multiplicagdo por uma matriz)

nota-malha

Exemplo 1.46 (A translagdo ndo é linear)

Requer: Proposigao 1.37 (Propriedades bésicas das transformagoes lineares)

Translagdo. T(x,y) = (x+ 1,y) ndo é linear: T(0,0) = (1,0) # (0,0), contra o item
(a) da Proposigdo 1.37 (Propriedades bésicas das transformagdes lineares). Na figura,
T(u+v)eT(u)+ T(v) diferem exatamente pelo deslocamento (1,0) contado uma vez a
mais.
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T(uH+oF (u) + T(v)
e---o

u+o

T(0)

A translagio T(x,y) = (x + 1,y) ndo comuta com a soma. Ao calcular T(u) + T(v), o deslocamento (1,0)
entra duas vezes; em T(u + v), uma vez s6. O ponto rosa, T(0) # 0, é o sintoma mais rdpido de detectar.

ex-translacao

Exemplo 1.47 (O determinante nao é linear)

Requer: Defini¢do 1.36 (Transformacao linear), Exemplo 1.14 (Matrizes m X n)

Determinante. det : Mjx2(R) — R ndo é linear: det(I + 1) = 4 # 2 = detI + det 1.
Também det(AA) = A2 det A.

ex-determinante

Exemplo 1.48 (O quadrado nao é linear; as lineares R — IR)

Requer: Defini¢do 1.36 (Transformacao linear), Exemplo 1.16 (R como espaco vetorial)

Quadrado. f : R — R, f(x) = x?,ndo é linear: f(2x) = 4f(x). As lineares R — R sdo
exatamente as x — cx, porque f(x) = f(x-1) = xf(1).

ex-quadrado

Proposicao 1.49 (A composta de transformacdes lineares é linear)
Requer: Definigdo 1.36 (Transformacao linear)

A demonstracdo exige: Proposigao 1.37 (Propriedades bésicas das transformagdes lineares)

SeT:V —-WeS:W — U sao lineares, entdo So T : V — U é linear.

Demonstracdo

(SoT)(u+ Av) = S(T(u) + AT(v)) = S(T(u)) + AS(T(v)).

Usado em: Exemplo 1.50 (Derivada e integral: D o | = Id, mas ] o D # Id), Teorema 3.7 (A matriz da
composta é o produto das matrizes), Proposi¢ao 1.68 (Isomorfismo é uma relagdo de equivaléncia) (dem.),
Proposicdo 5.16 (Propriedades da transposta) (dem.)

prop-comp

Exemplo 1.50 (Derivada e integral: D o ] = Id, mas [ o D # Id)

Requer: Proposigao 1.49 (A composta de transformacdes lineares é linear), Exemplo 1.39 (A derivada
é linear), Exemplo 1.40 (A integral é linear)

Com a derivada (Exemplo 1.39 (A derivada é linear)) e a integral (Exemplo 1.40 (A
integral é linear)), no espaco P(IR) de todos os polindmios:

Do =1d, mas (JoD)(p) =p—p(0).
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A primeira é o teorema fundamental do célculo; a segunda diz que ] o D perde a con-
stante. Guarde este par: | tem inversa a esquerda e ndo a direita. Isso é impossivel em
dimenséo finita (Corolario 2.93 (Em dimensoes iguais, injetora equivale a sobrejetora))
— e P(R) ndo tem dimenséo finita.

Veja também: Corolério 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)

ex-dj

Proposi¢do 1.51 (L((, V), W) é um espacgo vetorial)
Requer: Definigdo 1.36 (Transformacao linear)

A demonstracéo exige: Nota 1.25 (Verificagdo dos axiomas num subconjunto de F (X, R)), Proposigdo 1.37
(Propriedades bésicas das transformacoes lineares)

Seja L((, V), W) o conjunto das transformagdes lineares de V em W, com as operacdes
(T+S)(v) =T(v)+S(v) e (AT)(v) = AT(v). Entdo L((, V), W) é um espago vetorial.

Demonstracdo

As operagoes sdo as de F(V, W), o espago de todas as fungdes V. — W com operagdes ponto
a ponto, que é espago vetorial pelo mesmo argumento do Exemplo 1.19 (Funcoes de um conjunto
em IR) (s6 que com valores em W). Como na Nota 1.25 (Verificacdo dos axiomas num subconjunto
de F(X,IR)), basta ver que as operagdes ndo saem de L((, V), W), e que a fungdo nula e —T sdo
lineares. Para a soma:

(T+8)(u+ pv) = T(u) + uT(v) +S(u) +uS(v) = (T +S)(u) + u(T + S)(v);

o produto por escalar é igual,e 0 =0-T e —T = (—1)T sdo casos dele.

Usado em: Definicdo 5.2 (Funcional linear e espago dual), Motivagdo 5.1 (O caso W = Rde L((, V), W)),
Proposicdo 3.9 (L((, V), W) = My xn(R))

Veja também: Proposicgdo 2.3 (Critério de subespago), Proposicao 3.9 (L((, V), W) = My xn(R))

prop-espaco-das-transformacoes-lineares

Proposicdo 1.52 (Uma transformacao linear fica determinada num conjunto gerador)
Requer: Definigdo 1.36 (Transformagao linear), Defini¢do 1.29 (Combinagéo linear)

A demonstracdo exige: Proposi¢ao 1.37 (Propriedades bésicas das transformagoes lineares)

Dizemos que vy, ..., v geram V se todo v € V é combinagao linear deles (veja tam-
bém a Defini¢do 2.37 (Conjunto gerador)).

Sejam vy, ..., vy vetores que geram V, e T,S : V. — W lineares com T (v;) = S(v;) para
todoi. Entdo T = S.

Demonstracdo

Dado v € V, escreva v = )_; a;v;. Pelo item (b) da Proposicao 1.37 (Propriedades basicas das
transformagoes lineares),

T(v) =} aiT(vi) = }_a;S(v;) = S(v).

Usado em: Motivacao 3.1 (Por que uma transformacao linear tem matriz), Coroldrio 1.54 (Toda trans-
formacao linear R” — IR™ é multiplicacdo por uma matriz) (dem.), Proposicao 1.53 (Transformacao linear
com valores dados em ey, ..., e,) (dem.), Proposicdo 3.9 (L((,V), W) = Myxn(R)) (dem.), Teorema 5.9 (A
base dual dé as coordenadas) (dem.)
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Veja também: Definicdo 2.37 (Conjunto gerador)

prop-linear-determinada-nos-geradores

Proposicao 1.53 (Transformacao linear com valores dados emey, ..., e,)
Requer: Definicdo 1.36 (Transformacao linear), Exemplo 1.13 (O espaco R")

A demonstracdo exige: Proposicdo 1.52 (Uma transformagdo linear fica determinada num conjunto
gerador)

Dados wy, . .., w, € W quaisquer, existe uma tinica transformagio linear T : R" — W com
T(e;) = w; para todo i, a saber

T(x1,...,%) = X101 + -+ + XWy,.

A proposigdo vale com qualquer base no lugar de ey, .. ., e,; para isso é preciso saber o
que é base (Definicao 2.64 (Base)).

Demonstracdo

A formula é linear: T(x + Ay) = Y;(x; + Ay;)w; = T(x) + AT(y). E T(e;) = w;. A unicidade
é a Proposicdo 1.52 (Uma transformagdo linear fica determinada num conjunto gerador), porque
e1,...,ey geram R".

Usado em: Exemplo 1.55 (Valores dados em e7, e;: existe e é tinica), Exemplo 1.56 (Valores dados em
(2,1) e (—1,1): existe e é tnica), Motivagdo 3.1 (Por que uma transformagao linear tem matriz), Exerci-
cio 3.47 (Existe T : P3(R) — P3(R) com N(T) = Im(T)?) (dem.), Proposicdo 2.45 (LI equivale a escrita
unica) (dem.), Proposicdo 3.9 (L((, V), W) = M xn(R)) (dem.)

Veja também: Defini¢do 2.64 (Base)

prop-exist

Corolario 1.54 (Toda transformagao linear R” — R" é multiplica¢dao por uma matriz)
Requer: Exemplo 1.38 (Multiplicagdo por uma matriz)

A demonstracdo exige: Proposicdo 1.52 (Uma transformagao linear fica determinada num conjunto
gerador)

Toda transformacao linear T : R” — R™ é T = T, para uma Gnica matriz A €
Minxn(R): a matriz cuja j-ésima coluna é T (e;).
EocasoV = R", W = R™ da matriz de uma transformagdo linear em bases quaisquer
(Definicao 3.2 (Matriz de uma transformacao linear)).

Demonstracdo

Ta(ej) = Aej é a j-ésima coluna de A. Se escolhemos essa coluna igual a T(e;), entdao Tp e T
coincidem nos e;, e a Proposigao 1.52 (Uma transformagdo linear fica determinada num conjunto
gerador)da T = Ty4.

Usado em: Exemplo 5.3 (Funcionais em IR” sdo vetores-linha)

Veja também: Defini¢do 3.2 (Matriz de uma transformagéo linear), Nota 1.45 (Uma transformacdo
linear do plano deforma a malha)

cor-matriz
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Exemplo 1.55 (Valores dados em e, e;: existe e é tinica)

Requer: Proposigao 1.53 (Transformagao linear com valores dados emeey, .. ., e;)

Uma transformagio linear T : R? — R® com T(1,0) = (1,1,2) e T(0,1) = (0,1, —1):
existe e é inica, T(x,y) = (x, x +y, 2x —y).
ex-q23-a

Exemplo 1.56 (Valores dados em (2,1) e (—1,1): existe e é inica)

Requer: Proposi¢do 1.53 (Transformagdo linear com valores dados emey, . .., e;)

Procura-se uma transformacéo linear T : R> — R3com T(2,1) = (3,1, -1)e T(-1,1) =
(1,0,2). Escrevemos e; e e; como combinagdes dos vetores dados:

a=3@D- (11,  e=}Ey+2-11)]
Se T existe, entdo obrigatoriamente
T(e) =3[31,-1)-(102)] =(33-1), T()=3[31-1)+2(102)] = (3 31).

Reciprocamente, a transformacdo com esses valores em ey, e (Proposicao 1.53 (Trans-
formacao linear com valores dados em ey, ..., ¢e,)) satisfaz T(2,1) = 2T(e1) + T(ez) =
(3,1,-1)eT(—1,1) = —T(e1) + T(e2) = (1,0,2). Existe e é tnica.

ex-q23-b

Exemplo 1.57 (Valores incompativeis: nio existe)

Requer: Proposigao 1.37 (Propriedades bésicas das transformagoes lineares)

Uma transformagcéo linear T : R? — R? com T(1,1) = (1,0) e T(2,2) = (0,1): nédo
existe, porque (2,2) = 2(1,1) obriga T(2,2) = 2T(1,1) = (2,0).
Os dados s6 sao incompativeis quando hd uma relagdo linear entre os vetores de partida
que ndo é respeitada pelos de chegada. F a semente da independéncia linear (Definicao 2.44
(Independéncia e dependéncia linear)).

Usado em: Motivacdo 2.43 (Relagdes lineares e vetores que sobram)

Veja também: Defini¢do 2.44 (Independéncia e dependéncia linear)
ex-q23-¢

Definicdo 1.58 (Ntcleo e imagem)

Requer: Definicdo 1.36 (Transformacao linear)

Seja T : V. — W linear. O ntcleo e a imagem de T sdo
N(T)={veV:T(v)=0}CV, Im(T) ={T(v):ve V} CW.

Os dois contém o vetor nulo (de V e de W, respectivamente) e sdo fechados por combi-
nagdes lineares: se T(u) = T(v) = 0 entdo T(u+ Av) = 0;e T(u) + AT (v) = T(u + Av).
Conjuntos assim sdo chamados subespagos (Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial)).

Usado em: Coroldrio 5.49 (O teorema do ndcleo e da imagem, pelo quociente), Defini¢do 8.1 (Auto-
valor, autovetor e autoespaco), Defini¢do 7.23 (Complexos e sequéncias exatas), Defini¢do 3.23 (Posto de
uma matriz), Exemplo 3.6 (Matriz de uma transformagdo Mpj.»(R) — P3(RR)), Exemplo 1.62 (Nucleo e
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imagem da derivada), Exemplo 1.63 (Ntcleo e imagem de uma T4 : R3 — R2), Exemplo 1.64 (Ntcleo e im-
agem do trago), Exemplo 2.6 (Ntcleo e imagem sdo subespagos), Exercicio 3.47 (Existe T : P3(R) — P3(R)
com N(T) = Im(T)?), Exercicio 3.46 (Existe T : R> — R® com N(T) = Im(T)?), Motivagao 2.1 (O argu-
mento que vira defini¢do), Nota 3.42 (Um zooldgico de contra-exemplos), Proposicdo 3.21 (AX = b tem
solugdo quando b estd na imagem de T4), Proposicao 1.59 (As fibras de T sado translagdes do ntcleo),
Proposicdo 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0}), Proposi¢do 5.41 (V/S é um espaco vetorial;
a projegdo 1), Proposicdo 2.33 (As projecdes de uma soma direta), Teorema 3.22 (O conjunto solugédo é
Xo + N(A)), Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Teorema 5.33 (Os quatro subespagos de uma
transformacdo linear)
Veja também: Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial)

def-nucimg

Proposicao 1.59 (As fibras de T sao transla¢des do nticleo)
Requer: Definicao 1.58 (Ntcleo e imagem)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 1.37 (Propriedades bésicas das transformagdes lineares)

Seja T : V. — W linear e vg € V. Entio

{veV:T(w)=T(vo)} =vo+N(T) :={vo+u:uecN(T)}

3
2
T(x,y) =x+y
0
-1
W =R

As fibras de T(x,y) = x +y. Cada reta paralela ao niicleo (verde) é levada inteira num iinico ponto de R: a reta
azul, que passa por vg = (1,1), vai no 2. A proposigio diz que isso vale sempre: as fibras de T sio copias transladadas
do niicleo.

Leitura da figura: T é injetora exatamente quando as fibras tém um ponto s6 — e, como
todas sdo copias do ntcleo, basta olhar o ntcleo. E a Proposigao 1.60 (T é injetora se e
somente se N(T) = {0}).

Demonstracdo
T(v) =T(vg) < T(v) —T(v9) =0 <= T(v—1v9) =0 <= v—1vy € N(T).

Usado em: Motivacdo 5.38 (Identificar vetores cuja diferenca estd num subespago), Nota 1.61 (Sistemas
lineares, antecipados), Proposi¢éo 1.60 (T ¢ injetora se e somente se N(T) = {0}) (dem.)

Veja também: Proposicdo 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0})
prop-fibras

Proposic¢do 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0})
Requer: Definicdo 1.58 (Ntcleo e imagem)

A demonstracdo exige: Proposicdo 1.59 (As fibras de T sdo translagdes do ndcleo), Proposicao 1.37
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(Propriedades bésicas das transformagdes lineares)

Uma transformacdo linear T é injetora se e somente se N(T) = {0}.

Demonstracdo
(=)Se T(v) =0 = T(0), a injetividade dd v = 0. (<) Se T(u) = T(v), a Proposicdo 1.59 (As
fibras de T sdo translagdes do ntcleo) dd u € v+ N(T) = {v}.

Usado em: Exemplo 1.65 (Deslocamentos nas sequéncias), Nota 3.43 (Quatro esqueletos de demon-
stragdo), Nota 2.26 (Basta testar a unicidade no zero), Corolério 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equiv-
ale a sobrejetora) (dem.), Proposicdo 8.2 (O autoespago é um subespaco; Vo = N(T)) (dem.), Proposicao 7.24
(Sequéncias exatas curtas) (dem.), Proposigdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0) (dem.),
Proposigao 2.45 (LI equivale a escrita tinica) (dem.)

prop-inj

Nota 1.61 (Sistemas lineares, antecipados)

Requer: Proposigao 1.59 (As fibras de T sdo translac¢des do ntcleo), Exemplo 1.38 (Multiplicagdo por
uma matriz)

Sistemas lineares, antecipados. Com T = T4, a Proposicao 1.59 (As fibras de T sdo
translacoes do ntcleo) diz: se Xy é uma solugdo de AX = b, entdo todas as solugdes sdo
Xo + X, com Xj, solucdo do sistema homogéneo AX = 0. E AX = b tem solugdo se e
somente se b € Im(Ty). E o esqueleto do estudo dos sistemas lineares (Teorema 3.22 (O
conjunto solugdo é Xy + N(A)) e Proposigdo 3.21 (AX = b tem solugdo quando b estd na
imagem de Tj,)).

Veja também: Teorema 3.22 (O conjunto solugéo é Xy + N(A)), Proposicdo 3.21 (AX = b tem solugado
quando b esta na imagem de T4)

nota-sistemas

Exemplo 1.62 (Ntcleo e imagem da derivada)

Requer: Definicdo 1.58 (Ntcleo e imagem), Exemplo 1.39 (A derivada é linear), Exemplo 1.40 (A inte-
gral é linear)

D : P,(R) — Pn(R): N(D) sado os polindmios constantes e Im(D) = P,,_1(R) (todo
polindmio de grau < n — 1 é derivada de sua integral). D ndo é injetora nem sobrejetora.

Usado em: Exemplo 5.47 (A derivada no quociente pelas constantes), Exemplo 2.98 (A derivada: nt-
cleo e imagem contados)

ex-nucimg-a

Exemplo 1.63 (Ntcleo e imagem de uma T, : R® — R?)

Requer: Defini¢do 1.58 (Ntcleo e imagem), Exemplo 1.38 (Multiplicagdo por uma matriz)

1 10
011
N(Ts) = {t(1,—1,1) : t € R}, uma reta. A imagem é R? inteiro, porque T4 (e;) = (1,0)
e Ta(e3) = (0,1) ja geram R?.

Usado em: Exemplo 5.52 (R3/[(1, -1,1)] & R?)

ex-nucimg-b

Ta:R® = R?’com A = ( ): N(T4) é dadoporx+y =0,y +z =0, isto ¢,
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Exemplo 1.64 (Ntcleo e imagem do trago)
Requer: Definicao 1.58 (Ntcleo e imagem), Exemplo 1.43 (O trago é linear)

tr: M, x»(R) — R: aimagem é R (pois tr(AEj1) = A), e o nticleo sdo as matrizes de
traco nulo.

Usado em: Exemplo 2.97 (Dimensdo das matrizes de traco nulo), Exemplo 5.50 (Matrizes médulo as
de trago nulo)

ex-nucimg-c

Exemplo 1.65 (Deslocamentos nas sequéncias)

Requer: Proposi¢do 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0}), Nota 1.20 (R", matrizes e sequén-
cias como espagos de fungdes)

Deslocamentos nas sequéncias. Em F(IN, R), sejam

Sd(XQ,X],xz,. o ) = (O,xo,xl,. o .), SE(XO,XLJQ,. 0 ) = (xl,xg,xg,,. a )

S4 é injetora (N(S;) = {0}) e ndo sobrejetora (a imagem sdo as sequéncias com xp = 0).
Se € sobrejetora e ndo injetora (N (S, ) sdo as sequéncias nulas a partir do segundo termo).
ES.0S; =1d, enquanto S; 0 S, # Id.

MIXTII

Os dois deslocamentos. S, empurra tudo para a direita e poe um zero na frente (rosa): ndo perde informagdo, mas
nunca produz uma sequéncia com xg # 0. Se empurra para a esquerda e descarta xo: atinge tudo, mas perde infor-
magdo. Em dimensdo finita esses dois comportamentos ndo podem ocorrer separados (Coroldrio 2.93 (Em dimensoes
iguais, injetora equivale a sobrejetora)).

xo perdido

IIT]T

de

Veja também: Corolario 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora), Exemplo 1.50
(Derivada e integral: D o | = Id, mas J o D # Id)

ex-deslocamentos-nas-sequencias

Defini¢ido 1.66 (Isomorfismo)

Requer: Defini¢do 1.36 (Transformagao linear)

Um isomorfismo é uma transformacao linear bijetora. Se existe um isomorfismo
V — W, dizemos que V e W sdo isomorfos e escrevemos V = W.

Usado em: Corolario 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel), Corolario 2.95
(Isomorfos se e somente se tém a mesma dimensao), Exemplo 1.69 (P, (R) = R™ 1), Exemplo 1.70 (M, xn(R) =
R""), Nota 1.73 (O que quer dizer isomorfismo), Nota 5.20 (V = V* depende de escolha), Proposi¢do 5.53
(Todo complementar de S é isomorfo a V' /S), Proposigao 1.68 (Isomorfismo é uma relagdo de equivaléncia),
Proposigao 1.67 (A inversa de um isomorfismo ¢ linear), Proposigao 2.67 (As coordenadas dao um isomor-
fismo com R"), Proposicdo 4.24 (T é isomorfismo se e somente se det T # 0), Proposi¢do 7.3 (Matriz de uma
forma bilinear), Proposi¢éo 3.9 (L((,V),W) = My,«xn(R)), Proposi¢do 2.91 (Dimensdo do produto; soma
direta interna e externa), Proposi¢ao 5.16 (Propriedades da transposta), Teorema 5.23 (V e V** sdo isomorfos
sem escolha), Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/ N(T) = Im(T))

def-iso
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Proposicao 1.67 (A inversa de um isomorfismo é linear)
Requer: Definigdo 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 1.37 (Propriedades bésicas das transformagdes lineares)

Se T : V — W é um isomorfismo, a fungio inversa T~! : W — V é linear (e portanto
também é um isomorfismo).

Demonstracdo
Sejam wy,wy € We A € R, e ponha v; = T~ (w;). Pela linearidade de T,

T(’U] + )va) = w1 + Awy,

isto 6, T~1(wy + Awp) = v1 + Avy = T~ Hwy) + AT L (wy).
Usado em: Exemplo 1.71 (Os espacos com operagdes exéticas sdo isomorfos aos usuais), Proposi¢ao 1.68
(Isomorfismo é uma relacao de equivaléncia) (dem.)

prop-inv

Proposicdo 1.68 (Isomorfismo é uma relaciao de equivaléncia)

Requer: Defini¢do 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Proposicdo 1.49 (A composta de transformagdes lineares é linear), Proposicao 1.67
(A inversa de um isomorfismo é linear)

A composta de isomorfismos é isomorfismo, e = é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstracdo

A composta de lineares € linear (Proposicao 1.49 (A composta de transformacdes lineares é
linear)) e a de bije¢des é bijegdo. A reflexividade é a identidade; a simetria é a Proposicdo 1.67 (A
inversa de um isomorfismo é linear); a transitividade é a composta.

Usado em: Corolério 2.95 (Isomorfos se e somente se tém a mesma dimensao) (dem.)

prop-equiv

Exemplo 1.69 (P, (R) = R"*!)
Requer: Definicao 1.66 (Isomorfismo), Exemplo 1.15 (Polinémios), Exemplo 1.13 (O espago R")

Pn(R) =2 R" por ag + a1x + - - - + ayx™ — (ag, ..., an).
Usado em: Exemplo 1.72 (M2 (R) = P3(R))

ex-iso-a

Exemplo 1.70 (M, (R) = R™")
Requer: Definicdo 1.66 (Isomorfismo), Exemplo 1.14 (Matrizes m x n), Exemplo 1.13 (O espago IR")

Musn(R) 2 R™, listando as entradas linha a linha.
Usado em: Exemplo 1.72 (Mj.»(R) = P3(RR))

ex-iso-b
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Exemplo 1.71 (Os espagos com operagdes ex6ticas sao isomorfos aos usuais)

Requer: Proposigao 1.67 (A inversa de um isomorfismo é linear), Exemplo 1.27 (R? com a origem
deslocada), Exemplo 1.28 (Reais positivos com produto e poténcia)

Nos exemplos Exemplo 1.27 (R? com a origem deslocada) e Exemplo 1.28 (Reais
positivos com produto e poténcia): ¢(x,y) = (x — 1,y + 2) é um isomorfismo do R?
com as operacdes (6, ®) no R? usual; e log é um isomorfismo dos reais positivos com o
produto em IR com a soma. A inversa do segundo é a exponencial, e a Proposicao 1.67
(A inversa de um isomorfismo é linear) diz que ela é linear — isto é, que e*™? = ¢’ e
M — (ea))\_

Veja também: Motivagdo 1.35 (Bijecdes que transportam as operagdes)

ex-iso-c

Exemplo 1.72 (M7 ,>(R) = P3(RR))
Requer: Exemplo 1.69 (P, (R) = R"+1), Exemplo 1.70 (M, (R) = R™")

Myy2(R) = P3(R), compondo os isomorfismos do Exemplo 1.69 (P,(R) = R" 1) e
do Exemplo 1.70 (M, (R) = R™): R* estd no meio.
Veja também: Proposi¢do 1.68 (Isomorfismo é uma relacdo de equivaléncia)

ex-iso-d

Nota 1.73 (O que quer dizer isomorfismo)

Requer: Defini¢do 1.66 (Isomorfismo)

Isomorfismo quer dizer: o mesmo espago, com os vetores com outros nomes. Toda afir-
macao que sé use as operagdes — “estes vetores geram”, “este conjunto é fechado para
combinagdes” — é verdadeira num espago se e somente se é verdadeira no outro. Isso
ndo vale para afirmagdes que usem estrutura extra: “p tem uma raiz” faz sentido em
P3(R) e ndo em My, »(R).

A pergunta “quando dois espagos sdo isomorfos?” tem resposta em dimensao finita:
quando tém a mesma dimensao (Corolario 2.95 (Isomorfos se e somente se tém a mesma
dimensao)).

Veja também: Coroldrio 2.95 (Isomorfos se e somente se tém a mesma dimensao)

nota-iso
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Capitulo 2

Subespacos, geradores e bases

Subespacos: intersecao, soma e soma direta

Motivacdo 2.1 (O argumento que vira defini¢do)

Requer: Definicao 1.58 (Ntcleo e imagem), Nota 1.25 (Verificacdo dos axiomas num subconjunto de
F(X,R))

Para T : V — W linear, os conjuntos N(T) C V e Im(T) C W contém o vetor
nulo e sdo fechados por combinagdes lineares (Definicdo 1.58 (Ntcleo e imagem)). E
0 mesmo argumento apareceu duas vezes, na Nota 1.25 (Verificacdo dos axiomas num
subconjunto de F(X,R)) e na Proposi¢do 1.51 (L((,V), W) é um espago vetorial): os
axiomas sdo herdados do espago maior, e s6 é preciso verificar que as operagdes ndo
saem do subconjunto. Esse argumento vira defini¢do (Definicao 2.2 (Subespaco vetorial))
e critério (Proposicdo 2.3 (Critério de subespago)).

Veja também: Proposigao 1.51 (L((, V), W) é um espaco vetorial), Definigdo 2.2 (Subespago vetorial),
Proposicao 2.3 (Critério de subespago)

mot-subespaco

Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial)
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)

Um subconjunto S de um espaco vetorial V' é um subespaco vetorial de V se
(i 0es;
(i) y,veS=u+ves;
(iii) ve S,A € R = Av € S.

A condigdo (i) garante que S ndo é vazio, e é o teste mais rdpido de ndo-subespaco: se
0 ¢ S, acabou. Pode-se trocar (i) por “S # @”, mas € (i) que se verifica na prética.

Usado em: Definicao 2.17 (Subespaco gerado), Definicao 8.38 (Subespaco invariante), Definicdo 6.21
(Complemento ortogonal), Definigdo 5.39 (Classes médulo um subespaco; o conjunto V/S), Defini¢do 2.19
(Soma de subespacos), Exemplo 2.10 (Nao-subespago: falha a condicao (i)), Exemplo 2.11 (Nao-subespaco:
falha s6 a condicdo (ii)), Exemplo 2.12 (Nao-subespaco: falha sé a condicdo (iii)), Exemplo 2.4 (Subespacos
triviais), Exemplo 2.5 (Retas e planos pela origem), Exemplo 2.6 (Ntcleo e imagem sdo subespacos), Exem-
plo 2.8 (Cadeias de subespacos de polindmios e de fungdes), Exercicio 2.14 (Fechado por somas e diferengas
é subespago?), Proposicao 2.3 (Critério de subespaco), Proposicao 2.15 (A intersecdo de subespagos é sube-
spago), Proposi¢do 2.16 (Quando a unido de dois subespacos é subespago)

Veja também: Motivagédo 2.1 (O argumento que vira defini¢do)

def-sub
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Proposicao 2.3 (Critério de subespaco)
Requer: Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 1.7 (Produto por zero e por —1)

Se S é subespaco de V, entdo S, com a soma e o produto por escalar de V restritosa S,
é um espago vetorial. Além disso, as condigdes (ii) e (iii) juntas equivalem a: u + Av € S
para todosu,v € S, A € R.

Demonstracdo

Por (ii) e (iii), as operagdes de V restritas a S tém valores em S. Os axiomas (A1), (A2), (M1),
(M2), (D1), (D2) sdo igualdades que valem para todos os vetores de V, logo em particular para
os de S. (A3): o vetor nulo de V estd em S por (i). (A4): sev € S, entdo —v = (—1)v € S por (iii)
e pelo item (c) da Proposigdo 1.7 (Produto por zero e por —1).

Para a segunda afirmacao: se (ii) e (iii) valem, Av € S e entdo u + Av € S. Reciprocamente,
A =1da (ii) e u = 0 da (iii) (usando (i)).

Usado em: Exemplo 2.7 (Matrizes simétricas e antissimétricas), Proposi¢do 2.15 (A interse¢do de sube-
spacos é subespaco) (dem.)

prop-crit

Exemplo 2.4 (Subespacos triviais)
Requer: Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial)
{0} e V sdo subespacos de V (os triviais).

ex-sub-a

Exemplo 2.5 (Retas e planos pela origem)
Requer: Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial), Exemplo 1.13 (O espago R")

Em R?, as retas pela origem, {tv : t € R} com v # 0, sdo subespagos. Em R3, as retas
e os planos pela origem.
Usado em: Nota 2.13 (Subespacos e ndo-subespacos de R?)

ex-sub-b

Exemplo 2.6 (Ntcleo e imagem sdo subespacos)

Requer: Definicdo 2.2 (Subespacgo vetorial), Defini¢cdo 1.58 (Ntcleo e imagem), Exemplo 1.38 (Multi-
plicagdo por uma matriz)

N(T) e Im(T), para T linear, sdo subespagos (Defini¢do 1.58 (Nucleo e imagem)). Em
particular, o conjunto solugdo de um sistema homogéneo AX = 0 é o subespago N(T,)
de R".

Usado em: Exemplo 2.9 (Um conjunto dado por uma equacéo linear homogénea é um nticleo), Proposicao 8.2
(O autoespago é um subespaco; Vy = N(T))

ex-sub-c

Exemplo 2.7 (Matrizes simétricas e antissimétricas)
Requer: Proposicdo 2.3 (Critério de subespago), Exemplo 1.14 (Matrizes m x n)
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Sim = {A: A" = Ale A= {A: A" = —A} sdo subespacos de M,,»(R): (A +
AB)t = A! 4+ AB.

Usado em: Exemplo 2.77 (Dimensdo das matrizes simétricas e das antissimétricas), Exemplo 2.23
(Toda matriz é soma de uma simétrica e uma antissimétrica)

ex-sub-d

Exemplo 2.8 (Cadeias de subespacos de polindmios e de fungdes)

Requer: Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial), Exemplo 1.15 (Polindmios), Exemplo 1.21 (Fungdes de
classe CK)

Pu(R) € P(R); C*(R) c CK(R) c C°(R) c F(R,R).
Em cada inclusdo, o conjunto menor é subespaco do maior.

ex-sub-e

Exemplo 2.9 (Um conjunto dado por uma equacao linear homogénea é um ntcleo)

Requer: Exemplo 2.6 (Ntcleo e imagem sao subespagos), Exemplo 1.41 (A avaliacdo num ponto é
linear)

{p € Ps(R) : p(0) = 2p(1)} é subespago de P5(RR): é o nucleo da transformacado
linear p — p(0) — 2p(1) (Exemplo 2.6 (Ntcleo e imagem sdo subespagos)).
O truque é geral: um subconjunto definido por equagdes lineares homogéneas é um niicleo, e
portanto é subespago sem conta nenhuma.

ex-sub-f

Exemplo 2.10 (Nao-subespaco: falha a condicao (i)
Requer: Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial)

Cada uma das trés condi¢des da Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial) pode falhar soz-
inha.

Falha (i) apenas. {A € Mayy : detA # 0} ndo contém 0. (Também falha (ii): I +
(=I) = 0.) Um exemplo em que sé (i) falha: @.

Veja também: Nota 2.13 (Subespacos e nao-subespagos de R?)

ex-falha-i-apenas

Exemplo 2.11 (Nao-subespaco: falha sé a condicao (ii))
Requer: Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial)

Cada uma das trés condi¢des da Definicdo 2.2 (Subespago vetorial) pode falhar soz-
inha.

Falha (i) apenas. {(x,y,z) : x* = y?} contém 0 e é fechado por mdltiplos, mas
(1,1,0) + (1,—1,0) = (2,0,0) néo satisfaz x> = y?. E a unido de dois planos, x = y
ex = —y.

Veja também: Nota 2.13 (Subespacos e ndo-subespagos de R2)

ex-falha-ii-apenas
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Exemplo 2.12 (Nao-subespaco: falha sé a condicao (iii))
Requer: Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial)

Cada uma das trés condig¢des da Definicao 2.2 (Subespaco vetorial) pode falhar soz-
inha.

Falha (iii) apenas. {(x,y,z) : x € Z} contém 0 e é fechado por somas, mas 3(1,0,0)
ndo estd nele. Também {p € P5 : p(t) > 0 Vt}: contém 0, é fechado por somas, mas
—1 - p sai do conjunto quando p # 0.

Usado em: Exercicio 2.14 (Fechado por somas e diferencas é subespaco?) (dem.)

Veja também: Nota 2.13 (Subespacos e ndo-subespacos de R?)

ex-falha-iii-apenas

Nota 2.13 (Subespacos e nao-subespacos de R?)

Requer: Exemplo 2.5 (Retas e planos pela origem)

e1t+e ¢S
/ N A 0
1
7‘4 ‘
0¢S

végS

subespacos falha (i) falha (ii) falha (iii)

Em IR?, os subespagos néo triviais sdo exatamente as retas pela origem. Os outros trés
painéis sdo conjuntos que falham, cada um, numa das trés condi¢des da Definicdo 2.2
(Subespacgo vetorial): uma reta que ndo passa pela origem; a unido dos dois eixos, que
ndo é fechada pela soma; o primeiro quadrante, que é fechado pela soma mas nédo por
multiplos negativos. O terceiro painel é a unido de dois subespagos (Proposicao 2.16
(Quando a unido de dois subespagos é subespago)).

Veja também: Exemplo 2.10 (Ndo-subespaco: falha a condigdo (i)), Exemplo 2.11 (Ndo-subespaco:
falha s6 a condicdo (ii)), Exemplo 2.12 (Nao-subespago: falha s6 a condicao (iii)), Proposi¢do 2.16 (Quando
a unido de dois subespagos é subespago)

nota-subespacos-do-plano

Exercicio 2.14 (Fechado por somas e diferencas é subespaco?)
Requer: Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial)
A demonstracdo exige: Exemplo 2.12 (Ndo-subespaco: falha s6 a condigdo (iii))

Verdadeiro ou falso? Se A C V é ndo vazioe u +v, u —v € A para todos u,v € A,
entdo A é subespago.

Resolucdo

Falso. Em V = IR, o conjunto A = Z dos inteiros satisfaz as hip6teses e nao é fechado por
multiplos. A hipétese garante (i) e (ii), e nada diz sobre (iii) — é o Exemplo 2.12 (Nao-subespago:
falha s6 a condigao (iii)), em dimensdo um.

exerc-fechado-por-somas-e-diferencas
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Proposicao 2.15 (A intersec¢iao de subespacos é subespaco)
Requer: Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial)

A demonstracdo exige: Proposicdo 2.3 (Critério de subespaco)

A interse¢do de uma familia qualquer de subespagos de V' é um subespago de V.

Demonstracdo

Sejam S;, i € I, subespagos, e S = [; S;. O vetor nulo estd em todos, logoem S. Se u,v € Se
A € R, entdo u,v € S; para todo i, logo u + Av € S; para todo i, isto é, u + Av € S.

prop-interseccao-de-subespacos

Proposicdo 2.16 (Quando a unido de dois subespacos é subespaco)
Requer: Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial)

Sejam S1, S; subespagos de V. Entdo S; U Sy é subespaco se e somente se S; C S; ou
Sy C 5.
A demonstragdo é o terceiro painel da Nota 2.13 (Subespagos e ndo-subespacos de IR?)
em geral: e; estd num eixo e ndo no outro, e; idem, e e; + e, ndo estd em nenhum; s; é
0 e1, 52 € 0 6. A pergunta que fica: se a unido ndo serve, qual é o menor subespago que
contém S; e S,? E a soma (Proposigao 2.20 (S; + Sz é o menor subespago que contém
S1USy)).

Demonstracdo

Se 51 C Sy, a unido é Sy; e analogamente no outro caso. Reciprocamente, suponha que
nenhum contenha o outro: existem s; € 51\ Sp e s € Sp \ S1. Afirmamos que s; +s ¢ 51U Ss.
Se estivesse em S1, entdo s; = (s1 +s2) —s1 € Sp, contra a escolha de sp. Se estivesse em Sy,
entdo s; = (s; +s2) — Sy € Sy, contra a escolha de s1. Logo a unido ndo é fechada pela soma.

Usado em: Nota 3.42 (Um zoolégico de contra-exemplos)

Veja também: Nota 2.13 (Subespagos e ndo-subespagos de R2), Proposi¢ao 2.20 (S; + S, é o menor
subespaco que contém S; U Sp)

prop-uniao

Definigao 2.17 (Subespaco gerado)
Requer: Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial), Defini¢do 1.29 (Combinacao linear)

Seja A C V nédo vazio. O subespaco gerado por A é o conjunto das combinagdes
lineares de elementos de A:

[A] = {mv1+ -+ avr: k>1, v; € A, a; € R}.

Convenciona-se [@] = {0}. Se A = {vy,..., v}, escrevemos [vy, ..., vg].

Usado em: Defini¢do 2.37 (Conjunto gerador), Exemplo 2.21 (Soma de duas retas), Lema 2.42 (Um
vetor que é combinagdo dos demais pode ser retirado), Proposicdo 2.46 (Uma lista ¢ LD quando algum
vetor é combinagdo dos demais), Proposi¢do 2.18 ([A] é o menor subespago que contém A), Proposi¢éo 3.27
(Operagoes elementares nao alteram o conjunto solugao), Proposicao 2.20 (S; + Sp é o menor subespago que
contém S1 U Sp), Teorema 6.17 (Gram—Schmidt)

def-gerado
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Proposicdo 2.18 (|A] é o menor subespaco que contém A)
Requer: Definicao 2.17 (Subespaco gerado)

[A] é um subespaco de V que contém A, e estd contido em qualquer subespago que
contenha A. Isto é: [A] é o menor subespago de V que contém A.

Demonstracdo

Subespago: 0 = 0 - v para qualquer v € A; a soma de duas combinacdes lineares de elementos
de A é uma combinagdo linear de elementos de A (junte as duas listas), e um multiplo também.
Contém A: v = 1-v. E 0 menor: se S é subespago e A C S, entao, aplicando repetidamente (ii) e
(iii), toda combinacéo linear de elementos de A estd em S.

Usado em: Proposicdo 2.20 (S + Sy é o menor subespago que contém S U Sy) (dem.)

prop-menor

Definicdo 2.19 (Soma de subespacos)
Requer: Definicao 2.2 (Subespaco vetorial)

Sejam S1, Sp subespacos de V. A somade S;e S; é
5145, = {Sl +5y: 8 €854, 5 € Sz}.

Usado em: Corolario 5.54 (Segundo teorema do isomorfismo), Definicdo 2.24 (Soma direta), Exem-
plo 8.41 (Intersecdo e soma de invariantes sdo invariantes), Exemplo 2.21 (Soma de duas retas), Exem-
plo 2.22 (Soma de dois planos de IR®: a decomposigdo ndo é tnica), Exemplo 2.23 (Toda matriz é soma de
uma simétrica e uma antissimétrica), Proposi¢ao 5.30 (O anulador troca soma e interse¢ao), Proposigao 2.20
(S1 + Sz é o menor subespago que contém S; U Sy), Teorema 2.85 (Dimensao da soma de dois subespagos)

def-soma

Proposicdo 2.20 (S; + S, é o menor subespaco que contém S; U Sy)
Requer: Defini¢do 2.19 (Soma de subespagos), Defini¢do 2.17 (Subespaco gerado)

A demonstracdo exige: Proposigdo 2.18 ([A] é o menor subespago que contém A)

S1 + S é 0o menor subespaco de V que contém S1 U Sp; isto é, S; + S» = [S1 U Sp]. Em
particular, se S; = [A1] e S, = [Az], entdo S1 + Sy = [A1 U A3].

Demonstracdo

Subespago: 0 = 0+ 0; e (s; +s2) + Aty + £2) = (51 + Aty) + (s2 + Atp). Contém Sy U Sp:
s1 = s1+0esy = 0+ sp. E 0 menor: um subespago que contenha S; e Sy contém as somas s; + s,
por (ii). A ultima afirmacdo: [A; U Ap] contém A; e Ay, logo contém S; e Sp (Proposicao 2.18
([A] é o menor subespaco que contém A)), logo contém S; + Sp; e S1 + Sy é subespago e contém
A1 U Ay, logo contém [A7 U Aj].

prop-soma

Exemplo 2.21 (Soma de duas retas)
Requer: Defini¢do 2.19 (Soma de subespacos), Defini¢ao 2.17 (Subespaco gerado)

Em RR?, [e1] + [e2] é 0 plano z = 0. Em IR?, a soma de duas retas distintas pela origem
é R2.
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S1+ Sz (o plano z = 0)

S] = [L’]}

A soma de duas retas de R3 é o plano que elas determinam. Cada vetor do plano é a diagonal de um paralelogramo
com lados nas duas retas. A unido das retas, ao contririo, é s6 a “cruz” colorida.

ex-somas-a

Exemplo 2.22 (Soma de dois planos de IR3: a decomposicio nio é tinica)
Requer: Defini¢do 2.19 (Soma de subespagos)

Em R3, o plano z = 0 somado com o plano x =0 é R3: (a,b,c) = (a,b,0) + (0,0,¢).
Mas a interse¢do deles é o eixo y, e a escrita ndo é unica: (a,b,¢) = (a,b —t,0) + (0,¢,¢)
para todo t.
A soma dé tudo, mas a decomposi¢do ndo é tnica. A liberdade vem da intersegdo: é a
Proposigdo 2.25 (Caracterizagdes da soma direta).

Usado em: Exemplo 2.31 (Uma soma que ndo é direta)

Veja também: Proposigao 2.25 (Caracterizagdes da soma direta)

ex-somas-b

Exemplo 2.23 (Toda matriz é soma de uma simétrica e uma antissimétrica)

Requer: Definicao 2.19 (Soma de subespacos), Exemplo 2.7 (Matrizes simétricas e antissimétricas)

Em M,;»»(R), Sim +.A é o espago todo:
A=L(A+AY+1A-AY,

com a primeira parcela simétrica e a segunda antissimétrica.
Usado em: Exemplo 2.28 (M5, (R) = Sim ©.A)

eX-somas-¢

Definig¢do 2.24 (Soma direta)
Requer: Defini¢do 2.19 (Soma de subespagos)

Dizemos que V é soma direta dos subespagos S e Sy, e escrevemos V. = S; @ Sy,
quando
V=545 e SlﬂSZZ{O}.

Nesse caso, S; é um complementar de S; em V (e vice-versa).

Usado em: Coroldrio 2.83 (Todo subespaco tem complementar), Corolario 2.86 (A soma é direta quando
as dimensodes se somam), Exemplo 2.27 (R2 é soma direta de duas retas distintas), Exemplo 2.28 (M x»n(R) =
Sim @.A), Exemplo 2.29 (Fungdes pares e impares), Exemplo 2.31 (Uma soma que néo é direta), Proposicao 5.53
(Todo complementar de S é isomorfo a V' /S), Proposicao 2.25 (Caracterizagdes da soma direta), Proposi¢ao 2.91
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(Dimensado do produto; soma direta interna e externa), Teorema 8.23 (Critério de diagonalizagdo), Teo-
rema 622 (V = S @ S+)

def-direta

Proposicao 2.25 (Caracterizacoes da soma direta)
Requer: Definigdo 2.24 (Soma direta)

Sejam Sy, Sy subespagos de V. Sio equivalentes:
(@) V=51&5y
(b) todo v € V se escreve de uma Unica maneira como v = S1 + Sy, com s1 € Sy e sy € Sy;

() V=51+S3 es1+sy=0coms; € S;implicasy = s, =0.

R? = Sy @ S, com duas retas quaisquer (ndo necessariamente perpendiculares). Por v tragam-se paralelas as
duas retas; os cortes dio sy e sp, e s6 hd uma maneira de fazé-lo. As componentes 1t1(v) e 1 (v) dependem das duas
retas: mudando Sy, muda também 711 (v).

Demonstracdo

(a)=(b). A existéncia é V = S; + Sp. Se s1 + s, = t1 + tp, entdo
$1 —t =t — so.

O lado esquerdo estd em S; e o direito em Sy; logo os dois estdo em S1 NS, = {0}, e sy = £,
Sy = to.

(b)=(c). 0 = 0+ 0 é uma decomposigdo de 0; pela unicidade, é a tinica.

(c)=(a). Sev € S;N Sy, entdo v+ (—v) =0comv € Sy e —v € Sy; por (c), v = 0.

Usado em: Nota 2.32 (Soma direta de trés ou mais subespacos), Nota 2.26 (Basta testar a unicidade
no zero), Proposigdo 2.33 (As projecdes de uma soma direta), Proposi¢do 2.91 (Dimensado do produto; soma
direta interna e externa) (dem.)

prop-direta

Nota 2.26 (Basta testar a unicidade no zero)

Requer: Proposigdo 2.25 (Caracteriza¢des da soma direta), Proposigao 1.60 (T é injetora se e somente
se N(T) = {0})

A forma (c) da Proposigao 2.25 (Caracteriza¢des da soma direta) é a que se generaliza
e a que se usa nas demonstragdes: basta testar a unicidade na decomposicio do zero. Ha uma
analogia com a Proposicdo 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0}): T injetora
<= N(T) = {0} também reduz uma unicidade qualquer a unicidade no zero. Nao é
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coincidéncia: (c) diz que a transformagcéo linear (s1,sp) — s1 + sp tem ntcleo nulo. Esse
ponto de vista usa o produto cartesiano (Defini¢do 2.90 (Produto cartesiano de espagos
vetoriais)).

Veja também: Defini¢do 2.90 (Produto cartesiano de espacos vetoriais)

nota-unicidade-no-zero

Exemplo 2.27 (R? é soma direta de duas retas distintas)
Requer: Defini¢ao 2.24 (Soma direta)

R? = S; & S, para quaisquer duas retas distintas pela origem.

Veja também: Nota 2.34 (Decomposi¢ao do plano em duas retas obliquas)

ex-diretas-a

Exemplo 2.28 (M, (R) = Sim ©.A)

Requer: Definicao 2.24 (Soma direta), Exemplo 2.23 (Toda matriz é soma de uma simétrica e uma
antissimétrica)

Muxn(R) = Sim®.A. A soma da tudo (Exemplo 2.23 (Toda matriz é soma de uma
simétrica e uma antissimétrica)); e se A € SimN.A, entdo A = A = — A, donde A = 0.
Por exemplo:

2 1 -1 2 1 -1 0 0 —3

1 1 -1)=(1 1 —-3|+{0o o 1
1 3 1 1

0 -2 3 -3 -3 3 I -3 0

Usado em: Exemplo 6.24 (Matrizes simétricas e antissimétricas sdo ortogonais), Exemplo 2.35 (A pro-
jecdo sobre as matrizes simétricas), Exemplo 2.88 (As dimensoes confirmam M, (R) = Sim ®.A), Ex-
emplo 8.19 (Os autoespagos da transposicdo), Nota 2.30 (Simétrica e antissimétrica, par e impar: a mesma
conta), Proposicdo 7.4 (Formas simétricas e alternadas) (dem.)

ex-diretas-b

Exemplo 2.29 (Funcdes pares e impares)

Requer: Definicao 2.24 (Soma direta), Exemplo 1.19 (Func¢des de um conjunto em RR)

F(R,R) =P & Z, as fungdes pares e as impares:
f) = 3(f(x) + f(=x)) + 3 (f(x) = f(-x)),

par impar

e uma fungdo par e impar satisfaz f(x) = f(—x) = —f(x), logo é nula. Para f = ¢*, a
decomposicdo é e* = cosh x + senh x.
Usado em: Nota 2.30 (Simétrica e antissimétrica, par e impar: a mesma conta)

ex-diretas-c

Nota 2.30 (Simétrica e antissimétrica, par e impar: a mesma conta)
Requer: Exemplo 2.28 (M« (R) = Sim ¢.4), Exemplo 2.29 (Fungdes pares e impares)

O Exemplo 2.28 (M, (R) = Sim &.4) e 0 Exemplo 2.29 (Fung¢des pares e impares)
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sd0 a mesma conta: “parte simétrica e antissimétrica” e “parte par e impar” sdo a média
de um vetor com a sua imagem por uma operagao que, feita duas vezes, da a identidade
(A — Al f(x) — f(—x)). Os dois subespacos de cada decomposicdo sdo os autoes-
pagos de autovalores +1 e —1 dessas operagdes (Definicao 8.1 (Autovalor, autovetor e
autoespaco)).

Veja também: Definicdo 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago)

nota-media-com-uma-involucao

Exemplo 2.31 (Uma soma que nao é direta)

Requer: Defini¢do 2.24 (Soma direta), Exemplo 2.22 (Soma de dois planos de R3: a decomposi¢do ndo
é tnica)

Nao-exemplo. R® com o plano z = 0 e o plano x = 0: a soma é IR®> mas ndo é direta
(Exemplo 2.22 (Soma de dois planos de R3: a decomposicdo ndo é tnica)).

ex-soma-nao-direta

Nota 2.32 (Soma direta de trés ou mais subespacos)

Requer: Proposigao 2.25 (Caracterizagdes da soma direta)

Com trés ou mais subespagos, interse¢des duas a duas nulas ndo bastam. Em R?, tome trés
retas distintas Sq, S;, S3 pela origem. Elas se intersectam duas a duas s6 em 0, mas a
decomposicdo de um vetor como s; + s 4 53 ndo € tnica: 0 zero se escreve cOMoO soma
de trés vetores nao nulos, um em cada reta. A defini¢do corretade V =5, @ --- @ S5 é
a versdo (b) (ou (c)) da Proposicdo 2.25 (Caracteriza¢des da soma direta): unicidade da
decomposicao.

O mesmo desenho refuta a igualdade S N (S2 + S3) = (S1 N S2) + (S1 N S3), a “lei
distributiva” entre N e +: o lado esquerdo é S; NIR? = Sy, e o direito é {0} + {0} = {0}.

53 SQ_
5 81 +52+53 =0,
. 5, com s; # 0;
< SiNS; = {0} parai # j,

e a soma ndo é direta.

Trés retas no plano. Duas a duas, as intersecdes sdo nulas; mas os trés vetores coloridos somam zero, e entio o
zero tem duas decomposicdes. A definicio de soma direta de muitos subespagos tem de ser a da unicidade.
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53 S»

S1+52+s3=0,
com s; # 0;

SiNS; = {0} parai # j,
e a soma nao é direta.

51 S1

Trés retas no plano. Duas a duas, as intersecdes sio nulas; mas os trés vetores coloridos somam zero, e entio o
zero tem duas decomposicoes. A definicio de soma direta de muitos subespagos tem de ser a da unicidade.

Usado em: Coroldrio 8.16 (No mdximo n autovalores; a soma dos autoespagos é direta) (dem.)

nota-tres

Proposicao 2.33 (As projecdes de uma soma direta)

Requer: Proposigdo 2.25 (Caracterizagdes da soma direta), Definicdo 1.58 (Ntcleo e imagem)

Seja V.= S1 @ Sy e, para v = sy + sy (a vinica decomposigio), ponha 1t1(v) = s1 e M (v) =
S». Entdo:

(a) 711 e 7o sdo lineares, e 111 + 11, = 1d;

(b) miom = m, Im(m) = S1 e N(711) = Sy (e 0 mesmo para 11, trocando os papéis).

Demonstracdo

(a) Sejam v = s1 + sy e w = t1 + t,. Entdo
v+ Aw = (51 + Afy) + (s2 + Alp),

com a primeira parcela em S; e a segunda em S,. Pela unicidade, essa é a decomposigdo de
v+ Aw, e portanto 111 (v + Aw) = s1 + Aty = my(v) + Ay (w). E m11(v) + m2(v) =51+ 55 = 0.

(b) Se s € Sy, sua decomposigdo é s = s + 0, logo m1(s) = s. Como m1(v) € S, isso da
1 (1 (v)) = m1(v), e também Im(7r1) = S;. Finalmente, 711(v) =0 <= v=0+s; <= v €
Sy.

Usado em: Definigdo 6.26 (Projecdo ortogonal), Exemplo 8.5 (Projegdo: autovalores 1 e 0), Exem-
plo 2.35 (A projegao sobre as matrizes simétricas), Nota 2.34 (Decomposicdo do plano em duas retas obliquas),
Proposigao 2.36 (Operadores idempotentes sdao projegdes), Proposicao 8.45 (Somas diretas invariantes e pro-
jecdes), Proposicdo 5.53 (Todo complementar de S é isomorfo a V/S) (dem.)

Veja também: Nota 2.34 (Decomposicao do plano em duas retas obliquas)

prop-proj

Nota 2.34 (Decomposicao do plano em duas retas obliquas)

Requer: Proposigao 2.33 (As projecdes de uma soma direta)
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Sy = Tip (T

R? = Sy @ Sy com duas retas quaisquer (ndo necessariamente perpendiculares). Por v tragam-se paralelas as
duas retas; os cortes diio sy e s, e s6 hd uma maneira de fazé-lo. As componentes 1t1(v) e 1, (v) dependem das duas
retas: mudando Sy, muda também 711 (v).

A projecdo 7 é “andar paralelamente a S, até bater em S;1”. As retas sdo obliquas de
proposito: decompor ndo é “projetar perpendicularmente”; isso s6 faz sentido com um
produto interno (Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)). Como a com-
ponente em S; muda quando se muda S;, um subespago tem muitos complementares
(Corolario 2.83 (Todo subespago tem complementar)).

Veja também: Exemplo 2.27 (R? é soma direta de duas retas distintas), Definigao 6.2 (Produto interno,
norma e ortogonalidade), Coroldrio 2.83 (Todo subespaco tem complementar)

nota-decomposicao-em-duas-retas

Exemplo 2.35 (A projecdo sobre as matrizes simétricas)
Requer: Proposigdo 2.33 (As proje¢des de uma soma direta), Exemplo 2.28 (M, <, (R) = Sim @.4)

Para M,,»(R) = Sim @4, a projegdo sobre Sim é T(A) = 3(A+ A"). A Proposicao 2.33
(As projecdes de uma soma direta) dd, sem conta, Im(T) = Sim, N(T) = Ae T?> = T.
Usado em: Exemplo 7.28 (A sequéncia exata das matrizes simétricas e antissimétricas)

ex-simetriz

Proposicao 2.36 (Operadores idempotentes sdo projecoes)

Requer: Proposigao 2.33 (As projecdes de uma soma direta)

SeT:V — Vélineare T> = T, entdo V = N(T) ® Im(T) e T é a projeciio sobre Im(T)
ao longo de N(T).
E a reciproca da Proposigio 2.33 (As projegdes de uma soma direta). Decomposicdes em
soma direta e operadores idempotentes sdo, portanto, a mesma coisa.

Demonstracdo

A decomposicdo é
v= T(v) +(v—T(v)),
N~

\H’_J
€ Im(T) eN(T)
e N(T) NIm(T) = {0}: sev = T(u) e T(v) = 0, entdao 0 = T(v) = T?>(u) = T(u) = v. O truque
v = T(v) + (v — T(v)) reaparece muitas vezes no curso.
Usado em: Exercicio 8.67 (Todo operador idempotente é diagonalizdvel?) (dem.)
prop-idempotente
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Geradores, dependéncia linear, minimalidade e maximalidade

Definicao 2.37 (Conjunto gerador)
Requer: Definicao 2.17 (Subespaco gerado)

Dizemos que vy, ..., € V geram V (ou que formam um conjunto gerador de V) se
[01,...,0¢] =V, isto é, se todo vetor de V é combinagéo linear dos v;. Se V admite um
conjunto gerador finito, dizemos que V é finitamente gerado.

Usado em: Definicdo 2.64 (Base), Defini¢do 2.56 (Gerador minimal e LI maximal), Exemplo 2.38 (e, . .., en
geram R"), Exemplo 2.39 (Geradores de P, (R) e de M, < (R)), Exemplo 2.40 (Trés vetores que geram R?,
com um sobrando), Exemplo 2.41 (P (IR) ndo é finitamente gerado), Lema 2.53 (Lema da troca), Proposicdo 3.21
(AX = b tem solu¢do quando b estd na imagem de T4), Proposigdo 2.45 (LI equivale a escrita tinica)

Veja também: Proposigdo 1.52 (Uma transformacdo linear fica determinada num conjunto gerador)

def-ger

Exemplo 2.38 (ey, . . ., e, geram R")
Requer: Definicao 2.37 (Conjunto gerador), Exemplo 1.13 (O espago R")

e1,...,ep geram R™: (xq,...,%,) = Y; xje;.
Usado em: Exemplo 2.69 (A base candnica de R")

ex-ger-a

Exemplo 2.39 (Geradores de P, (R) e de M, (R))

Requer: Definic¢do 2.37 (Conjunto gerador), Exemplo 1.15 (Polindmios), Exemplo 1.14 (Matrizes m X n)

1,x,...,x" geram P,(IR); as matrizes E;; geram M, (R).
Usado em: Exemplo 2.70 (A base (1,x,...,x") de P,(R)), Exemplo 2.71 (A base das matrizes ele-
mentares)

ex-ger-b

Exemplo 2.40 (Trés vetores que geram IR?, com um sobrando)
Requer: Definicdo 2.37 (Conjunto gerador)

(1,1),(1,-1),(2,5) geram IR> — e o terceiro vetor sobra: os dois primeiros j4 geram.
De fato, (2,5) = Z(1,1) — 3(1, —1). O Lema 2.42 (Um vetor que é combinacao dos demais
pode ser retirado) diz que o terceiro vetor pode ser retirado sem perda.

Veja também: Lema 2.42 (Um vetor que é combinacdo dos demais pode ser retirado)

ex-ger-c

Exemplo 2.41 (P(R) nio é finitamente gerado)
Requer: Definicao 2.37 (Conjunto gerador), Exemplo 1.15 (Polinémios)

P(R) néo é finitamente gerado: se p1, ..., Pm O gerassem, todo polindmio teria grau
< max; deg p;, e x'*Maxde8 i 3o teria.

ex-ger-d
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Lema 2.42 (Um vetor que é combinacdo dos demais pode ser retirado)
Requer: Definicao 2.17 (Subespaco gerado)

Seu € [v1,...,v, entdo [v1,..., v, u] = [v1,...,0¢]. Em palavras: acrescentar ou
retirar de uma lista um vetor que é combinacéo linear dos demais ndo muda o subespago
gerado.

Demonstracdo

A inclusdo D é clara. Para C: se u = }; b;v;, entdo
o1+ - - -+ agvg + cu = (ay +cby)vg + - - - + (ag + cby) v

Usado em: Motivagao 2.43 (Relagdes lineares e vetores que sobram), Lema 2.53 (Lema da troca) (dem.),
Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma base) (dem.), Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador
LI e LI maximal sdo o mesmo) (dem.)

lem-sobra

Motivacao 2.43 (Relagbes lineares e vetores que sobram)

Requer: Exemplo 1.57 (Valores incompativeis: ndo existe), Lema 2.42 (Um vetor que é combinagdo dos
demais pode ser retirado)

No Exemplo 1.57 (Valores incompativeis: ndo existe) ndo existia T linear com T(1,1) =
(1,0) e T(2,2) = (0,1) porque havia uma relagio linear entre os vetores de partida,
(2,2) = 2(1,1). E o Lema 2.42 (Um vetor que é combina¢do dos demais pode ser re-
tirado) diz que um vetor que é combinagdo linear dos demais pode ser retirado de uma
lista sem mudar o subespaco gerado. Fica a pergunta: como saber, olhando uma lista, se
algum vetor sobra? As rela¢Oes lineares viram objeto de estudo (Definicao 2.44 (Inde-
pendéncia e dependéncia linear)).

Veja também: Definicao 2.44 (Independéncia e dependéncia linear)

mot-independencia-linear

Definicao 2.44 (Independéncia e dependéncia linear)

Requer: Definicdo 1.29 (Combinacéo linear)

Uma lista vy, . . ., vk de vetores de V é linearmente independente (LI) se a tinica com-
binagdo linear nula deles é a trivial:

a1+ +qu =0 — a3=---=a=0.

Caso contrdrio, a lista é linearmente dependente (LD): existe uma combinag¢do nula com
algum coeficiente ndo nulo. A lista vazia é, por convencgao, LI.

Nao se trata de ver que a combinagéo trivial é nula (ela sempre €), e sim que sd ela é.
Como na Nota 2.26 (Basta testar a unicidade no zero), é um enunciado de unicidade no
zero: a Proposigao 2.45 (LI equivale a escrita tinica) torna isso explicito.

Usado em: Definicdo 2.64 (Base), Defini¢do 2.56 (Gerador minimal e LI maximal), Exemplo 2.51 (Em
R", testar independéncia é resolver um sistema homogéneo), Exemplo 2.59 (1,cost,sent sdao LI), Exem-
plo 2.60 (et, €2 sao LI), Exemplo 2.61 (1,cos? t,sen? t sdo LD), Exemplo 2.48 (eq,...,e, sao LI em R"), Ex-
emplo 249 (1,x,...,x" sdo LI em P,(R)), Exemplo 2.50 (Uma lista “triangular” de polindémios é LI),
Exercicio 3.44 (Vetores dois a dois LI formam uma lista LI?), Lema 2.53 (Lema da troca), Proposicdo 7.9
(Propriedades das formas alternadas), Proposicao 6.32 (Determinante de Gram), Proposi¢ao 2.46 (Uma
lista é LD quando algum vetor é combinacdo dos demais), Proposicdo 2.45 (LI equivale a escrita tinica),
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Proposicdo 6.14 (Vetores ortogonais ndo nulos sdo LI), Proposicdo 4.3 (Propriedades das formas n-lineares
alternadas), Teorema 6.9 (Desigualdade de Cauchy—Schwarz), Teorema 6.17 (Gram-Schmidt), Teorema 4.11
(det A # 0 equivale a A invertivel), Teorema 8.15 (Autovetores de autovalores distintos sdo LI)

Veja também: Motivacdo 2.43 (Relagdes lineares e vetores que sobram), Nota 2.26 (Basta testar a uni-
cidade no zero), Proposicado 2.45 (LI equivale a escrita tnica)

def-1i

Proposicdo 2.45 (LI equivale a escrita tinica)

Requer: Definicdo 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Defini¢do 2.37 (Conjunto gerador), Defini¢do 1.36
(Transformacéo linear)

A demonstracdo exige: Proposicdo 1.53 (Transformacao linear com valores dadosemey, . . ., e;;), Proposi¢ao 1.60
(T é injetora se e somente se N(T) = {0})

A lista vq,...,v é LI se e somente se todo vetor de [vy,..., v se escreve de uma iinica
maneira como combinagdo linear dos v;. Equivalentemente: a transformagdo linear

T:RF> v, T(ay,...,ax) = a101 + - - + a0

é injetora. (Ela é sobrejetora se e somente se 0s v; geram V')

Demonstracdo

T é linear (é a transformacdo da Proposi¢do 1.53 (Transformacdo linear com valores da-
dos em ey,...,e,)), e a lista é LI exatamente quando N(T) = {0}, isto é, quando T é injetora
(Proposigao 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0})). A imagem de T é [vy, ..., vg].

prop-li-equivale-escrita-unica

Proposicao 2.46 (Uma lista é LD quando algum vetor é combinacdo dos demais)
Requer: Defini¢do 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Defini¢do 2.17 (Subespago gerado)

Sejak > 2.
(@) v1,..., 0k sdo LD se e somente se algum v; é combinagdo linear dos demais.
(b) Sewvq,...,vxsdoLlevy,..., vk usio LD, entdou € [vq,. ..,V

O item (b) é o que vai ser usado, e vale dizer por qué com uma frase: se a lista era LI
e deixou de ser quando u entrou, a culpa é de u. Esse raciocinio aparece no Teorema 2.79
(Teorema do completamento) e na demonstracdo de que LI maximal gera (Teorema 2.57
(Gerador minimal, gerador LI e LI maximal sdo o mesmo)).

Demonstracdo

(a) Se Y;a;v; = 0 com a; # 0, isolamos v; = — Yizj Z—;vi. Reciprocamente, se vj = };; b;v;,
entdo ) ;. bijv; —1-v; = 0 é uma combinagéo nula com o coeficiente —1 # 0.

(b) Existe }_; a;v; + cu = 0 com coeficientes ndo todos nulos. Se fosse ¢ = 0, sobraria }_; a;v; =
0 com algum 4; # 0, contra a independéncia dos v;. Logoc #O0eu = —Y; %vi.

Usado em: Nota 2.47 (Independéncia linear em casos pequenos), Proposigao 4.3 (Propriedades das

formas n-lineares alternadas) (dem.), Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma base) (dem.), Teo-
rema 2.57 (Gerador minimal, gerador LI e LI maximal sdo o mesmo) (dem.)
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Veja também: Teorema 2.79 (Teorema do completamento), Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador
LI e LI maximal sdo 0 mesmo)

prop-1d

Nota 2.47 (Independéncia linear em casos pequenos)

Requer: Proposi¢do 2.46 (Uma lista é LD quando algum vetor é combinagdo dos demais), Corolério 1.8
(Se Av =0,entdo A = 0ouv = 0)

Casos pequenos. Um vetor sozinho é LI se e somente se é ndo nulo (pelo Corolério 1.8
(Se Av = 0,entao A = 0ouv = 0), Av = 0 com A # 0 forca v = 0). Dois vetores sdo
LD se e somente se um ¢ multiplo do outro. Trés vetores de R® sdo LD se e somente se
estdo num mesmo plano pela origem. Toda lista que contenha o vetor nulo, ou um vetor
repetido, é LD.

U3
U1 9 U1
LD: v3 € [v1,v2] LL v3 ¢ [01,02]

Trés vetores de R3, com vy, vy LI A esquerda v3 estd no plano [vy,v;], e a lista é LD. A direita v3 sai do plano, e
a lista é LI. A Proposicio 2.46 (Uma lista é LD quando algum vetor é combinagio dos demais)(b) é esta figura: a iinica
maneira de estragar a independéncia acrescentando um vetor é acrescentd-lo dentro do subespago jd gerado.

nota-geom

Exemplo 2.48 (ey, ..., e, sao LI em R")
Requer: Definicdo 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Exemplo 1.13 (O espago R")

e1,...,epsdo Llem R™: Y a;e; = (ay,...,a,).
Usado em: Exemplo 2.69 (A base candnica de IR")

ex-li-a

Exemplo 2.49 (1, x,...,x" sdo LI em P,(R))

Requer: Definicao 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Exemplo 1.15 (Polindmios)

1,x,...,x" sdo LI em P, (R): um polindmio é nulo exatamente quando todos os coe-
ficientes o sdo.
Usado em: Exemplo 2.70 (A base (1,x,...,x") de P,(R))

ex-1li-b

Exemplo 2.50 (Uma lista “triangular” de polindmios é LI)

Requer: Definicao 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Exemplo 1.15 (Polindmios)

1, 1+x, 14+ x+ x? sdo LI em P,(R). De a + b(1 + x) + c(1 + x + x?) = 0 vem, ol-
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hando o coeficiente de x%, ¢ = 0; depoisode x, b = 0; depois a = 0. A lista é “triangular”,
e se resolve de trds para diante.

ex-li-c

Exemplo 2.51 (Em R", testar independéncia é resolver um sistema homogéneo)
Requer: Definicao 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Exemplo 1.13 (O espaco R")

Em R", testar independéncia é resolver um sistema homogéneo. Sejam vy = (1,2,3), vy =
(2,1,-2), v3 = (3,1,1), va = (4,—1,-2). A equagdo xv; + yvp + zv3 + woy = 0§,
coordenada a coordenada,

X+2y+3z+4w =0
2x+y+z—w=20
3x -2y +z—2w

0,

isto é, o sistema cujas colunas sdo os vetores. Ele tem a soluc¢do néo trivial (x,y,z, w) =
(11,1, —15,8), e portanto
11v1 + v — 15035 + 8vy = 0.

Havia chance de o sistema s6 ter a solugdo nula? Sao 3 equagdes e 4 incognitas. Com
mais incégnitas do que equagdes, sempre hd solugdo ndo trivial (Lema 2.52 (Sistema
homogéneo com mais incégnitas do que equagdes)) — e isso é o lema da troca (Lema 2.53
(Lema da troca)).

Veja também: Lema 2.52 (Sistema homogéneo com mais incégnitas do que equagdes), Lema 2.53
(Lema da troca)

ex-em-testar-independencia-e-resolver-um-sistema

Lema 2.52 (Sistema homogéneo com mais incégnitas do que equacdes)

Um sistema linear homogéneo com m equagdes e k > m incégnitas tem solucdo nao
trivial.
A demonstragdo é o escalonamento (Teorema 3.30 (Toda matriz tem uma forma escada
reduzida)) em miniatura.

Demonstracdo

Inducao em m. Considere o sistema
apx1 +apxy + - - +agxe =0, i=1,...,m.

Se todos os coeficientes a;; de x1 sdo nulos, x = (1,0,...,0) é solugdo ndo trivial. Sendo, reor-
denando as equacdes, 417 # 0. Para i > 2, subtraia da equagdo i a primeira multiplicada por
a;1/a11: obtém-se m — 1 equagdes em que xq ndo aparece, nas k — 1 incégnitas xy, . . ., X.
® Sem = 1, ndo sobra equagdo nenhuma: escolha x = 1, x3 = --- = x; = 0 (ha xp, porque
k> 2).

® Sem >2,comok—1>m—1,ahipétese de indugado dd (x,...,xx) # 0 resolvendo as m — 1
equagdes novas.

Em ambos os casos, defina x; = —% (a12x2 + - - - 4 a1xxg ), que resolve a primeira equagdo. As

equagdes originais i > 2 sdo as novas somadas com um mdltiplo da primeira, e portanto também
se anulam. A solugdo (x1, ..., x;) é ndo trivial porque (x,...,xx) # 0.
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Usado em: Lema 2.53 (Lema da troca) (dem.)

Veja também: Coroldrio 3.25 (Mais incognitas do que equagdes: hd solugdo néo trivial), Teorema 3.30
(Toda matriz tem uma forma escada reduzida)

lem-sist

Lema 2.53 (Lema da troca)

Requer: Definicao 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Defini¢ao 2.37 (Conjunto gerador)

A demonstracdo exige: Lema 2.52 (Sistema homogéneo com mais incégnitas do que equagdes), Lema 2.42
(Um vetor que é combinagao dos demais pode ser retirado)

SeV =1luy,...,uylevy,..., v € VsiolLl, entiok < m.
Em palavras: mais vetores do que geradores significa mais incégnitas do que equagdes.

Demonstracdo

Suponha, por absurdo, k > m. Cada v; é¢ combinacéo dos u;:
vj = ajjuy +a2ju2—|—~~~—|—um]-um, ]Zl,,k
Para escalares cq, . . ., ¢,
k k m m k
Yo=Y o Y agui = Y (1 aijey )i
j=1 =1 =1 i=1 " j=1

O sistema Zj ajjcj =0 (i=1,...,m) tem m equagdes e k > m incégnitas; pelo Lema 2.52 (Sistema
homogéneo com mais incégnitas do que equagdes), tem solugdo (cy, . ..,c;) # 0. Para ela, todos

os coeficientes dos u; se anulam, e portanto Zj cjvj = 0 com algum ¢j # 0 — os v; seriam LD.
Absurdo.

(%1 (%) U3 Uy Us
U . . . - - k > m: mais colunas
uz [/ Qe Qe Aoesc A m linhas (OS u,‘) do que llnPas ~:> ..
uma relacdo ndo trivial
s Bl Bl B K entre as colunas

k colunas (os v))

A demonstragiio do lema da troca em uma matriz. A coluna j traz as coordenadas de v; em relagio a uy, . .., up.
Com mais colunas do que linhas, o Lema 2.52 (Sistema homogéneo com mais incégnitas do que equacdes) dd uma
combinagdo ndo trivial das colunas que se anula; a mesma combinagdo dos vj se anula.

Outra demonstragdo: substitui¢io sucessiva (Steinitz). Esta demonstracdo ndo usa sistemas
lineares, e explica 0 nome do lema: os v entram na lista geradora um de cada vez, cada um
expulsando um u.

Afirmagdo. Para cada r < min(k, m), apos renumerar os u;,
[01,. ., 0p, Upi1, ... U] = V.
Passo. Suponha a afirmacéo para r — 1 (para r = 0 é a hipdtese). Entédo
vy =b1v1+- -+ b,_10,_1 + ety + - - -+ Cplipy.

Algum c; é ndo nulo: se todos fossem nulos, v, seria combinagdo de vy, ..., v,_1, € 0s v seriam LD.
Renumerando, ¢, # 0; isolando u,, ele é combinagdo de vy, ..., v, Uy11, ..., Uy, € pelo Lema 2.42
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(Um vetor que é combinagdo dos demais pode ser retirado) trocar u, por v, ndo altera o subespago
gerado, que continua sendo V.

Conclusdo. Se fosse k > m, com r = m terfamos [v1,...,0y,] = V, e entdo vy 41 € [01,...,0m),
contra a independéncia.

I v
trocal: [ v1 | U | u3 | Uy | ainda geram
troca 2: | U1 || 02 || u3 || iy | ainda geram
troca3: | V1 | 02 | U3 | Uy | ainda geram

A substituigdo de Steinitz. Em cada linha um v entra e um u sai, e a lista continua gerando V. Se houvesse mais
v do que u, os u acabariam antes, e o v sequinte jd estaria no espago gerado pelos anteriores.

Usado em: Corolério 2.54 (Mais vetores do que geradores: a lista é LD), Corolario 8.16 (No méaximo
n autovalores; a soma dos autoespagos é direta) (dem.), Corolario 2.81 (Em dimensao n: n vetores LI, ou n
geradores, formam base) (dem.), Teorema 2.79 (Teorema do completamento) (dem.), Teorema 2.74 (Todas as
bases tém 0 mesmo ntimero de elementos) (dem.)

lem-troca

Coroldrio 2.54 (Mais vetores do que geradores: a lista é LD)
Requer: Lema 2.53 (Lema da troca)

Se V é gerado por m vetores, quaisquer m + 1 vetores de V sdo LD. Em particular,
quaisquer # + 1 vetores de R” sdo LD, e quaisquer # + 2 polinémios de P, (R) sdo LD.

Usado em: Exemplo 2.62 (1,t, #2,...: uma familia infinita LI), Exemplo 2.55 (Quatro vetores num es-
paco gerado por trés)
cor-1d

Exemplo 2.55 (Quatro vetores num espaco gerado por trés)

Requer: Coroldrio 2.54 (Mais vetores do que geradores: a lista é LD)

Se (e1,e2,e3) geraVewv € V,alista (v, v —e1, v — ez, v — e3) tem quatro vetores num
espago gerado por trés, e ¢ LD — sem conta. Ela gera V, porque e; = v — (v — ¢;).
ex-ql2

Definicio 2.56 (Gerador minimal e LI maximal)

Requer: Definicdo 2.37 (Conjunto gerador), Defini¢do 2.44 (Independéncia e dependéncia linear)

Seja B = (v1,...,v;) uma lista de vetores de V.

(a) B é um gerador minimal de V se gera V e nenhuma lista obtida de B retirando um
vetor gera V.

(b) B é LI maximal em V se é Ll e, para todo u € V, alista (vy,..., v, u) é LD.

Usado em: Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador LI e LI maximal sdo o mesmo)

def-minmax
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Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador LI e LI maximal sao o mesmo)
Requer: Definigdo 2.56 (Gerador minimal e LI maximal)

A demonstracdo exige: Proposicdo 2.46 (Uma lista é LD quando algum vetor é combinagdo dos de-
mais), Lema 2.42 (Um vetor que é combinagao dos demais pode ser retirado)

Para uma lista finita B = (vy, ..., v;) de vetores de V, sdo equivalentes:

(a) B é um gerador minimal de V;
(b) BgeraVeélLl;

(c) BéLImaximalem V.

u ¢ [eq]
e1 +en A 0
1
] II
’
> — f—>—> or
€1 €1
gera, LD LI, nédo gera gerae LI
ndo minimal ndo maximal minimal e maximal

Os trés casos em RR%. A esquerda sobra um vetor (qualquer um dos trés); no meio falta um vetor (qualquer um
fora da reta); a direita nio sobra nem falta. O teorema diz que “ndo sobra” e “nio falta” acontecem juntos.

Uma lista com essas trés propriedades se chama base (Definicao 2.64 (Base)).

Demonstracdo

(a)=>(b). Se B fosse LD, algum v; seria combinagdo dos demais (Proposicao 2.46 (Uma lista
¢ LD quando algum vetor é combinacao dos demais)(a)), e retird-lo ndo mudaria o subespaco
gerado (Lema 2.42 (Um vetor que é combina¢do dos demais pode ser retirado)): a lista menor
ainda geraria V, contra a minimalidade.

(b)=-(a). Se, retirando vj, a lista ainda gerasse V, entdo v; seria combinagdo dos demais, e B
seria LD.

(b)=(c). Todo u € V = [B] é combinagdo dos v;, e entdo a lista (vy,...,v, u) é LD pela
Proposicgao 2.46 (Uma lista é LD quando algum vetor é combinacdo dos demais)(a).

(c)=(b). Dado u € V, alista (v1,...,v,u) é LD e B é LI; pela Proposigdo 2.46 (Uma lista é
LD quando algum vetor é combinagéo dos demais)(b), u € [B]. Logo B gera V.

Usado em: Nota 2.58 (O que o teorema do gerador minimal ndo diz)

Veja também: Defini¢do 2.64 (Base)

thm-minmax

Nota 2.58 (O que o teorema do gerador minimal nao diz)

Requer: Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador LI e LI maximal sdo o mesmo)

O que o teorema ndo diz. O Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador LI e LI maximal
sdo 0 mesmo) ndo diz que todo gerador LI tem 0 mesmo ntimero de elementos, nem que
existe um gerador finito. Com o lema da troca, a primeira afirmacao sai em duas linhas;
a segunda depende de V ser finitamente gerado. Sao a Teorema 2.74 (Todas as bases tém
o0 mesmo numero de elementos) e a Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma
base).

Veja também: Lema 2.53 (Lema da troca), Teorema 2.74 (Todas as bases tétm o mesmo numero de
elementos), Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma base)
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nota-minmax

Exemplo 2.59 (1, cos t, sent sao LI)

Requer: Definicdo 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Nota 1.34 (Igualdade de fung¢des, ponto
a ponto)

1,cost,sent sdo LI. De a + bcost + csent = O paratodo t: emt = 0,4+ b = 0; em
t=ma—-b=0logoa=b=0,eemt=rm/2vemc=0.
Usado em: Nota 2.63 (Pontos provam independéncia, ndo dependéncia)

ex-func-a

Exemplo 2.60 (¢!, e sido LI)

Requer: Definicdo 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Nota 1.34 (Igualdade de fung¢des, ponto
a ponto)

e!,e? sdo LL. De ae! + be* = 0:emt =0,a+b = 0; em t = In2, 2a +4b = 0; logo
a=b=0.

ex-func-b

Exemplo 2.61 (1, cos? t,sen? t sio LD)

Requer: Definicdo 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Exemplo 1.19 (Fung¢des de um conjunto
em R)

1,cos?t,sen? t sdo LD: 1 — cos?t — sen?t = 0. E 1, cos? t, cos 2t também: 1 — 2 cos? t +
cos2t = 0.

ex-func-c

Exemplo 2.62 (1, t, t2,...: uma familia infinita LI)

Requer: Coroldrio 2.54 (Mais vetores do que geradores: a lista é LD), Exemplo 1.19 (Fungdes de um
conjunto em RR)

1,t,t%,13,... é uma familia infinita LI em F(R,R): toda sub-lista finita é LI (um
polindmio que se anula em todo ¢ tem todos os coeficientes nulos). Pelo Corolario 2.54
(Mais vetores do que geradores: a lista é LD), (R, R) néo é finitamente gerado.

ex-func-d

Nota 2.63 (Pontos provam independéncia, nao dependéncia)
Requer: Exemplo 2.59 (1,cost,sen t sdo LI)

Em F(R,R), a igualdade }; a;f; = 0 vale em cada t, e escolher pontos transforma a
pergunta num sistema linear nos a; (Nota 1.34 (Igualdade de fung¢des, ponto a ponto)).
Atencgdo a légica: pontos bem escolhidos provam independéncia (se o sistema nos pontos
s0 tem a solugdo nula, acabou), mas pontos mal escolhidos ndo provam dependéncia.
No Exemplo 2.59 (1,cost,sent sdo LI), s6é com t = 0 e t = 27 terfamos duas vezes a
mesma equagao.

nota-pontos-provam-independencia
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Bases, dimensao, teorema do completamento, teorema do nucleo e da
imagem

Definic¢do 2.64 (Base)

Requer: Definicao 2.44 (Independéncia e dependéncia linear), Definigao 2.37 (Conjunto gerador)

Uma base de um espaco vetorial V é uma sequéncia B = (v, ...,v,) de vetores de V
que é linearmente independente e gera V.
Uma base é uma sequéncia, ndo um conjunto: a ordem importa, porque é ela que da
sentido as coordenadas (Defini¢ao 2.66 (Coordenadas numa base)).

Usado em: Definicdo 5.8 (Base dual), Exemplo 2.71 (A base das matrizes elementares), Exercicio 3.45
(Toda base de Mj»(R) contém uma matriz invertivel?), Proposi¢do 2.65 (Base equivale a escrita tnica),
Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma base), Teorema 2.74 (Todas as bases tém o mesmo
ntmero de elementos)

Veja também: Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador LI e LI maximal sdo o mesmo)
def-base

Proposicdo 2.65 (Base equivale a escrita tinica)
Requer: Defini¢do 2.64 (Base)

B = (v1,...,0y) é base de V se e somente se todo v € V se escreve de uma Unica maneira
como
v=a101 + -+ a,0y, a; € R.

Demonstracdo

(=) A existéncia da escrita é o fato de B gerar V. Para a unicidade, suponha
a1y + - - -+ 4,0y = vy + - -+ byoy.

Passando tudo para um lado, (a7 — by)v1 + - - - + (a, — by)vy = 0; como B é LI, todos os coefi-
cientes sdo nulos, isto é, a; = b; para todo i.

(<=) A existéncia da escrita diz que B gera V. Para a independéncia, note que o vetor 0 admite
a escrita 0 = Ovy + - - - + 0vy; pela unicidade, essa € a iinica, e portanto a1v1 + - - - + a,v, = 0
forca a; = 0 para todo i.

Usado em: Definigdo 2.66 (Coordenadas numa base)

Veja também: Proposi¢do 2.45 (LI equivale a escrita tnica)

prop-unica

Defini¢ido 2.66 (Coordenadas numa base)

Requer: Proposi¢do 2.65 (Base equivale a escrita tinica)

Seja B = (vy,...,v,) base de V. Dado v € V, os uinicos ay, . ..,a, com v = )_; a;0; S0
as coordenadas de v na base B, e escrevemos

[v]g = (ay,...,a,) € R™.

Usado em: Definicdo 3.2 (Matriz de uma transformagao linear), Exemplo 2.69 (A base canonica de
R"), Exemplo 2.70 (A base (1, x,...,x") de P,(RR)), Exemplo 2.72 (Coordenadas numa base ndo canonica
de R?), Proposicdo 6.15 (Coordenadas numa base ortonormal), Proposicdo 2.67 (As coordenadas ddo um
isomorfismo com R"), Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas)
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def-coord

Proposicdo 2.67 (As coordenadas dao um isomorfismo com R")

Requer: Definicdo 2.66 (Coordenadas numa base), Defini¢do 1.66 (Isomorfismo)

Se B é base de V com n elementos, entio
¢p:V — R", ¢p(v) = [v]B

é um isomorfismo.

Demonstracdo

Boa definigdo: é exatamente a unicidade da Proposicao 2.65 (Base equivale a escrita tinica).
Linearidade: sev = Y ; a;v; e w = )_; b;v;, entdo

v+ Aw =) _(a; + Ab;)vj,

1

e, de novo pela unicidade, essa é a escrita de v + Aw. Logo [v + Aw]p = [v]p + A[w].
Sobrejetividade: dado (ay,...,a,) € R", o vetor v = Y ; a;v; satisfaz [v]p = (a1,...,an).
Injetividade: se [v]p = 0, entdo v =Y ; 0v; = 0.

Usado em: Motivagdo 3.1 (Por que uma transformagdo linear tem matriz), Nota 2.68 (Escolher uma
base é escolher um isomorfismo com R"), Corolario 2.95 (Isomorfos se e somente se tém a mesma dimen-
sd0) (dem.), Proposi¢do 3.3 ([T(v)]|c = [T]cp [v]p) (dem.), Proposi¢do 3.9 (L((, V), W) = Mxn(R)) (dem.)

prop-iso

Nota 2.68 (Escolher uma base é escolher um isomorfismo com IR")

Requer: Proposigao 2.67 (As coordenadas dao um isomorfismo com IR")

A Proposicdo 2.67 (As coordenadas dao um isomorfismo com R”) em uma frase:
escolher uma base de V' é escolher um isomorfismo entre V e R". Muito do que se faz
com bases é o transporte, por esse isomorfismo, de fatos que jd conhecemos em IR".

Note também que o isomorfismo depende da base: bases diferentes dao isomorfismos
diferentes. Em particular, ndo existe “a” base de um espaco vetorial abstrato — s6 IR”
tem base canonica, e é justamente porque em IR" ja veio escolhido um isomorfismo com
R", a saber, a identidade.

Por isso ndo faz sentido perguntar qual é a base canénica de P, (IR), embora (1, x, x2)
seja a escolha 6bvia.

nota-base-e-escolha-de-isomorfismo

Exemplo 2.69 (A base candnica de R")

Requer: Definicao 2.66 (Coordenadas numa base), Exemplo 2.38 (ey, . .., e, geram R"), Exemplo 2.48
(e1,-..,ey sdo LI em R")

E=(ey,...,ey) ébase de R", a base candnica. Nela, [v]¢ = v.

Usado em: Exemplo 2.76 (Dimensdes de R", P, (RR) e Mxn(RR))

ex-bases-a

49



Exemplo 2.70 (A base (1,x,...,x") de P,(R))
Definigéo 2.66 (Coordenadas numa base), Exemplo 2.39 (Geradores de P, (R) e de M, (R)),

Requer:
Exemplo 2.49 (1, x,...,x" sdo LI em P, (R))

(1,x,x%,...,x") é base de P, (R): as coordenadas de um polinémio sdo os seus coefi-

cientes.

Usado em: Exemplo 2.76 (Dimensdes de R”, Py, (R) e M, (R)), Exemplo 3.4 (A matriz da derivada
em duas bases), Exemplo 3.6 (Matriz de uma transformagdo My,»(R) — P3(R)), Exercicio 3.47 (Existe

=Im(T)?) (dem.)

T : P3(R) — P3(R) com N(T)

ex-bases-b

Exemplo 2.71 (A base das matrizes elementares)
Definigéo 2.64 (Base), Exemplo 2.39 (Geradores de P, (R) e de M, (R))

Requer:
Asmatrizes elementares E;j, ordenadas linha a linha, formam uma base de M (R).

Usado em: Exemplo 2.76 (Dimensoes de R", P, (IR) € Myxn(R)), Exemplo 4.31 (O determinante da
multiplicagdo a esquerda), Exemplo 3.6 (Matriz de uma transformagdo My (R) — P3(R)), Exemplo 4.30
(O determinante da transposicdo), Nota 3.42 (Um zooldgico de contra-exemplos), Exercicio 3.45 (Toda base

de Mj4»(R) contém uma matriz invertivel?) (dem.)

ex-bases-c

Exemplo 2.72 (Coordenadas numa base nio candnica de R?)
Defini¢ao 2.66 (Coordenadas numa base)

Requer:
((1,1),(1,-1)) é base de R?, e [(3,1)]p = (2,1), porque (3,1) = 2(1,1) +

B = —
1(1, —1). “Coordenadas” e “entradas” sdo coisas diferentes.

A
U

Uy
4

Y

Y

175

[v]e = (3,1) [v]p = (2,1)
O mesmo vetor v, duas bases, duas listas de coordenadas. Escolher a base é escolher a malha em que se conta; a

Proposicio 2.67 (As coordenadas dio um isomorfismo com R") diz que cada malha dd um isomorfismo V. — R", e

que malhas diferentes dio isomorfismos diferentes.
Veja também: Proposi¢do 2.67 (As coordenadas ddo um isomorfismo com R")

ex-bases-d

Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma base)

Requer: Defini¢do 2.64 (Base)
Proposigdo 2.46 (Uma lista ¢ LD quando algum vetor é combinacao dos de-

A demonstracdo exige:
mais), Lema 2.42 (Um vetor que é combinagdo dos demais pode ser retirado)
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Todo espago vetorial V' # {0} gerado por um conjunto finito possui base. Mais
precisamente: de todo conjunto gerador finito pode-se extrair uma base.
A demonstracdo é um algoritmo: ela ndo s6 garante a existéncia como diz como achar a
base. Isso é usado toda vez que um subespaco vem dado por geradores.

Demonstracdo

Seja G = {uy,...,un} com [G] = V. Se G é L], ele ja é base e acabou. Se nio é, pela
Proposigéo 2.46 (Uma lista € LD quando algum vetor é combinagdo dos demais) algum u; é
combinacao linear dos demais; e, pelo Lema 2.42 (Um vetor que é combinacdo dos demais pode
ser retirado), retirar de um gerador um vetor que é combinagdo dos outros nédo altera o subespaco
gerado, logo G \ {u;} ainda gera V.

Repetimos o procedimento. Ele termina, porque a cada passo o conjunto perde um elemento
e comegamos com um numero finito deles. E ele ndo pode chegar ao conjunto vazio, porque
[@] = {0} # V. O conjunto que sobra gera V e é LI é base.

Usado em: Nota 2.80 (LI de um lado, geradores do outro, base no meio), Coroldrio 2.81 (Em dimensao
n: n vetores LI, ou n geradores, formam base) (dem.)

thm-existencia-de-base

Teorema 2.74 (Todas as bases tém o mesmo niimero de elementos)
Requer: Defini¢do 2.64 (Base)
A demonstracdo exige: Lema 2.53 (Lema da troca)

Se V admite uma base com n elementos e uma base com m elementos, entdo n = m.

Demonstracdo
Sejam B = (vy,...,vn) e C = (wq,...,wy) bases de V. Aplique o Lema 2.53 (Lema da troca)
duas vezes:
e BgeraVeCéLl = m<n;

e CgeraVeBéLl — n <m.
Logon = m.
Usado em: Defini¢ao 2.75 (Dimensao)

thm-invar

Defini¢do 2.75 (Dimensao)

Requer: Teorema 2.74 (Todas as bases tém 0 mesmo niimero de elementos)

Se V admite uma base com 7 elementos, dizemos que V tem dimensao finita e es-
crevemos dim V = n. Convencionamos dim{0} = 0 (base vazia). Um espago que ndo é
gerado por nenhum conjunto finito tem dimensao infinita.

E a Teorema 2.74 (Todas as bases tém o mesmo ntiimero de elementos) que d4 sentido a
palavra “dimensdo”: sem ela, a defini¢do seria ambigua.

Usado em: Coroldrio 2.83 (Todo subespaco tem complementar), Coroldrio 2.94 (Dimensdes diferentes:
T néo é injetora, ou ndo é sobrejetora), Corolario 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora),
Corolério 6.18 (Existéncia de base ortonormal), Corolario 2.95 (Isomorfos se e somente se tém a mesma di-
mens&o), Corolério 8.16 (No méximo 7 autovalores; a soma dos autoespagos é direta), Corolario 2.81 (Em
dimensdo n: n vetores LI, ou n geradores, formam base), Coroldrio 5.49 (O teorema do ntcleo e da im-
agem, pelo quociente), Coroldrio 2.82 (Dimensdo de um subespaco), Defini¢ao 3.23 (Posto de uma matriz),
Exemplo 2.76 (Dimensoes de R", P, (R) e M;;x(R)), Exemplo 2.77 (Dimensédo das matrizes simétricas e
das antissimétricas), Exemplo 2.78 (P(R) tem dimensdo infinita), Proposigdo 7.24 (Sequéncias exatas cur-
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tas), Proposicdo 5.25 (Dimensdo do anulador), Proposi¢do 5.7 (Dimensdo do dual; o ntcleo de um fun-
cional ndo nulo), Proposigao 5.42 (Dimensdo do quociente: dimV /S = dimV — dim S), Proposicao 3.9
(L((,V),W) =2 Myxn(R)), Proposigdo 2.91 (Dimensdo do produto; soma direta interna e externa), Teo-
rema 7.32 (Caracteristica de Euler de um complexo), Teorema 2.79 (Teorema do completamento), Teo-
rema 6.35 (Existéncia e unicidade da adjunta), Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem), Teorema 6.22
(V=S @ S1), Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno), Teorema 2.85 (Dimensao da
soma de dois subespagos), Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)
def-dim

Exemplo 2.76 (Dimensdes de R", P, (R) € M« (R))

Requer: Defini¢do 2.75 (Dimensdo), Exemplo 2.69 (A base canoénica de R"), Exemplo 2.70 (A base
(1,x,...,x") de Py (R)), Exemplo 2.71 (A base das matrizes elementares)

dimR" =#n; dimP,(R) =n+1, dim M, «,(R) = mn.

Usado em: Exemplo 2.97 (Dimensao das matrizes de trago nulo), Exemplo 2.99 (Uma dimensao dificil
de calcular na mao), Proposicao 3.9 (L((, V), W) = Myxn(R)) (dem.)

ex-dims-a

Exemplo 2.77 (Dimensao das matrizes simétricas e das antissimétricas)

Requer: Definicdo 2.75 (Dimensao), Exemplo 2.7 (Matrizes simétricas e antissimétricas)
Sim = {A € M, (R): A=A} e A={A: A = —A}. Uma matriz simétrica fica
determinada pela diagonal e pela parte estritamente triangular superior:
nn—1) n(n+1)

dim Sim = = .
imSim =n + 5 5

Uma antissimétrica tem diagonal nula e fica determinada pela parte estritamente trian-
gular superior: dim A = @ Note que dimSim +dim A = n? = dim M,;,(R)
— coerente com My, (R) = Sim @A (Exemplo 2.28 (M,,x»(R) = Sim ®.A)), que o
Corolario 2.86 (A soma é direta quando as dimensdes se somam) explica.

Uma base de Sim: as matrizes Ej; e E;; + Ej; com i < .

Usado em: Exemplo 6.24 (Matrizes simétricas e antissimétricas sdo ortogonais), Exemplo 2.88 (As
dimensoes confirmam M, », (R) = Sim @®.4), Exemplo 8.19 (Os autoespagos da transposi¢éo)

Veja também: Exemplo 2.28 (M «,(R) = Sim é#.4), Corolario 2.86 (A soma é direta quando as di-
mensodes se somam)

ex-dims-b

Exemplo 2.78 (P(R) tem dimensdo infinita)

Requer: Defini¢do 2.75 (Dimensao)

P(R), o espaco de todos os polindmios, tem dimensao infinita: se fosse gerado por
P1,-- -, Pm, todo polindmio teria grau < max; deg p;, o que é falso.
Veja também: Exemplo 2.41 (P(IR) ndo é finitamente gerado)

ex-dims-c

Teorema 2.79 (Teorema do completamento)
Requer: Definigdo 2.75 (Dimensao)
A demonstracdo exige: Lema 2.53 (Lema da troca)
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SejadimV = nesejamuvy, ..., v, € V linearmente independentes. Entdo existem vy.1,...,0n €
V tais que (v1,...,v,) é base de V.

Demonstracdo

Se [v1,...,v¢] = V,entdo (vy, . ..,vx) ébase, e pelo Teorema 2.74 (Todas as bases tém o mesmo
numero de elementos) temos k = n: nada hd a acrescentar.
Caso contrério, existe vx 1 € V com vy, 1 € [v1,...,vk]. Afirmamos que vy, ...,V 1 sdo LL
De fato, suponha
aoy+---+ a0y + Ak1+10k+1 = 0.

Se a1 # 0, poderiamos isolar vy 1 = —11,;31(11101 + -+ agug) € [vq,...,0x], contra a escolha
de vi;1. Logo ar 1 = 0, e a igualdade vira a;v1 + - - - + 2,0 = 0, cujos coeficientes sdo nulos
porque vy, ...,v sdo LI

Repetimos o argumento. O processo termina: pelo Lema 2.53 (Lema da troca), um conjunto
LI em V nunca tem mais do que n elementos, ja que V é gerado por n vetores. Quando ele para,
é porque o conjunto obtido gera V; sendo também LI, é base — e pelo Teorema 2.74 (Todas as
bases tém o mesmo ntmero de elementos) ela tem exatamente #n elementos.

Usado em: Exemplo 2.84 (Completar dois vetores a uma base de IR3), Nota 2.80 (LI de um lado, ger-
adores do outro, base no meio), Coroldrio 2.83 (Todo subespago tem complementar) (dem.), Corolario 6.18
(Existéncia de base ortonormal) (dem.), Corolario 2.81 (Em dimensdo n: n vetores LI, ou n geradores, for-
mam base) (dem.), Corolario 2.82 (Dimensao de um subespago) (dem.), Lema 5.22 (Os funcionais separam
pontos) (dem.), Proposi¢do 5.25 (Dimensao do anulador) (dem.), Proposi¢do 8.27 (1 < mg < ma) (dem.),
Proposicdo 7.11 (O produto exterior é alternado e detecta dependéncia linear) (dem.), Teorema 2.92 (Teo-
rema do ntcleo e da imagem) (dem.), Teorema 2.85 (Dimensao da soma de dois subespagos) (dem.)

Veja também: Nota 2.80 (LI de um lado, geradores do outro, base no meio)

thm-compl

Nota 2.80 (LI de um lado, geradores do outro, base no meio)

Requer: Teorema 2.79 (Teorema do completamento), Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se
uma base)

conjuntos LI: no mdximo n vetores

completar

Y

U],.../}kLI

o
A 4 @ >

numero de vetores

. ui, ..., eram
0 base (n = dim V) ! /”' g

extrair

conjuntos geradores: pelo menos n vetores

A régua que organiza a Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma base) e o
Teorema 2.79 (Teorema do completamento). Conjuntos LI vivem a esquerda de n, ger-
adores vivem a direita, e uma base é o tinico ponto de encontro. Os dois teoremas sdo
as duas setas: uma empurra um LI para a direita, a outra puxa um gerador para a es-
querda. Um extrai base de um gerador, o outro completa base a partir de um LI: sdo os
dois lados da equivaléncia do Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador LI e LI maximal
sd0 0 mesmo), agora em forma de teorema. O Corolario 2.81 (Em dimensdo n: n vetores
LI, ou n geradores, formam base) é ler a figura no ponto n.

53



Veja também: Teorema 2.57 (Gerador minimal, gerador LI e LI maximal sdo o mesmo), Coroldrio 2.81
(Em dimensao n: n vetores LI, ou n geradores, formam base)

nota-regua-li-e-geradores

Corolario 2.81 (Em dimensao n: n vetores LI, ou n geradores, formam base)
Requer: Definigdo 2.75 (Dimensao)

A demonstracdo exige: Lema 2.53 (Lema da troca), Teorema 2.79 (Teorema do completamento), Teo-
rema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma base)

Seja dim V' = n. Entdo:
(a) quaisquer n + 1 vetores de V sio LD;
(b) n vetores LI de V formam uma base;

(c) n vetores que geram V formam uma base.

O corolério reduz o trabalho pela metade: sabendo a dimensao, basta verificar uma das
duas propriedades.

Demonstracdo

(a) V é gerado por n vetores (uma base), entdo pelo Lema 2.53 (Lema da troca) nenhum
conjunto LI tem mais de 7 elementos.

(b) Pelo Teorema 2.79 (Teorema do completamento), esses n vetores se completam a uma
base; mas toda base tem n elementos (Teorema 2.74 (Todas as bases tém o mesmo nimero de
elementos)), logo nada foi acrescentado — eles ja eram base.

(c) Pelo Teorema 2.73 (De todo gerador finito extrai-se uma base), deles se extrai uma base;
mas toda base tem 1 elementos, logo nada foi retirado.

Usado em: Exemplo 3.17 (Mudanga de base em P,(IR): um exemplo completo), Nota 3.40 (O teo-
rema do ntcleo e da imagem em quatro roupas), Coroldrio 2.82 (Dimensdo de um subespaco) (dem.),
Proposigdo 7.9 (Propriedades das formas alternadas) (dem.), Proposicado 5.13 (Polindmios de Lagrange: a
base dual das avaliagdes) (dem.), Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas) (dem.)

Veja também: Nota 2.80 (LI de um lado, geradores do outro, base no meio)

cor-npontos

Corolario 2.82 (Dimensao de um subespaco)
Requer: Definigdo 2.75 (Dimensao)

A demonstracdo exige: Coroldrio 2.81 (Em dimensdo n: n vetores LI, ou n geradores, formam base),
Teorema 2.79 (Teorema do completamento)

Seja dimV = ne S C V um subespago. Entdo S tem dimensao finita, dimS < n, e
vale dim S = n se e somentese S = V.

Demonstracdo

Todo conjunto LI contido em S é, em particular, LI em V, logo tem no maximo 7 elementos
pelo Coroldrio 2.81 (Em dimensdo n: n vetores LI, ou n geradores, formam base)(a). Escolha
entdo em S um conjunto LI (uy,...,ux) com k mdximo (possivel, porque k < n). Ele gera S: se
existisse u € S fora de [uy,...,u], o conjunto (uy,...,uy, u) seria LI — pelo mesmo argumento
da demonstragdo do Teorema 2.79 (Teorema do completamento) — contrariando a maximalidade
de k. Logo (u1,...,u) ébasede SedimS =k < n.

Se k = n, entdo (uq,...,u) sdo n vetores LI em V, logo base de V pelo Corolario 2.81 (Em
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dimens&o n: n vetores LI, ou n geradores, formam base)(b); portanto V = [uy,...,u,| C S, isto é,
S = V. A reciproca é imediata.

Usado em: Nota 3.43 (Quatro esqueletos de demonstragao), Coroldrio 5.26 (Todo hiperplano é o nticleo
de um funcional) (dem.), Teorema 8.23 (Critério de diagonalizagao) (dem.), Teorema 2.92 (Teorema do nticleo
e da imagem) (dem.)

cor-sub

Corolario 2.83 (Todo subespaco tem complementar)
Requer: Definigao 2.75 (Dimensao), Defini¢ao 2.24 (Soma direta)

A demonstracdo exige: Teorema 2.79 (Teorema do completamento)

Todo subespaco S de um espago V de dimensdo finita admite complementar: existe
SSCVecomV=S®S.

Demonstracdo

Tome uma base (i1, ...,u;) de S e complete-a a uma base (uy, ..., ug, wy, ..., w,) de V (Teo-
rema 2.79 (Teorema do completamento)). Ponha S’ = [wy, ..., w,]. Entdo S+ S’ = V, porque a
base toda estiem SUS'. ESNS' = {0}: sev € SNS/, escrevemos v = Y ;a;u; e v = ¥ bjwj,
donde )} ; aju; — }; bjw; = 0; como a base toda é LI, todos os coeficientes sdo nulos e v = 0.

Usado em: Exemplo 2.84 (Completar dois vetores a uma base de IR3), Motivacao 6.1 (A estrutura que
faltava para escolher)

Veja também: Nota 2.34 (Decomposi¢do do plano em duas retas obliquas)

cor-complementar

Exemplo 2.84 (Completar dois vetores a uma base de R?)

Requer: Teorema 2.79 (Teorema do completamento), Coroldrio 2.83 (Todo subespago tem complemen-
tar)

Completar v; = (1,1,0), v2 = (0,1,1) a uma base de R>. Eles sdo LI Basta achar
um vetor fora do plano [v1, v2]: como [v1,v2] = {(x,y,2) : x —y+2z = 0}, o vetor e; =
(1,0,0) serve, pois 1 # 0. Logo ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,0)) é base de R3, e S’ = [(1,0,0)]
¢ um complementar do plano.

V=Sas
V=Sas"
V=S&st

todos servem;

s6 o ultimo é vinico

Um subespago tem muitos complementares. Qualquer reta fora do plano serve, e o Coroldrio 2.83 (Todo sube-
spaco tem complementar) produz uma delas — a que sair do completamento de base. O complemento ortogonal
S+ (pontilhado) é apenas um entre eles, e é iinico; mas ele exige um produto interno (Definicio 6.21 (Complemento
ortogonal)).

Veja também: Definicdo 6.21 (Complemento ortogonal)

ex-completar
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Teorema 2.85 (Dimensao da soma de dois subespacos)
Requer: Definicao 2.75 (Dimens&o), Defini¢ao 2.19 (Soma de subespacos)

A demonstracdo exige: Teorema 2.79 (Teorema do completamento)

Sejam Sy, Sp subespagos de dimensdo finita de V. Entdo
dim(S1 = 52) + dim(51 N 52) = dim 51 + dim 52.

base de S; NS, (r vetores)

/—/%

| w1 || wy || w3 | up | up | base de S; (r + p vetores)

|w1 || wy || w3| Z1 | Zy | z3 | base de S, (r + q vetores)

|w1 || wy || w3| Uy | Uy | Z1 | Z | Z3 | basede S1 + S, (r+p+q)

—_—

r P q
(r+p)+(r+gq) = r +(r+p+9q)
— N — =~ ———
dim S dim Sy dim(51052)  dim(8;+5,)

As trés bases encaixadas. O miolo comum sio os w; os “bragos” sdo os u (de S1) e 0s z (de Sp). A conta do teorema
é ler a figura: a esquerda o miolo é contado duas vezes, a direita ele é contado uma. Todo o trabalho da demonstragio
é verificar que a linha de baixo é de fato linearmente independente.

Demonstracdo

Seja (wy,...,wy) uma base de S; N Sy. Pelo Teorema 2.79 (Teorema do completamento),
complete-a a uma base

(w1,..., Wy, u,...,up) de Sy e a uma base (w1,..., Wy, 21,...,24) de Sy.
Afirmamos que
B=(wy,...,wy, u1,...,Up, 21,---,2q)

é base de 51 + 5.
Gera: um elemento de S; + Sy é 51 + 52 com s; € S;; escrevendo cada s; na base correspon-
dente, tudo cai em [B].
E LI: suponha
Y aiw; + Y bjuj+ Y cxzg = 0.
\ ; ‘\/_/
€51 €S
Ponha x = Y cxz. Daigualdade, x = — ) ;a;w; — Y bjuj € S1; e x € Sy por construcdo. Logo
x € 51N Sy e podemos escrever x = ) ; d;w;. Entdo

ECka - Zdiwi =0,
k i

e como (wy,...,Wy,z1,...,%;) é base de S, todos os ci (e todos os d;) sdo nulos. Voltando a
igualdade original, sobra ) ; a;w; 4 Zj b]-u]- = 0; como (wy,..., Wy, Uy,..., up) é base de S7, todos
0s a; e bj sdo nulos.

Portanto dim(S; + Sy) =r+p+gq,e

dim$S; +dimSy = (r+p)+ (r+q) =r+ (r+p+q) = dim(5; N Sy) + dim(S; + S»).
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Usado em: Coroldrio 2.86 (A soma é direta quando as dimensdes se somam), Exemplo 2.87 (Dois
planos distintos pela origem em R3 se cortam numa reta), Exemplo 7.15 (Uma forma de grau 2 que nao
é produto de dois funcionais), Exemplo 2.89 (Em RR*, dois subespacos de dimensdo 3 se intersectam),
Proposigao 5.30 (O anulador troca soma e intersecdo) (dem.), Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester) (dem.)

thm-soma

Corolario 2.86 (A soma é direta quando as dimensdes se somam)

Requer: Teorema 2.85 (Dimensao da soma de dois subespacos), Defini¢do 2.24 (Soma direta)

A soma Sy + S; é direta se e somente se dim(S1 + Sy) = dim $; + dim Ss.

Demonstracdo
A soma é direta <= S1NS; = {0} <= dim(S; N Sy) = 0, e basta olhar a férmula.

Usado em: Exemplo 2.88 (As dimensdes confirmam M, »,(R) = Sim &.4), Teorema 8.23 (Critério de
diagonalizagao) (dem.), Teorema 6.22 (V = S @ 51) (dem.)

cor-direta

Exemplo 2.87 (Dois planos distintos pela origem em R® se cortam numa reta)

Requer: Teorema 2.85 (Dimensdo da soma de dois subespagos)
Dois planos distintos por 0 em IR? se cortam em uma reta. De fato, dim S; = dim S, =2 e
S1+S2 € R®da dim(S; + S2) < 3; logo
d1m(Sl N 52) =4 — d1m(51 -+ 52) > 1.

E como os planos sdo distintos, S; + S, tem dimenséo 3, donde dim(S; N Sy) = 1 exata-
mente.

2+2=dim(S1 + S7) + dim(51 N Sy)
NS =3+1

Dois planos distintos por 0 em R3. A soma deles é R3 inteiro, de dimensio 3; a férmula obriga ento a intersegiio
a ter dimensdo 1. Nio hd como dois planos se cruzarem apenas na origem — e a conta diz isso antes de qualquer
desenho.

ex-dois-planos-em-r3

Exemplo 2.88 (As dimensdes confirmam M, ,(R) = Sim &.4)

Requer: Corolario 2.86 (A soma é direta quando as dimensdes se somam), Exemplo 2.77 (Dimensao
das matrizes simétricas e das antissimétricas), Exemplo 2.28 (M5, (R) = Sim $.A)

Mysn(R) = Sim @.A: ja sabiamos que a interse¢do é nula (Exemplo 2.28 (M, ., (R) =
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Sim .A)), e agora as dimensdes confirmam, @ + @ = n2.

ex-soma-b

Exemplo 2.89 (Em IR*, dois subespacos de dimensio 3 se intersectam)

Requer: Teorema 2.85 (Dimensdo da soma de dois subespagos)

Em R*, dois subespagos de dimensio 3 nunca podem ter intersegdo nula: dim(S; N
S3) >3+3—-4=2.
Em geral, dim(S; N S;) > dim S; + dim S; — dim V. Em RR®, dois planos tém que se
cortar numa reta (Exemplo 2.87 (Dois planos distintos pela origem em R> se cortam
numa reta)); em IR*, dois planos podem se cortar s6 na origem, e a conta explica por queé.

eX-soma-¢

Defini¢ao 2.90 (Produto cartesiano de espacos vetoriais)
Requer: Definicdo 1.2 (Espago vetorial)

Dados espacos vetoriais V e W, o produto cartesiano V x W = {(v,w) :v € V, w €
W} é espacgo vetorial com as operagdes feitas coordenada a coordenada:

(v,w) + (v, 0') = (v+7, w+w'), Alv,w) = (Av, Aw).

Usado em: Exemplo 7.27 (A sequéncia exata de um produto cartesiano), Exercicio 7.30 (Numa sequén-
cia exata curta, V = U x W?), Proposicdo 2.91 (Dimensao do produto; soma direta interna e externa)

def-prod

Proposicdo 2.91 (Dimensdo do produto; soma direta interna e externa)

Requer: Defini¢do 2.90 (Produto cartesiano de espagos vetoriais), Defini¢gdo 2.75 (Dimensdo), Definigdo 2.24
(Soma direta), Defini¢ao 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Proposicdo 2.25 (Caracterizagdes da soma direta), Proposigdo 1.37 (Propriedades
bésicas das transformacoes lineares)
SedimV =nedimW = m, entido diim(V x W) = n + m. Além disso, se V = S1® Sy, a
aplicagdo
D:51 xS —V, @(51,52) =81+ S,

é um isomorfismo.

S
b
S S, e
(s1,82) > 81+

g

externo: 51 x Sy

pares (s1,52), lado a lado interno: V = 5, ® S,

dois subespagos dentro de V

As duas somas diretas. A esquerda, a externa: dois espagos quaisquer, postos lado a lado. A direita, a interna:
dois subespagos de um mesmo V, com intersegio nula; a seta é ®(s1,sp) = s1 + sp. A proposicio diz que, quando a
interna existe, as duas sio a mesma coisa a menos de isomorfismo — e é por isso que se usa o mesmo simbolo @ para
as duas.
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Demonstracado

Se (v1,...,v,) ébasede Ve (wy, ..., wy) é base de W, entdo

((v1,0), ..., (vs,0), (0,w1),...,(0,wn))

gera V x W (pois (v,w) = (v,0) + (0,w)) e é LI (uma combinagdo nula obriga cada coordenada
a se anular). Logo a dimenséo é n + m.

Quanto a ®: ela é linear, e é sobrejetora porque V = S; + S,. E injetora porque s; +s; = 0
com s; € S; obrigas; = —sp € SN Sy = {0}.

Usado em: Exercicio 7.30 (Numa sequéncia exata curta, V = U x W?) (dem.)

Veja também: Nota 2.26 (Basta testar a unicidade no zero)
prop-prod

Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem)
Requer: Defini¢do 2.75 (Dimensao), Defini¢ao 1.58 (Ntcleo e imagem)

A demonstracdo exige: Coroldrio 2.82 (Dimensdo de um subespago), Teorema 2.79 (Teorema do com-
pletamento)

Sejam V de dimensdo finita, W um espago vetorial e T : V. — W linear. Entdo

dimV = dimN(T) + dim Im(T).

|4 4%
( ) ( )
um complementar bijecao Im(T)
[01,...,v/] = [T(v1),...,T(vy)]

N(T) = [ug,- .., ug] \—/’//) ® 0

\ J tudo vai a zero _ Y,

| dGimN(T) = k | Sl () — ¢ | 0 que o ntcleo ganha,

a imagem perde

dimV =k—+r

O teorema em uma figura. Escolhido um complementar do niicleo, T o leva bijetivamente sobre a imagem, e
esmaga o niicleo no zero. A demonstragio consiste exatamente em verificar essas duas afirmagoes. A régua embaixo é
a forma em que o teorema é usado: o comprimento total é dim V, e as duas parcelas se compensam.

A moral: a imagem é a copia isomorfa de qualquer complementar do ntcleo; T esmaga
o nucleo e é injetora em tudo o que sobra. Essa frase antecipa o teorema do isomorfismo
(Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/ N(T) = Im(T))).

Demonstracdo

Seja (uq,...,ux) uma base de N(T) — que tem dimenséo finita, por ser subespaco de V
(Corolario 2.82 (Dimensdo de um subespago)) — e complete-a a uma base

(uy, ..., ug, v1,...,0,) deV, k+r=dimV.

Afirmamos que (T (v1),...,T(v,)) é base de Im(T).
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Gera: um elemento de Im(T) é T(x) para algum x € V. Escrevendo x = Y ; a;u; + Y ; bjv; e
usando a linearidade,

T(x) = Zaiw—l— ijT(vj) = ijT(vj).
T j

E LI: suponha Y ; b;T(v;) = 0. Por linearidade, T(¥;bjv;) = 0, isto é, ¥;bjv; € N(T) =
[U1,...,ux]. Logo existem a; com

Y bjpj =) au;,  ouseja ) aju;—) bjv;=0.
- : i i

Como (uy,...,Ux,v1,...,0r) € base de V, todos os coeficientes sdo nulos; em particular b]- =0
para todo j.

Portanto dimIm(T) = r =dimV —k = dim V — dim N(T).

Usado em: Exemplo 2.98 (A derivada: ntcleo e imagem contados), Exemplo 2.97 (Dimensao das ma-
trizes de trago nulo), Exemplo 2.96 (Sistemas homogéneos: dimensao do espaco de solugdes), Exemplo 2.99
(Uma dimensao dificil de calcular na mao), Nota 3.43 (Quatro esqueletos de demonstracdo), Nota 3.40 (O
teorema do ntcleo e da imagem em quatro roupas), Nota 7.29 (O teorema do ntcleo e da imagem em seis
roupas), Corolario 2.94 (Dimensdes diferentes: T nao é injetora, ou ndo é sobrejetora) (dem.), Coroldrio 3.24
(dim N(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto solugéo) (dem.), Corolario 2.93 (Em dimensdes iguais,
injetora equivale a sobrejetora) (dem.), Exercicio 3.46 (Existe T : R> — R5 com N(T) = Im(T)?) (dem.),
Proposigao 7.34 (O complexo da contracao em R3 é exato) (dem.), Proposicdo 7.24 (Sequéncias exatas cur-
tas) (dem.), Proposi¢do 5.7 (Dimensdo do dual; o ntcleo de um funcional ndo nulo) (dem.), Teorema 7.32
(Caracteristica de Euler de um complexo) (dem.), Teorema 5.33 (Os quatro subespacos de uma transfor-
magcao linear) (dem.)

Veja também: Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/N(T) = Im(T))

thm-nucimg

Coroldrio 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)
Requer: Defini¢do 2.75 (Dimensao), Definigao 1.36 (Transformacéo linear)

A demonstracdo exige: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Proposicdo 1.60 (T é injetora
se e somente se N(T) = {0})

Sejam V e W de dimensao finita com dimV = dimW, e T : V — W linear. Sao
equivalentes: (a) T é injetora; (b) T é sobrejetora; (c) T é bijetora.
A hipétese dim V = dim W < oo é essencial. O contra-exemplo é o Exemplo 1.65 (Deslo-
camentos nas sequéncias): injetor e ndo sobrejetor. Em dimensao finita isso é impossivel
— e é 0 que torna a dlgebra linear em dimensao finita tdo mais simples.

Demonstracdo

Pelo teorema, dimIm(T) = dim V — dim N(T). Entdo
T injetora <= N(T) = {0} <= dimIm(T) =dimV =dim W

<= Im(T) =W <= T sobrejetora,

onde a pentltima equivaléncia é o Corolario 2.82 (Dimensao de um subespaco) aplicado ao sube-
spago Im(T) C W. A equivaléncia com (c) é imediata.

Usado em: Exemplo 2.98 (A derivada: niicleo e imagem contados), Nota 3.43 (Quatro esqueletos de
demonstragao), Nota 3.40 (O teorema do nticleo e da imagem em quatro roupas), Proposigao 8.9 (A é auto-
valor se e somente se det(T — AI) = 0) (dem.), Teorema 4.13 (det A" = det A) (dem.), Teorema 5.23 (V e V**
sdo isomorfos sem escolha) (dem.), Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno) (dem.)
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Veja também: Exemplo 1.65 (Deslocamentos nas sequéncias), Exemplo 1.50 (Derivada e integral: D o
J=1d, mas Jo D # Id)

cor-equiv

Coroldrio 2.94 (Dimensoes diferentes: T ndo é injetora, ou nao é sobrejetora)
Requer: Definicdo 2.75 (Dimensao), Defini¢ao 1.36 (Transformacéo linear)

A demonstracdo exige: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem)

Seja T : V. — W linear, com V e W de dimensdo finita.

(@) SedimV > dim W, entdo T ndo é injetora.

(b) SedimV < dim W, entdo T ndo é sobrejetora.

Demonstracdo

(@) dimN(T) = dimV — dimIm(T) > dimV —dimW > 0. (b) dimIm(T) < dimV <
dim W, logo Im(T) # W pelo Corolério 2.82 (Dimensado de um subespaco).

Usado em: Exemplo 2.96 (Sistemas homogéneos: dimensao do espago de solugdes)

cor-desig

Corolério 2.95 (Isomorfos se e somente se tém a mesma dimensao)
Requer: Definigdo 2.75 (Dimens&o), Defini¢do 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Proposicdo 2.67 (As coordenadas ddo um isomorfismo com R"), Proposigao 1.68
(Isomorfismo é uma relacao de equivaléncia)

Dois espagos de dimensao finita sdo isomorfos se e somente se tém a mesma dimen-
sdo. Em particular, dim V = n implica V' = R".

Demonstracdo

Se dimV = dim W = n, escolha bases e componha os isomorfismos da Proposigao 2.67 (As
=il

coordenadas ddo um isomorfismo com R"): V 25 jn 2, W Reciprocamente, um isomorfismo
T :V — W levabase em base: se (vy,...,v,) ébasede V, entdo (T(vy),...,T(vn)) geraIm(T) =
W e é LI, porque }_b;T(v;) = 0da T(¥bjv;) = 0e, sendo T injetora, Y bjv; = 0.

Usado em: Exercicio 7.30 (Numa sequéncia exata curta, V = U x W?) (dem.), Exercicio 5.57 (Sube-
spagos de mesma dimensdo tém quocientes isomorfos?) (dem.), Exercicio 5.58 (Quocientes isomorfos impli-
cam subespagos iguais?) (dem.), Proposi¢do 3.9 (L((, V), W) = M,xn(R)) (dem.)

cor-isom

Exemplo 2.96 (Sistemas homogéneos: dimensao do espaco de solucdes)

Requer: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Coroldrio 2.94 (Dimensdes diferentes: T ndo
é injetora, ou ndo é sobrejetora), Exemplo 1.38 (Multiplicagdo por uma matriz)

Sistemas homogéneos. Um sistema homogéneo com m equagdes e 1 incognitas é T(X) =
Opara T : R" — R linear. Entdo

dim(espacgo de solugdes) = dimN(T) = n — dimIm(T) > n — m.
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Em particular, se n > m — mais incégnitas do que equacdes — o sistema tem solugéo
ndo trivial. E o item (a) do Coroldrio 2.94 (Dimensdes diferentes: T ndo é injetora, ou ndo
é sobrejetora) em roupa de sistema.

Veja também: Lema 2.52 (Sistema homogéneo com mais incégnitas do que equagdes), Coroldrio 3.24
(dim N(A) = n — posto A: a dimens&o do conjunto solugdo)

ex-dimensao-do-espaco-de-solucoes

Exemplo 2.97 (Dimensao das matrizes de traco nulo)
Requer: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Exemplo 1.64 (Ntcleo e imagem do trago),
Exemplo 2.76 (Dimensdes de R"”, P, (R) e My« (RR))

O trago. tr : M, ,(R) — R é linear e sobrejetora (pois tr E;; = 1). Logo
dim{A:trA =0} =n*>—1.

Repare que nao exibimos base alguma: a dimensao saiu da contagem.

ex-dimensao-das-matrizes-de-traco-nulo

Exemplo 2.98 (A derivada: niicleo e imagem contados)

Requer: Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem), Exemplo 1.62 (Ntcleo e imagem da derivada),
Corolario 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)

Aderivada. D : P,(R) — Pn(R), D(p) = p’. O nucleo sdo as constantes, de dimens&o
1, logo dimIm(D) = (n+1) — 1 = n; e de fato Im(D) = P,_1(R). Note que D néo é
injetora nem sobrejetora — coerente com o Coroldrio 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora
equivale a sobrejetora), que s6 proibe uma das duas sem a outra.

ex-derivada-nucleo-e-imagem-contados

Exemplo 2.99 (Uma dimensao dificil de calcular na mao)

Requer: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Exemplo 2.76 (Dimensoes de R”, P, (RR) e

M;rzxn(R>)

Uma dimensdo dificil de calcular na mio. Em V = M3j.3(R), seja
S={AeV:ay+ap+az=an+axn+as=az +as+as},

isto é, as matrizes cujas trés linhas tém a mesma soma. Definindo T : V — R2 por
T(A) = (r1 —ra, r2 —r3), onde r; é a soma da i-ésima linha, temos S = N(T). E T
é sobrejetora: a matriz com primeira linha (1,0,0) e o resto nulo vai em (1,0); a com
terceira linha (1,0,0) e o resto nulo vai em (0, —1). Logo

dimS=9-2=7.

O teorema é usado aqui como ferramenta de cdlculo, e ndo como resultado estrutural.
Achar uma base desse S a mdo é desagradédvel; a contagem sai em trés linhas.

ex-matrizes-com-linhas-de-mesma-soma

62



Capitulo 3

Matrizes e sistemas lineares

A matriz de uma transformacao linear e mudanga de base

Motivacgao 3.1 (Por que uma transformacao linear tem matriz)

Requer: Proposicdo 2.67 (As coordenadas ddo um isomorfismo com R"), Proposi¢do 1.52 (Uma trans-
formacdo linear fica determinada num conjunto gerador), Proposicdo 1.53 (Transformacao linear com val-
ores dados em ey, ..., e;,)

Dois fatos sobre bases:

* Se B = (vy,...,0,) é base de V, a aplicagdo de coordenadas ¢g(v) = [v]p é um
isomorfismo V. — R" (Proposi¢do 2.67 (As coordenadas ddo um isomorfismo com
R™)).

¢ Uma transformagéo linear fica determinada pelos valores que assume numa base
(Proposigdo 1.52 (Uma transformacdo linear fica determinada num conjunto ger-
ador)) — e esses valores podem ser prescritos livremente (Proposicao 1.53 (Trans-
formacao linear com valores dados em ey, . . ., e;)).
A segunda observagdo é o que torna possivel a definicdo de matriz de uma transfor-
macao linear (Definicdo 3.2 (Matriz de uma transformacdo linear)); a primeira é o que a
torna util.

Veja também: Definigado 3.2 (Matriz de uma transformacao linear)

mot-matriz-de-uma-transformacao

Defini¢ao 3.2 (Matriz de uma transformacao linear)

Requer: Definicdo 2.66 (Coordenadas numa base), Defini¢do 1.36 (Transformacéo linear)

Sejam T : V — W linear, B = (vy,...,v,) basede Ve C = (wy, ..., w,) base de W. A
matriz de T nas bases B e C é a matriz [T]cp € Myxn(R) cuja j-ésima coluna é [T (v;)]c.
Em férmula: os ntimeros a;; definidos por

T(Uj) = A1jW1 + A2jW2 + -+ A+ Ay Wi (] =1,...,n)

séo as entradas de [T]cp = (a;j).
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¢coT = M, © 95

9B comuta ¢c C
isto &, [T(v)]c = [T]cs [v]5-

m

IRn

Y

X [T]CB X

O quadrado que define a matriz de T. As duas setas verticais sdo as bases (Proposicio 2.67 (As coordenadas dio
um isomorfismo com R™)); a de cima é a transformacio que interessa; a de baixo é uma matriz. Dizer “a matriz de T”
¢ dizer que existe uma tinica seta de baixo que faz o quadrado comutar.

Duas armadilhas de notagdo. (i) A base do contradominio vem primeiro no simbolo
[T]cp, na mesma ordem em que aparece na férmula [T(v)]c = [T]cp[v]p (Proposicao 3.3
([T(v)]c = [T]cg [v]p)) — o B fica encostado no [v]p. (i) Os indices de a;; estao “troca-
dos” em relagao a expressao de T(v;), e isso é proposital, para que a férmula do produto
de matrizes saia certa.

Usado em: Corolario 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel), Corolario 3.16
(Matrizes semelhantes representam o mesmo operador), Definigao 8.22 (Operador diagonalizavel), Definigao 3.12
(Matriz de mudanga de base), Exemplo 3.4 (A matriz da derivada em duas bases), Exemplo 3.5 (A ma-
triz da identidade), Exemplo 3.6 (Matriz de uma transformagdo Mpy.>(R) — P3(R)), Proposi¢do 3.3
([T(v)]c = [T]cg [v]B), Proposicdo 6.36 (A matriz da adjunta em bases ortonormais), Proposic¢do 5.56 (Op-
erador induzido no quociente e matriz em blocos), Proposicdo 3.9 (L((, V), W) = M,x»(R)), Teorema 3.7
(A matriz da composta é o produto das matrizes), Teorema 5.17 (A matriz da transposta é a transposta da
matriz)

Veja também: Motivagdo 3.1 (Por que uma transformacao linear tem matriz), Corolario 1.54 (Toda
transformacdo linear R"” — R” é multiplica¢do por uma matriz), Proposi¢do 3.3 ([T(v)]c = [T]cs [v]B)

def-matriz

Proposi¢do 3.3 ([T(v)]c = [T|cs [v]B)
Requer: Defini¢do 3.2 (Matriz de uma transformagao linear)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 2.67 (As coordenadas ddao um isomorfismo com R")

Com a notagdo da Definicdo 3.2 (Matriz de uma transformacdo linear), vale
[T(v)]c = [T)cp[v]pg  paratodov €V,

e [T|cp € a vinica matriz com essa propriedade.

coluna j
=
s =1 , aplique T ao j-ésimo vetor de B
% % = % % e escreva o resultado na base C
[Tlcs

Como se monta a matriz, na prdtica. Uma coluna de cada vez, e cada coluna é uma conta de coordenadas na base
de chegada. Os erros de sinal ou de transposicdo vém, em geral, de esquecer que a conta é feita em C, ndo em B.

A leitura da unicidade: multiplicar por e; 1é a j-ésima coluna. E a razao de a definigao ser
“por colunas”.
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Demonstracdo

Escreva v = }; xvj, isto é, [v]p = (x1,...,%n). Pela linearidade de T e de [ - ]c,
7)) = [ Tx7(0)] = Ty [T(ople = L - (-ésima coluna de [T]cs) = [Tles [ls,
j j j

onde a ultima igualdade é a defini¢do de produto matriz-vetor.
Unicidade: se M satisfaz [T(v)]c = M][v]p para todo v, tome v = v;. Como [v;]p = ¢}, 0
produto Me; é a j-ésima coluna de M; logo essa coluna é [T(v)]c,e M = fT]CB.

Usado em: Proposicdo 3.13 (Mudanga de coordenadas) (dem.), Teorema 3.7 (A matriz da composta é o
produto das matrizes) (dem.)

prop-acao

Exemplo 3.4 (A matriz da derivada em duas bases)

Requer: Definicao 3.2 (Matriz de uma transformagéo linear), Exemplo 1.39 (A derivada é linear), Ex-
emplo 2.70 (A base (1,x,...,x") de P, (R))

A derivada em P3(R). Com B = C = (1,x,x% x3), temos D(1) = 0, D(x) = 1,
D(x?) = 2x, D(x®) = 322, logo

0100
00 20
DPlss= 1o 0 0 3
0 0 0O
Agora troque a base para B’ = (1, x, "72, %3): como D(i—l,c) = %, a matriz vira
0100
0 01O
[D]B’B’ - 0 O 0 1
00 0O

O mesmo operador, duas matrizes. A segunda é claramente mais simples — e escolher bem
a base para simplificar a matriz é, em uma frase, o assunto de metade do curso.
Usado em: Exemplo 8.20 (Dois operadores que derivam: D e x D)

ex-matriz-da-derivada

Exemplo 3.5 (A matriz da identidade)

Requer: Defini¢do 3.2 (Matriz de uma transformagao linear)

A identidade. [1d|gp = I, para qualquer base B. Mas [Id|cp com C # B ndo é a
identidade — é a matriz de mudanca de base (Definicao 3.12 (Matriz de mudanca de
base)).

Veja também: Defini¢do 3.12 (Matriz de mudanca de base)

ex-matriz-da-identidade

Exemplo 3.6 (Matriz de uma transformagdo Mj.»(R) — P3(RR))

Requer: Defini¢do 3.2 (Matriz de uma transformagéo linear), Exemplo 2.70 (A base (1,x,...,x") de
Py (R)), Exemplo 2.71 (A base das matrizes elementares), Defini¢do 1.58 (Ntcleo e imagem)
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Uma transformacio entre espacos diferentes. Seja T : Mo 2(R) — P3(R),

(Z Z) —s (a+d)+ (a+b+c)x+ (b+c+d)x®+ax.

Nas bases E = (Eq1, E1a, Ez1, Exn) e F = (1,x,x2,x3), cada coluna sai avaliando T numa
Eij: T(E11) =1+ x+x%, T(E1p) = x + x%, T(Ez1) = x + x%, T(Epz) = 1+ x?, e portanto

Mg =

—_ O =
O~ =k O
O R =k O
O =R O -

Repare que as colunas 2 e 3 sdo iguais: ja se lé dai que T ndo é injetora, e que E;p — Ep; €
N(T).
E um primeiro exemplo de “ler a transformacdo na matriz”.

ex-matriz-entre-espacos-diferentes

Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das matrizes)

Requer: Definicao 3.2 (Matriz de uma transformacao linear), Proposigao 1.49 (A composta de trans-
formagdes lineares € linear)

A demonstracdo exige: Proposicdo 3.3 ([T(v)|c = [T]cp [¢])

Sejam T : V — WeS: W — U lineares, e B, C, D bases de V, W, U. Entao

[SoT]pg = [SIpc [T]cs-

Demonstracdo

Para todo v € V, aplicando duas vezes a Proposicao 3.3 ([T(v)|c = [T|cg [v]B),

(5o T)(v)]Ip = [S$(T(v)) Ip = [SIpc [T(v)lc = [S]pc(T]cs [v]s-

Pela unicidade na Proposi¢éo 3.3 ([T(v)]c = [T]cs [v]s), [S o Tlps = [S|pc[T]cs-

Usado em: Exemplo 3.11 (Rotagdes e as férmulas de adigao), Nota 3.8 (Por que o produto de matrizes é
definido assim), Corolério 5.18 ((AB)! = B A') (dem.), Corolério 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua
matriz é invertivel) (dem.), Teorema 3.14 (Mudanga de base de um operador: [T]gp = P~1[T]3pP) (dem.)

thm-comp

Nota 3.8 (Por que o produto de matrizes é definido assim)

Requer: Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das matrizes)

O Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das matrizes) ndo é um fato sobre
matrizes: é a razdo de o produto de matrizes ser definido daquele jeito estranho, com
linhas contra colunas. A defini¢do de produto foi escolhida para que a composicdo de
transformagdes lineares corresponda a ele. O produto de matrizes ndo é uma convengdo
arbitréria.
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T S
1% > W > U
¢B socl ¢D
n > R™ > RP
[T]cs [Slbc
[SIpclT]ca

Dois quadrados colados. Percorrer o caminho de cima e descer é o mesmo que descer e percorrer o de baixo — e é
s0 isso que o teorema diz. A seta verde de baixo é o produto de matrizes; a de cima é a composigio.

nota-produto

Proposi¢dao 3.9 (L((, V), W) = M, (R))
Requer: Defini¢do 3.2 (Matriz de uma transformacao linear), Proposi¢do 1.51 (L((, V), W) é um espaco
vetorial), Definigdo 1.66 (Isomorfismo), Defini¢do 2.75 (Dimensao)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 1.52 (Uma transformagdo linear fica determinada num conjunto
gerador), Proposicao 1.53 (Transformacao linear com valores dados em ey, . . ., e;), Proposicao 2.67 (As coor-
denadas dao um isomorfismo com R"), Corolario 2.95 (Isomorfos se e somente se tém a mesma dimensao),
Exemplo 2.76 (Dimensdes de R”, P, (R) e My« (R))

A aplicagdo ¥(T) = [T|cp é um isomorfismo L((, V), W) = M,xn(R). Em particu-
lar, dim £((, V), W) = mn.

Demonstracdo

Linear: (T + AS)(vj) = T(vj) + AS(v;), e [ - ¢ € linear; logo as colunas se somam.

Injetora: se [T]cp = 0, entdo T(v;) = 0 para todo j; como os v; geram V, T = 0.

Sobrejetora: dada M = (a;;), defina T prescrevendo T(v;) = Y;a;jw; — o que é legitimo,
porque uma transformacao linear pode ser definida liviemente numa base (Proposicao 1.53 (Trans-
formacdo linear com valores dados emey, . .., ¢,), transportada pelo isomorfismo de coordenadas
da Proposigdo 2.67 (As coordenadas ddo um isomorfismo com IR")). Por construgdo [T]cg = M.

Logo dim £((, V), W) = dim M, xn(R) = mn.

Usado em: Coroldrio 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel) (dem.), Proposi¢do 5.7
(Dimensao do dual; o ndcleo de um funcional ndo nulo) (dem.)

prop-matriz-de-transformacao-e-isomorfismo

Corolario 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel)
Requer: Definicdo 3.2 (Matriz de uma transformacéo linear), Defini¢do 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das matrizes), Proposi¢do 3.9

(ﬁ((, V)/ W) = Muxn (IR))

T : V — W é isomorfismo se e somente se [T]cp é invertivel; e nesse caso [T~ !]pc =
-1
([Tlcs)

Demonstracdo

Se T é isomorfismo, de T"1oT = Idy e To T~! = Idy e do Teorema 3.7 (A matriz da
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composta é o produto das matrizes) vem

(T YpclTlca =1 e  [TlcalT g = L,

o que ja dé tudo. Reciprocamente, se [T|cp € invertivel, seja S a transformagdo com [S|pc =
([T]c) !, que existe pela Proposicao 3.9 (L((, V), W) = Myxu(R)); entdo [So T]pg = I e [T o
Slcc = I, e pela injetividade de ¥ concluimos So T =Ide T o S = Id.

Usado em: Exemplo 4.29 (Vandermonde e interpolagao), Corolario 3.16 (Matrizes semelhantes repre-
sentam o mesmo operador) (dem.), Proposicao 3.36 (Inversa por escalonamento) (dem.), Proposigdo 4.24 (T é
isomorfismo se e somente se det T # 0) (dem.), Proposi¢do 3.13 (Mudanga de coordenadas) (dem.)

cor-inv

Exemplo 3.11 (Rotagoes e as férmulas de adi¢ao)

Requer: Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das matrizes), Exemplo 1.44 (Rotagdo e pro-
jecao em R?)

Rotagdes, e as formulas de adigio de graga. Seja Ty : R? — R? a rotagdo de angulo 6. Na

base canOnica,
cosf —senf
[To] = <sen9 cos 0 ) !

porque a primeira coluna é a imagem de ¢; e a segunda a de e;. Como Ty o T, = Ty, O
Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das matrizes) da

cos® —senb) (cosp —seng) [cos(0+¢) —sen(6+ @)
senf cos@ seng cosg ) \sen(60+¢) cos(6+¢) )’

e comparando a primeira coluna dos dois lados saem
cos(f + ¢) = cosf cos ¢ —senBsen ¢, sen(f + ¢) = senf cos ¢ + cos 0 sen ¢.

Usado em: Exemplo 8.49 (Rotagdo com dilatagdo: a matriz de a + ib), Exemplo 8.21 (A rotagdo ndo
tem autovalor real), Teorema 9.10 (Toda rotagio de R® tem um eixo) (dem.)

ex-rotacao-matriz

Defini¢ido 3.12 (Matriz de mudanga de base)

Requer: Definicao 3.2 (Matriz de uma transformagao linear)

Sejam B e B’ bases de V. A matriz de mudanga de base de B’ para B é

[]gp := [1dv |Bm/,

isto é, a matriz cuja j-ésima coluna é [v;] g, onde B’ = (v},...,0)).
E o0 caso particular T = Id da Definigdo 3.2 (Matriz de uma transformagéo linear); por
isso a mudanga de base ndo exige nenhuma ideia nova.

Usado em: Corolario 6.16 (Mudanca entre bases ortonormais: matrizes ortogonais), Proposicao 7.3
(Matriz de uma forma bilinear), Proposicdo 3.13 (Mudanca de coordenadas), Teorema 3.14 (Mudanca de
base de um operador: [T]gp = P~![T|pP)

Veja também: Exemplo 3.5 (A matriz da identidade)

def-mudanca

68



Proposicao 3.13 (Mudanca de coordenadas)
Requer: Definigdo 3.12 (Matriz de mudanga de base)

A demonstracdo exige: Proposicdo 3.3 ([T(v)]c = [T]cp [v]p), Corolério 3.10 (T é isomorfismo se e
somente se a sua matriz é invertivel)

Paratodov € V vale [v]g = [I]pp [0]p- Além disso [I]pp é invertivel, com ([I]pp/) ! =
] B
A matriz [I]pp ndo muda o vetor: ela muda a descrigdo do vetor. E cuidado com a diregéo:
as colunas de [I]gp sdo os vetores de B’ escritos em B, e ela converte coordenadas de B’
em coordenadas de B. E invertido em relacdo ao que a intuigio sugere. Em resumo:
colunas de B' em B; converte B' em B.

Demonstracdo

A primeira afirmagdo é a Proposicao 3.3 ([T(v)|c = [T|cp [v]p) aplicadaa T = Id. A segunda
é o Coroldrio 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel) aplicadoa T = 1d,
que é isomorfismo.

Usado em: Exemplo 3.17 (Mudanga de base em P, (R): um exemplo completo), Proposigéo 7.3 (Matriz
de uma forma bilinear) (dem.), Teorema 3.14 (Mudanga de base de um operador: [T]g g = P~ [T]ppP) (dem.)

prop-mudanca

Teorema 3.14 (Mudanga de base de um operador: [T]pp = P~ [T|ppP)
Requer: Defini¢ao 3.12 (Matriz de mudanga de base)

A demonstracdo exige: Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das matrizes), Proposicao 3.13
(Mudanga de coordenadas)

Seja T : V — V linear e sejam B, B’ bases de V. Pondo P = [I|pp, vale

[T]B/B/ = P_l [T]BB P.

P = [I]pp
n 5 R"
B > Ry
o caminho direto (verde)
(] (1] é igual ao desvio (azul-rosa—azul):
' B/ BB
o traduza para B, aplique T,
traduza de volta.
no_ n
IRB’ - 1 IRB
P =[llps

A mudanga de base como um desvio. Os quatro cantos sido o mesmo R", com diciondrios diferentes; a formula
P~YT]pP s6 diz que dd no mesmo traduzir, agir e destraduzir. Desenhado assim, ninguém erra a ordem dos fatores
nem qual é a inversa.

Demonstracdo

Escreva T = Id o T oId e aplique o Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das
matrizes) duas vezes, escolhendo as bases de modo a atravessar B:

[Tlpe = [1d]pp [T)ps [1d]pp = [I1p5 [Tss [[1ssr = P~ [T]p5P.
Usado em: Defini¢do 4.23 (Determinante de um operador), Exemplo 3.17 (Mudanga de base em P, (IR):

um exemplo completo), Corolario 3.16 (Matrizes semelhantes representam o mesmo operador) (dem.)

thm-conj

69



Definicao 3.15 (Matrizes semelhantes)

Duas matrizes A, A’ € M,,x»(R) sdo semelhantes (ou conjugadas) quando existe P
invertivel com A’ = P~1AP.

Usado em: Coroldrio 3.16 (Matrizes semelhantes representam o mesmo operador), Exercicio 9.27 (Mesma
assinatura implica mesmos autovalores?) (dem.)

Veja também: Teorema 3.14 (Mudanca de base de um operador: [T]pp = P~1[T]3pP)
def-semelh

Coroldrio 3.16 (Matrizes semelhantes representam o mesmo operador)

Requer: Definigdo 3.15 (Matrizes semelhantes), Defini¢dao 3.2 (Matriz de uma transformacéo linear)

A demonstracdo exige: Teorema 3.14 (Mudanga de base de um operador: [T|pp = P~ [T]3gP),
Coroléario 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel)

Duas matrizes representam o mesmo operador T : V' — V em bases diferentes se e
somente se sdo semelhantes.

Demonstracdo

Uma diregdo é o Teorema 3.14 (Mudanca de base de um operador: [T]gp = P~![T]psP).
Reciprocamente, se A’ = P~'AP e A = [T|pp, seja B’ a base cujos vetores tém por coordenadas
em B as colunas de P; ela é base porque P é invertivel (Coroldrio 3.10 (T ¢é isomorfismo se e
somente se a sua matriz é invertivel)), e por construgdo [I|gp = P, donde [T]gp = A’'.

Usado em: Nota 3.18 (Quando a matriz de um operador é diagonal)

Veja também: Nota 3.18 (Quando a matriz de um operador é diagonal)

cor-semelh

Exemplo 3.17 (Mudanga de base em P;(R): um exemplo completo)

Requer: Teorema 3.14 (Mudanca de base de um operador: [T]|gp = Pil[T]BBP), Proposicao 3.13
(Mudanga de coordenadas), Coroldrio 2.81 (Em dimensao n: n vetores LI, ou n geradores, formam base)

Em P;(R), sejam

B=(1,t1t) e B =1+t t+t31+1¢).

(i) B’ é base e a matriz de mudanca. As coordenadas dos vetores de B’ na base B sdo
(1,1,0),(0,1,1) e (1,0,1), logo

1

o

10
P=[Ilgg =11
01

—_

Esses trés vetores sdo LI —de a(1,1,0) + b(0,1,1) +¢(1,0,1) =0vema+c=0,a+b =
Oeb+c=0,dondea =b =c=0—,logo B’ ébase pelo item (b) do Corolario 2.81 (Em
dimensdo n: n vetores LI, ou n geradores, formam base). A matriz P é invertivel pela
Proposicdo 3.13 (Mudanga de coordenadas), e um cdlculo direto da

1 1 1 -1

13—1:[1]3,13:E -1 1 1
1 -1 1
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(i) Coordenadas. Para p = 1+ 2t + 3t?, temos [p]s = (1,2,3) e
[Pl =P 'plg=3(1+2-3, —1+2+43,1-2+3) = (0,2, 1),

o que se confere: 2(t + #2) + (1 +#2) = 1+ 2t +3t2. v
(iii) Um operador nas duas bases. Tome D(p) = p’. Entdo

010 . 1 3 2
[Dlgs =10 0 2, [D]B’B/:Pfl[D]BBPZQ =il 1 2
00 0 1 -1 -2

Confira uma coluna diretamente, que é o que convence: D(1+1t) =1,el = %(1 +t)—
S+ 12+ 3(1+12), isto é [D(1+t)]p = 3(1,—1,1) — que é exatamente a primeira
coluna. v/

ex-p2

Nota 3.18 (Quando a matriz de um operador é diagonal)

Requer: Corolario 3.16 (Matrizes semelhantes representam o mesmo operador)

A pergunta que fica. Pela Defini¢do 3.2 (Matriz de uma transformacao linear), a matriz
[T|gp € diagonal exatamente quando

T(v;) =cjv;  paratodo j,
isto é, quando cada vetor da base é levado por T em um mdiltiplo de si mesmo. Duas
perguntas se impdem:
(1) dado T, existe uma base assim?

(2) quando existe, como aché-la?

Sao as perguntas da diagonaliza¢do (Defini¢cao 8.22 (Operador diagonalizdvel)). Por ora,
note que a resposta a (1) é ds vezes: a rotagdo de 90° em R? nio leva reta nenhuma nela
mesma, logo ndo ha base em que sua matriz seja diagonal.

* *

andar dentro da caixa;

*> trocar de base =
*

/Classe de semelhan(gg de*j )
<*
a pergunta das aulas 18-21:

* *
* *
hd uma matriz diagonal
( @ o ) dentro dela?

¢

iste?
\ existe? /

Todas as matrizes de um mesmo operador, em todas as bases posstveis, formam uma caixa — a classe de semel-
hanga. Escolher a base é escolher um elemento dessa caixa, e a pergunta natural é se existe um elemento diagonal.

Usado em: Teorema 8.23 (Critério de diagonaliza¢do) (dem.)

Veja também: Defini¢do 8.22 (Operador diagonalizavel), Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoes-
paco)

nota-diag

Sistemas lineares: escalonamento, posto e o conjunto solugao
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Definigdo 3.19 (Sistema linear)
Requer: Exemplo 1.38 (Multiplicagdo por uma matriz)

Um sistema linear de m equagdes e n incognitas é

a1x1 + -+ axy = by
ou, em forma matricial, AX =,

Am X1+ -+ ApnXy = bm

com A = (a;) € Muxn(R), X € R"eb € R". Amatriz [A | b] € My, (n41)(R) éa
matriz ampliada. O sistema é homogéneo quando b = 0.

Usado em: Coroldrio 4.27 (Regra de Cramer), Coroldrio 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensao
do conjunto solugdo), Corolario 5.35 (Alternativa de Fredholm), Corolario 3.25 (Mais incégnitas do que
equacdes: ha solugdo ndo trivial), Nota 5.27 (O anulador em R" sédo as equagdes), Nota 3.20 (Duas leituras
de um sistema: por linhas e por colunas), Proposi¢ao 3.21 (AX = b tem solucdo quando b estd na imagem
de T,), Proposigao 3.27 (Operacdes elementares nao alteram o conjunto solucao), Teorema 3.22 (O conjunto
solugdo é Xy + N(A)), Teorema 3.32 (Critério de compatibilidade pela forma escada), Teorema 6.30 (Mini-
mos quadrados: as equa¢des normais)

Veja também: Nota 1.61 (Sistemas lineares, antecipados)
def-sist

Nota 3.20 (Duas leituras de um sistema: por linhas e por colunas)

Requer: Definicdo 3.19 (Sistema linear)
H4 duas leituras da equagdo AX = b:
 Por linhas. Cada equagdo a;1x1 + - - - + ai,X, = b; descreve um hiperplano (afim) de

R", e o conjunto solugéo é a intersecao dos m hiperplanos.

* Por colunas. Escrevendo A = [Cy - -+ C, ] em colunas,
AX =x1C1 +xC + - - 4+ x,Cy,

de modo que resolver AX = b é perguntar de quantas maneiras b se escreve como com-
binacdo linear das colunas de A.

A primeira leitura é a geométrica; a segunda é a que conecta os sistemas com combi-
nagdes lineares, geradores e imagem.
Usado em: Proposicao 3.21 (AX = b tem solugdo quando b estd na imagem de T4 ) (dem.)

nota-duas

Proposicdo 3.21 (AX = b tem solucdo quando b estd na imagem de T,)

Requer: Definicao 3.19 (Sistema linear), Defini¢ao 1.58 (Ntcleo e imagem), Definigao 2.37 (Conjunto
gerador)

A demonstracdo exige: Nota 3.20 (Duas leituras de um sistema: por linhas e por colunas)

O sistema AX = b tem solugio se e somente seb € Im(T4) = [Cy,...,Cy |. Em particular,
AX = b tem solugio para todo b € R™ se e somente se as colunas de A geram R™.
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IR’"\

compativel

]Rm\

incompativel

posto A = posto[ A | b] posto A < posto[ A | b]

A pergunta da compatibilidade é uma pergunta de pertinéncia: b estd ou ndo no subespago gerado pelas colunas?
Acrescentar b como uma coluna a mais faz o posto subir exatamente no caso incompativel — é isso que o Teorerna 3.32
(Critério de compatibilidade pela forma escada) transforma num teste prdtico.

Demonstracdo

E a Nota 3.20 (Duas leituras de um sistema: por linhas e por colunas) relida: existir X com
AX = b é existir uma combinacéo linear das colunas igual a b.

Usado em: Coroldrio 5.35 (Alternativa de Fredholm) (dem.)

Veja também: Teorema 3.32 (Critério de compatibilidade pela forma escada), Nota 1.61 (Sistemas
lineares, antecipados)

prop-compat

Teorema 3.22 (O conjunto solugio é Xy + N(A))

Requer: Definicao 3.19 (Sistema linear), Defini¢ao 1.58 (Ntcleo e imagem)

Suponha que AX = b tenha alguma solugio Xo. Entdo o conjunto de todas as solugoes é

{XeR": AX =b} = Xo+N(A) = {Xo+Y : AY =0}.

Demonstracdo

(D)Se AY =0,entdo A(Xo+Y) = AXo+AY =b+0=0.

(€)Se AX =b,ponha Y = X — X. Entdo AY = AX —AXy=b—-b=0,istoé,Y € N(A), e
X=Xp+Y.

Usado em: Exemplo 3.38 (Discussdo de um sistema com parametro), Coroldrio 3.24 (dimN(A) =
n — posto A: a dimensdo do conjunto soluc¢do) (dem.)

Veja também: Proposicao 1.59 (As fibras de T sdo translagdes do nticleo), Nota 1.61 (Sistemas lineares,
antecipados)

thm-afim

Defini¢io 3.23 (Posto de uma matriz)

Requer: Definicao 2.75 (Dimenséo), Definigao 1.58 (Ntcleo e imagem), Exemplo 1.38 (Multiplicacao
por uma matriz)

Opostode A € M,,,,(R) é posto A := dimIm(T,), isto é, a dimensdo do subespago
gerado pelas colunas de A. (Por isso ele também é chamado posto-coluna; o posto-linha
da o mesmo nimero: Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas).)

Usado em: Corolario 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia), Coroldrio 3.24 (dim N(A) = n —
posto A: a dimensdo do conjunto solugdo), Corolario 5.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas, pelo
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dual), Exemplo 8.30 (Uma matriz 3 x 3 diagonalizdvel com autovalor duplo), Exemplo 8.31 (Raizes reais,
mas nao diagonalizével), Proposicao 3.31 (Os pivos contam o posto), Teorema 3.32 (Critério de compatibil-
idade pela forma escada), Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas), Exercicio 3.45 (Toda
base de M3 4> (R) contém uma matriz invertivel?) (dem.)

Veja também: Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas)
def-posto

Corolério 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensio do conjunto solucéo)

Requer: Definigdo 3.23 (Posto de uma matriz), Defini¢do 3.19 (Sistema linear)

A demonstracdo exige: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Teorema 3.22 (O conjunto
solugdo é Xy + N(A))

Para toda A € My xn(R) vale dim N(A) = n — posto A. Em consequéncia, se AX = b é
compativel, o seu conjunto solucio é um subespaco afim de R" de dimensio n — posto A: um
transladado do espago solugdo do sistema homogéneo associado.

X+ N(A)
A (AX
X EN(A)

Xo as duas retas sdo
paralelas: mesma
direcdo, alturas

_  diferentes.
0 dim = n — posto A
N(A)
(AX =0)

O teorema em uma figura. O conjunto solucio de um sistema compativel é o espago solugio do homogéneo
empurrado por uma solugdo particular qualquer. Ele tem a mesma dimensdo, mas nio passa pela origem — e por isso
ndo é subespago, a menos que b = 0.

Trés leituras da figura: o conjunto solugao nao é subespaco, salvo se b = 0; trocar X por
outra solu¢do ndo muda o conjunto; e se N(A) = {0} ele se reduz a um ponto: a solugdo
é tnica.

Demonstracdo

E o Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem) aplicado a T4 : R" — R™ n =
dim N(T4) + dimIm(T,). O resto é o Teorema 3.22 (O conjunto solugdo é Xy + N(A)).

Usado em: Exemplo 3.39 (As duas descri¢des de um subespago: geradores e equacdes), Exemplo 3.37
(Um sistema resolvido por completo), Nota 3.40 (O teorema do nticleo e da imagem em quatro roupas),
Corolério 3.25 (Mais incégnitas do que equagdes: ha solucdo ndo trivial) (dem.), Proposigao 3.31 (Os pivos
contam o posto) (dem.)

Veja também: Exemplo 2.96 (Sistemas homogéneos: dimensao do espaco de solugoes)

cor-dimsol

Coroldrio 3.25 (Mais incégnitas do que equagdes: ha solucao nao trivial)
Requer: Definigdo 3.19 (Sistema linear)

A demonstracdo exige: Coroldrio 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto solucao)
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Se m < n— mais incégnitas do que equagdes —, entao o sistema homogéneo AX = 0
tem solugdo néo trivial.
O enunciado é o do Lema 2.52 (Sistema homogéneo com mais incégnitas do que equagdes),
usado na demonstra¢do do lema da troca (Lema 2.53 (Lema da troca)); aqui ele sai da
contagem de dimensdes.

Demonstracdo
posto A = dimIm(T,) < dimR" = m < n,logo dim N(A) = n — posto A > 0.

Veja também: Lema 2.52 (Sistema homogéneo com mais incégnitas do que equagdes), Lema 2.53
(Lema da troca)

cor-maisinc

Definicao 3.26 (Operacdes elementares)

Uma operacao elementar sobre as linhas de uma matriz é uma das trés:
(I) trocar duas linhas de posicdo;

(I) multiplicar uma linha por um escalar A # 0;

(III) somar a uma linha um multiplo de outra.

Usado em: Proposicao 4.10 (Operagdes de coluna e o determinante), Proposi¢do 3.27 (Operagdes ele-
mentares ndo alteram o conjunto solugdo), Teorema 3.30 (Toda matriz tem uma forma escada reduzida)
def-opel

Proposicao 3.27 (Operacdes elementares ndo alteram o conjunto solucao)

Requer: Definicao 3.26 (Operagdes elementares), Definigao 3.19 (Sistema linear), Defini¢do 2.17 (Sube-
spaco gerado)

Operagdes elementares sobre [ A | b] ndo alteram o conjunto solug¢do de AX = b.
Mais ainda: elas ndo alteram N(A) nem o espago gerado pelas linhas de A.

Demonstracdo

Cada operagdo é reversivel — (I) por si mesma, (II) multiplicando por A~1, (III) subtraindo o
mesmo mdltiplo. Logo basta ver que toda solugdo do sistema antigo é solugdo do novo, o que
é imediato: cada equacdo nova é combinacédo linear das antigas. Aplicando o mesmo raciocinio
a operagdo inversa, os dois conjuntos solugdo coincidem. O mesmo argumento com b = 0 d4
N(A) inalterado, e o fato de que cada linha nova é combinagdo das antigas (e vice-versa) d4 o
espago-linha inalterado.

Usado em: Nota 3.28 (Operagoes elementares como multiplicacdo por matrizes), Proposi¢do 3.31 (Os
pivos contam o posto) (dem.), Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas) (dem.)
prop-opel

Nota 3.28 (Operacdes elementares como multiplicacdo por matrizes)

Requer: Proposigao 3.27 (Operagoes elementares nao alteram o conjunto solugao)

Em termos de matrizes: cada operagdo elementar é a multiplicagdo a esquerda por
uma matriz E invertivel (a matriz elementar correspondente, obtida aplicando a op-
eragdo a identidade). Assim, escalonar é passar de AX = b para (EA)X = Eb, e a
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Proposigdo 3.27 (Operagdes elementares ndo alteram o conjunto solugdo) vira a obser-
vacdo de que EAX = Eb <= AX = b quando E é invertivel.

Vale destacar o que ndo se preserva: as operagdes de linha mudam o espago gerado
pelas colunas. Elas preservam o ntcleo e o espago-linha, e é s6 isso que usaremos.

Usado em: Proposicdo 3.36 (Inversa por escalonamento) (dem.)

nota-elem

Definicao 3.29 (Forma escada)

Uma matriz estd na forma escada quando: as linhas nulas ficam abaixo das ndo nulas,
e o primeiro elemento ndo nulo de cada linha — o pivé — estd estritamente a direita do
pivd da linha acima. A forma é reduzida quando, além disso, todo pivo vale 1 e é o
unico elemento ndo nulo da sua coluna.

Usado em: Proposi¢do 3.36 (Inversa por escalonamento), Proposi¢do 3.31 (Os pivds contam o posto),
Teorema 3.32 (Critério de compatibilidade pela forma escada), Teorema 3.30 (Toda matriz tem uma forma
escada reduzida)

def-escada

Teorema 3.30 (Toda matriz tem uma forma escada reduzida)

Requer: Definicao 3.29 (Forma escada), Definicdo 3.26 (Operagdes elementares)

Toda matriz pode ser levada a uma forma escada reduzida por uma sequéncia finita de oper-
acdes elementares.

Demonstracdo

(O algoritmo de Gauss—Jordan.) Procure a primeira coluna nédo nula; troque linhas para por
nela uma entrada ndo nula, divida a linha por essa entrada para o pivo virar 1, e some miltiplos
dessa linha as demais para zerar o resto da coluna. Repita o procedimento na submatriz que
sobra abaixo e a direita. Como a cada passo descemos uma linha, o processo termina em no
maximo m passos.

Usado em: Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas) (dem.)

Veja também: Nota 3.33 (O que se 1é na forma escada reduzida), Lema 2.52 (Sistema homogéneo com
mais incégnitas do que equagdes)

thm-gauss

Proposicao 3.31 (Os pivos contam o posto)
Requer: Definigdao 3.29 (Forma escada), Definigdo 3.23 (Posto de uma matriz)

A demonstracdo exige: Proposicdo 3.27 (Operagdes elementares ndo alteram o conjunto solugio),
Corolério 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto solugao)

Seja R uma forma escada de A, com p pivos. Entdo posto A = pedim N(A) = n — p.

Demonstracdo

Pela Proposigdo 3.27 (Operagdes elementares ndo alteram o conjunto solugdo), N(R) = N(A).
Em R, atribuindo valores arbitrarios as n — p variaveis livres, cada equagdo determina, de baixo
para cima, a varidvel do pivo correspondente: existe uma e uma s6 solugdo para cada escolha.
Isso exibe uma bije¢do linear entre R"~7 e N(R), logo dimN(A) = dimN(R) = n — p. Pelo

76



Corolario 3.24 (dimN(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto solugdo), posto A = n —
dimN(A) = p.

Usado em: Nota 3.33 (O que se lé na forma escada reduzida), Nota 3.40 (O teorema do ntcleo e da
imagem em quatro roupas), Proposicao 3.36 (Inversa por escalonamento) (dem.), Teorema 3.32 (Critério de
compatibilidade pela forma escada) (dem.), Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas) (dem.)

prop-pivos

Teorema 3.32 (Critério de compatibilidade pela forma escada)

Requer: Definigdo 3.29 (Forma escada), Defini¢ao 3.19 (Sistema linear), Definigdo 3.23 (Posto de uma
matriz)

A demonstracdo exige: Proposi¢ao 3.31 (Os pivos contam o posto)

AX = b é compativel se e somente se, numa forma escada de [ A | b], ndo aparece
nenhuma linha da forma (0 --- 0 | ¢) com ¢ # 0; equivalentemente, se e somente se
posto A = posto[ A | b].

Demonstracdo

Uma linha (0 --- 0| ¢) com ¢ # 0 é a equagdo 0 = ¢, impossivel; e como o escalonamento
preserva o conjunto solugao, o sistema original também ¢é impossivel. Se nenhuma linha assim
aparece, o algoritmo da Proposicao 3.31 (Os pivos contam o posto) produz uma solugao (atribua
0 as livres). Quanto a segunda formulagdo: acrescentar a coluna b faz o nimero de pivos subir
exatamente quando surge um pivo na tltima coluna, isto é, quando aparece uma linha daquele
tipo.

Usado em: Exemplo 3.38 (Discussao de um sistema com pardmetro), Exemplo 3.37 (Um sistema re-
solvido por completo), Nota 3.33 (O que se 1é na forma escada reduzida)

thm-criterio

Nota 3.33 (O que se 1é na forma escada reduzida)

Requer: Proposi¢do 3.31 (Os pivds contam o posto), Teorema 3.32 (Critério de compatibilidade pela
forma escada)

pivos b
@ . . q . i pf)sto A= #{piv.f)s} =3
dim N(A) = #{livres} =2
0 0 @ 0 * * n = posto A +dim N(A)
o o o @O = x
0 0 0 0 0 c se ¢ # 0: incompativel
d L d d IL

n =5 colunas: d = com piv6 (dependente), L = sem pivo (livre)

A forma escada reduzida diz tudo de uma vez. As colunas com pivd ddo as varidveis
dependentes e contam o posto; as colunas sem pivd dado as varidveis livres e contam a
dimensdo do ntucleo. A soma das duas é o niimero de colunas — que é o teorema do
nucleo e da imagem (Corolario 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto
solucdo)), agora visivel a olho nu. E a dltima linha, no bloco de b, é o teste de compati-
bilidade (Teorema 3.32 (Critério de compatibilidade pela forma escada)).

Veja também: Teorema 3.30 (Toda matriz tem uma forma escada reduzida)
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nota-leitura-da-forma-escada

Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas)
Requer: Definicdo 3.23 (Posto de uma matriz)

A demonstracdo exige: Teorema 3.30 (Toda matriz tem uma forma escada reduzida), Proposigdo 3.31
(Os pivos contam o posto), Proposicdo 3.27 (Operagoes elementares ndo alteram o conjunto solucdo)

Para toda A € M,,x»(R), a dimensdo do espago gerado pelas linhas é igual & dimen-
sdo do espaco gerado pelas colunas.

Demonstracdo

Seja R a forma escada reduzida de A, com p pivos.

Pelas colunas: pela Proposicao 3.31 (Os pivos contam o posto), o posto-coluna de A é p.

Pelas linhas: pela Proposigdo 3.27 (Operagdes elementares ndo alteram o conjunto solugéo), A
e R geram o mesmo espago-linha. As linhas ndo nulas de R sdo exatamente p, e sdo LI: numa
combinacao linear nula delas, olhe a coluna do piv6 da i-ésima linha — s6 ela contribui ali, logo
o seu coeficiente é nulo. Portanto o posto-linha de A é p.

Os dois valem p.

Usado em: Coroldrio 3.35 (posto A = posto A e posto A < min{m, n})

Veja também: Coroldrio 5.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas, pelo dual)

thm-linhacoluna

Corolario 3.35 (posto A = posto A’ e posto A < min{m, n})

Requer: Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas)

posto A = posto A’; e posto A < min{m, n}.

cor-posto-limitado

Proposicdo 3.36 (Inversa por escalonamento)
Requer: Defini¢ao 3.29 (Forma escada)

A demonstracdo exige: Corolério 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel),
Proposigdo 3.31 (Os pivos contam o posto), Nota 3.28 (Operagdes elementares como multiplicagdo por ma-
trizes)

Uma matriz A € M,,«,(R) é invertivel se e somente se a sua forma escada reduzida
é I,. Nesse caso, aplicando a [ A | I, ] as operagdes que levam A a I, obtém-se [ I, | A~1].

Demonstracdo

A éinvertivel <= T, é isomorfismo (Corolério 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua
matriz é invertivel)) <= N(A) = {0} eposto A = n <= hé n pivos numa matrizn x n <
a forma escada reduzida é I,,.

Para a segunda parte: se Ey---E;A = I, entdo E; --- E; = A~1; e aplicar as mesmas oper-
agdes a I produz Ey - - - E1I = A~!. Fazer as duas coisas a0 mesmo tempo ¢é justamente escalonar
[A]T].

Usado em: Motivagdo 4.1 (Um nimero que decide a invertibilidade), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale
a A invertivel) (dem.)

prop-inversa
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Exemplo 3.37 (Um sistema resolvido por completo)

Requer: Corolério 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto solugdo), Teorema 3.32
(Critério de compatibilidade pela forma escada)

Um sistema resolvido por completo. Considere

X+2y+3z+4w =1
2+ y+z—w=2
3x -2y + z—2w = 3.

Escalonando a matriz ampliada:

1 2 3 4|1 1 2 3 4 |1 1 2 3 4 |1
211 -112|—]0 -3 -5 -9/0|—1]013 5 9 |0
3 =21 -2]3 0 -8 -8 —-14|0 00 -8 —-15|0

Sdo trés pivos: posto A = 3, e como n = 4, o ntcleo tem dimensdo 1. O sistema é
compativel (nenhuma linha 0 = c), e o conjunto solugdo é uma reta afim de R*.

Uma solugdo particular salta a vista, X9 = (1,0,0,0). Para o ntcleo, resolvemos o
homogéneo de baixo para cima com w = 8:

—8z = 15w = z = —15, 3y=-5z2-9w=75-72=3=y=1,

x=-2y—3z—4w = —-2+45-32 =11
Logo N(A) =[(11,1,-15,8)] e

{X:AX =b} = (1,0,0,0) +#(11,1,-15,8), t€R.

Na figura do Coroldrio 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensédo do conjunto solugio):
o ponto é Xy, a diregdo é (11,1, —15,8), eadimensdo é 1 = 4 — 3. Com b = 0, é o sistema
do Exemplo 2.51 (Em R", testar independéncia é resolver um sistema homogéneo).

Veja também: Exemplo 2.51 (Em R”, testar independéncia é resolver um sistema homogéneo)

ex-sistema

Exemplo 3.38 (Discussdo de um sistema com parametro)

Requer: Teorema 3.32 (Critério de compatibilidade pela forma escada), Teorema 3.22 (O conjunto
solucdo é Xy + N(A))

Uma discussdo. Discutir, segundo a € R,
x+y+z=1

x+2y+az=2
x+ay+2z=a*-2.

Subtraindo a primeira linha das outras duas e depois eliminando:

1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 a 2 — |10 1 a-1 1 — | 0 1 a—1 1
1 a 2(a®-2 0 a—1 1 |a®-3 0 0 —a(a—2)|(@—2)(a+1)
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onde na tltima linha usamos 1 — (a —1)> = —a(a—2)ea®> —3—(a—1) = (a —2)(a+1).
Agora a discussdo € a leitura da tdltima linha:

*a # 0ea # 2: trés pivos, posto A = 3 = n. Sistema compativel determinado:
solugédo tnica.

* 7 = 0: a tltima linha vira (000 | —2). Sistema incompativel.

e g = 2: adltima linha vira (000 | 0). Dois pivés, posto A = 2, dim N(A) = 1: sistema
compativel indeterminado, com conjunto solucdo

(0,1,0)+£(0,—-1,1), teR.

as trés condicoes ndo ha ponto comum

\/ o

a#0,2 a=2 a=0

determinado indeterminado incompativel

As trés possibilidades, desenhadas com retas no plano — é a versiio em uma dimensdo a menos do que acontece
com o0s trés planos de R3. Um sistema linear nunca tem exatamente duas solugdes: ou nenhuma, ou uma, ou infinitas.
O Teorema 3.22 (O conjunto solugio é Xo + N(A)) é a razdo — o conjunto solugdo, quando nio é vazio, é um
transladado de um subespago.

ex-param

Exemplo 3.39 (As duas descri¢des de um subespaco: geradores e equacgdes)

Requer: Corolario 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto solugdo)

As duas descrigdes de um subespago. Um subespago de R” pode ser dado por geradores
ou por equagdes, e escalonar é o que traduz uma descri¢do na outra.

Tome S = [(1,2,—1,0), (0,1,1,1)] C R* Para achar equagdes, procuramos o0s
(¢1,¢2,c3,c4) que se anulam nos dois geradores:

c1+2cp—c3=0
C2+C3+C4=0.

Esse sistema tem posto 2 e portanto espago solugdo de dimensdo 2; tomando c3, c4 como
livres, uma base é (3,—1,1,0) e (2,—1,0,1). Logo
S={(x,y,zw) ER*:3x—y+z=0e 2x —y+w=0}.

Conferindo nos geradores: 3 -2 —-1=0e2-2+0=0;, 0-14+1=0e0-1+1=0.
v
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ache as relagdes: resolva
c-v; = 0 para todo i

>
>

por geradores por equagoes
S={vy,...,0¢] < S={x:Cx=0}
resolva Cx = 0 e leia
uma base do ntcleo
k =dim$S #equagodes independentes = n — dim S

Todo subespaco de R™ tem duas descrigdes, e o escalonamento é o diciondrio entre elas. Uma tem dim S dados;
a outra tem n — dim S. Esse par de descrigcdes tem nome proprio: as equagdes sdo o anulador de S (Definicio 5.24
(Anulador)), e a soma das duas dimensdes dar n ndo é coincidéncia.

O caminho de volta fecha o circulo: a partir das duas equagdes, resolver o sistema recu-
pera os dois geradores.
Veja também: Defini¢do 5.24 (Anulador)

ex-duas

Demonstrar e refutar

Nota 3.40 (O teorema do ntcleo e da imagem em quatro roupas)

Requer: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Corolario 2.93 (Em dimensdes iguais, inje-
tora equivale a sobrejetora), Corolario 3.24 (dim N(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto solugdo),
Proposigao 3.31 (Os pivos contam o posto), Corolario 2.81 (Em dimensao n: n vetores LI, ou n geradores,
formam base)

Um teorema, quatro roupas. O teorema do nucleo e da imagem aparece em quatro
formas que parecem diferentes:

(1) dimV = dimN(T) + dimIm(T) (Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem)).

(2) Se dimV = dim W: injetora <= sobrejetora <= bijetora (Coroldrio 2.93 (Em
dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)).

(dim N(A) = n — posto A: a dimensdo do conjunto solug¢do), Proposi¢do 3.31 (Os
pivOs contam o posto)).

(4) n vetores LI em dimensdo n ja formam base (Corolario 2.81 (Em dimensdo n: n
vetores LI, ou n geradores, formam base)) — que é (2) aplicado a transformacédo
R" — V que manda ¢; — v;.

(dimensoes iguais) (pivos + livres)

\/

(dlmV dim N(T) 4+ dim Im(T J

T

n vetores LI em dimensao n conjunto solugdo = Xy + N(A),
formam base de dimensao n — posto A

[injetora = sobrejetora] [n = posto A + dim N (A)]
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O mesmo teorema, quatro roupas: as caixas azuis sio a caixa verde. Em cada uma, qual é a transformagio linear
escondida? Em “n vetores LI formam base” é T : R" — V, e; — v;; em “sistemas” é T 4.

nota-roupas

Nota 3.41 (Verdadeiro ou falso: como decidir)

“Falso” sem contra-exemplo ndo vale nada; “verdadeiro” sem demonstragao também
ndo. Um contra-exemplo é um objeto explicito, com todos os dados. “Existe uma matriz
que...” ndo é contra-exemplo; (§ 1) é. E um contra-exemplo em dimenséo 2 vale tanto
quanto um em dimensao 17 — e é bem mais facil de escrever. Procure sempre o menor.

escreva as hipéteses

!

[ teste em dim 1, dim 2,

[ leia a afirmacdo e ]

pular a caixa laranja

e “sentir” a resposta.

0 erro mais comuim:
e nos exemplos do zoolégico

achou um caso ruim? tudo passou?
escreva-o por extenso identifique o esqueleto
Y Y
FALSA: exiba o objeto, VERDADEIRA: inclusao?
verifique as hipéteses, dimensao? LI? isomorfismo?
mostre a concluséo falhar escreva o esqueleto e preencha

O procedimento, escrito. Ele parece burocratico, e ¢ — de propésito. O passo mais
pulado é o segundo: testar em exemplos pequenos antes de decidir (Nota 3.42 (Um
zoologico de contra-exemplos)). Metade dos erros morre ai. Para as afirmagdes ver-
dadeiras, veja a Nota 3.43 (Quatro esqueletos de demonstracdo).

Usado em: Exercicio 3.45 (Toda base de Mj«»(R) contém uma matriz invertivel?) (dem.)

Veja também: Nota 3.42 (Um zooldgico de contra-exemplos), Nota 3.43 (Quatro esqueletos de demon-
stragdo)

nota-como-decidir-verdadeiro-ou-falso

Nota 3.42 (Um zoolégico de contra-exemplos)

Requer: Definicao 1.58 (Ntcleo e imagem), Exemplo 2.71 (A base das matrizes elementares), Exem-
plo 1.39 (A derivada é linear), Proposigao 2.16 (Quando a uniao de dois subespacos é subespago)
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N = (8 (1J) mata: N # 0mas N2 = 0; ndo invertivel; N(N) = Im(N)
Rogge = ((1) r ) mata: nenhuma reta invariante; nenhum autovalor real
Eq1, E12, E»1, Exn mata: base de Moy, sem nenhuma matriz invertivel

(1,0), (0,1), (1,1) em IR? mata: dois a dois LI, mas o terno é LD

D(P) = p/ em P, mata: ndo injetora, ndo sobrejetora; nilpotente

eixos x e y em R2 mata: unido de subespagos nao é subespago; complementar nao é tinico

Sao seis objetos, e eles refutam a maioria das afirmagdes falsas sobre espagos vetori-
ais, bases, transformacdes lineares e matrizes. Toda vez que uma afirmagdo aparecer, a
primeira coisa a fazer é testd-la nesta lista.

Para dualidade, quocientes, produto interno e formas multilineares, os contra-exemplos
pequenos sio quase sempre em R? ou R*: duas retas distintas no plano, a forma det
em R? (Exemplo 7.6 (A forma alternada det(x y) em IR?)), a forma e} A e} + e} Ae} em
R* (Exemplo 7.15 (Uma forma de grau 2 que nédo é produto de dois funcionais)), e um
produto interno que néo é o usual (Exemplo 6.6 (Um produto interno em IR?> que ndo é o
usual)).

Usado em: Exercicio 3.44 (Vetores dois a dois LI formam uma lista LI?) (dem.)

Veja também: Exemplo 8.6 (Rotagdo: nenhum autovalor real), Exemplo 1.62 (Ntcleo e imagem da
derivada), Nota 2.34 (Decomposi¢do do plano em duas retas obliquas), Nota 3.41 (Verdadeiro ou falso:
como decidir), Exemplo 7.6 (A forma alternada det(x y) em IR?), Exemplo 7.15 (Uma forma de grau 2 que
ndo é produto de dois funcionais), Exemplo 6.6 (Um produto interno em R? que nao é o usual)

nota-zoologico-de-contraexemplos

Nota 3.43 (Quatro esqueletos de demonstra¢ao)

Requer: Corolério 2.82 (Dimensao de um subespaco), Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem),
Corolario 2.93 (Em dimensodes iguais, injetora equivale a sobrejetora), Proposicdo 1.60 (T é injetora se e
somente se N(T) = {0})

-
s i g @l —
1. Inclusido de subespagos: S; C S 2 Wi sy die s =i

Ou exiba uma base (k vetores, LI e geradores),
] ~ ou escreva S = N(T) ou S = Im(T)

Para §; = S, as duas inclusdes — ou, se e conte com o teorema do nucleo e da im-

S1 C S; edimS; = dim Sy, a contagem de agem.

dimensdes fecha de graca. . Lo
O segundo caminho quase sempre é mais curto.
| J

“Seja v € S1. Entao ... Logo v € 55.”

( (
3. Independéncia linear 4. T é isomorfismo

“Suponha a1v; + --- + a;vr = 0. ... Logo Se dimV = dim W < oo: basta uma das duas
a; =0." — injetora ou sobrejetora.
Para LD: exiba uma combinagdo nula com al- Injetora é quase sempre mais facil: mostre
gum coeficiente ndo nulo. N(T) = {0}.
(. J (. J

Os quatro esqueletos ndo sdo truques: sdo as estruturas légicas mais comuns dos enunci-
ados sobre subespacos, dimensao e transformagdes lineares. Identificar o esqueleto antes
de comegar a escrever é o que separa uma demonstracdo de meia pagina de uma de trés.
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No esqueleto 1, a contagem de dimensdes é o Coroldrio 2.82 (Dimensao de um sube-

spago). No esqueleto 2, “exibir base” e “contar pelo teorema do nicleo e da imagem”

(Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem)) sdo duas estratégias, e a segunda dis-

pensa achar os vetores; veja o Exemplo 2.97 (Dimensdo das matrizes de trago nulo). O

esqueleto 4 é o Coroldrio 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora).
Usado em: Exercicio 4.32 (AB = [ implica BA = I?) (dem.)

Veja também: Exemplo 2.97 (Dimensao das matrizes de traco nulo), Nota 3.41 (Verdadeiro ou falso:
como decidir)

nota-quatro-esqueletos-de-demonstracao

Exercicio 3.44 (Vetores dois a dois LI formam uma lista LI?)
Requer: Definicdo 2.44 (Independéncia e dependéncia linear)

A demonstracdo exige: Nota 3.42 (Um zooldgico de contra-exemplos)

Verdadeiro ou falso? Se vy, ..., v, sio dois a dois LI (isto é, (v;, v;) é LI sempre que i # j),
entdo (v1,...,vy) é LL

Resolucdo

Falsa. Em R?, tome v; = (1,0), v, = (0,1), v3 = (1, 1). Cada par é LI (nenhum dos trés
é maltiplo de outro), mas v; + v, —v3 = 0: o terno é LD. E a quarta linha do Nota 3.42 (Um
zoolégico de contra-exemplos).

Veja também: Nota 2.32 (Soma direta de trés ou mais subespacos)

exerc-dois-a-dois-1i

Exercicio 3.45 (Toda base de Mj,»(R) contém uma matriz invertivel?)
Requer: Defini¢do 2.64 (Base)

A demonstracdo exige: Exemplo 2.71 (A base das matrizes elementares), Defini¢do 3.23 (Posto de uma
matriz), Nota 3.41 (Verdadeiro ou falso: como decidir)

Verdadeiro ou falso? Toda base de Mjx»(IR) contém pelo menos uma matriz invertivel.

Resolucdo

Falsa. A base (Ej1, E12, Eo1, Ezp) — a mais familiar de todas — é formada por quatro matrizes
de posto 1, portanto nenhuma invertivel.
A licdo é a do procedimento da Nota 3.41 (Verdadeiro ou falso: como decidir): teste nos exemplos
que vocé jd conhece antes de decidir.

exerc-base-sem-matriz-invertivel

Exercicio 3.46 (Existe T : R°> — RR®> com N(T) = Im(T)?)
Requer: Definicao 1.58 (Ntcleo e imagem)

A demonstracdo exige: Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem)

Verdadeiro ou falso? Existe T : R® — R® linear com N(T) = Im(T).
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Resolucdo

Falsa. Se N(T) = Im(T) =: S, o Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem) d4
5=dimN(T) + dimIm(T) = 2dim S,

e 5 é impar. Nenhum T serve, e a razdo é s6 a paridade.

exerc-nucleo-igual-a-imagem-em-r5

Exercicio 3.47 (Existe T : P3(IR) — P3(R) com N(T) = Im(T)?)

Requer: Defini¢do 1.58 (Ntcleo e imagem)

A demonstracdo exige: Proposicdo 1.53 (Transformagdo linear com valores dados em ey, ..., e;), Ex-
emplo 2.70 (A base (1,x,...,x") de Py(R))

Verdadeiro ou falso? Existe T : P3(R) — P3(R) linear com N(T) = Im(T).

Resolucdo

Verdadeira. Agora dim P3(IR) = 4 é par, e o argumento de paridade do Exercicio 3.46 (Existe
T :R> — R® com N(T) = Im(T)?) nado impede nada — mas nao basta: é preciso exibir T.
Defina-a na base (1, x, x2, x3 ) por

T(1)=0, Tkx)=0, TE})=1  T(°) =x,

o que é legitimo: uma transformagdo linear pode ser definida livremente numa base (Proposicao 1.53

(Transformagcdo linear com valores dados emey, ..., e,)). Entdao Im(T) = [1, x|;e N(T) = [1, x|,
pois T(a+ bx + cx? + dx®) = ¢ + dx se anula exatamente quando ¢ = d = 0. Logo N(T) = Im(T).
Compare com o Exercicio 3.46 (Existe T : R> — R® com N(T) = Im(T)?): mesma pergunta,
respostas opostas, e a diferenca é a paridade da dimenséo. E “a conta de dimensdo nao proibiu”
ndo é demonstracdo de existéncia — ainda é preciso construir o objeto.

Veja também: Exercicio 3.46 (Existe T : R> — R® com N(T) = Im(T)?)

exerc-nucleo-igual-a-imagem-em-p3
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Capitulo 4

Determinantes

Formas n-lineares alternadas

Motivacado 4.1 (Um nimero que decide a invertibilidade)

Requer: Proposi¢do 3.36 (Inversa por escalonamento)

Para decidir se A € M,«,(R) é invertivel, foi preciso escalonar (Proposi¢do 3.36
(Inversa por escalonamento)). Queremos um niimero det A que responda a isso de uma
vez:

detA #0 <= Ainvertivel <= ascolunasde A sdo LI

Em RR?, um candidato natural ja existe: a drea do paralelogramo gerado pelas duas col-
unas. Ela se anula exatamente quando os dois vetores sdo colineares — isto é, LD. O
determinante é essa ideia levada a sério em dimensao 7.

(i) linear em cada coluna (ii) mesma base, mesma altura (iii) paralelogramo degenerado
f(201,v3) = 2f(vq,v2) f(v1,02 + tvy) = f(v1,02) f(v,v) =0

As trés propriedades que vdo definir o determinante, vistas como propriedades da drea orientada em R?. Nenhuma
delas é uma escolha arbitrdria: sio exatamente os fatos que qualquer nogdo razodvel de volume tem de satisfazer. O
Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada) diz que, junto com f(eq, ..., en) = 1, elas determinam a fungdo
completamente.

Veja também: Defini¢do 4.2 (Formas n-lineares alternadas), Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear
alternada), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel), Nota 4.15 (O determinante é volume com sinal)

mot-determinante

Defini¢io 4.2 (Formas n-lineares alternadas)
Requer: Defini¢do 1.36 (Transformagéo linear), Exemplo 1.13 (O espago R")

Uma fungdo f : R" x --- X R" - R é:

n fatores
¢ n-linear quando é linear em cada varidvel, mantidas as outras fixas: para cada j,

Floo,u+Ad, . )=FC..,u . )+Af(.. u,..);
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e alternada quando f(vy,...,v,) = 0 sempre que v; = v; para algum par i 7 j.
Dada A € M, x,»(R) com colunas C, ..., Cy, escrevemos f(A) := f(Cy,...,Cp).

Usado em: Proposicdo 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas), Teorema 4.5 (Unicidade
da forma n-linear alternada)

Veja também: Motivagdo 4.1 (Um namero que decide a invertibilidade)
def-alt

Proposicao 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)

Requer: Defini¢do 4.2 (Formas n-lineares alternadas), Definicdo 2.44 (Independéncia e dependéncia
linear)

A demonstracdo exige: Proposicao 2.46 (Uma lista é LD quando algum vetor é combinagdo dos de-
mais)

Seja f uma forma n-linear alternada. Entdo:
(a) trocar duas entradas troca o sinal de f;
(b) somar a uma entrada um miiltiplo de outra nio altera f;
(c) sevy,..., v, sdo LD, entdo f(vq,...,v,) = 0.

Na figura da Motivacdo 4.1 (Um ntimero que decide a invertibilidade): (a) é “trocar a
ordem inverte a orientagdo”; (b) é o cisalhamento; (c) é “achatou, volume zero”.

Demonstracdo

(a) Fixe i # j e considere a fun¢do de duas varidveis obtida congelando as demais. Pela
propriedade alternada aplicada ao par (# + v, u + v):

O0=f(..,ut+v,...,u+v,...)=f(..u...u,...)+f(..,u,...,0,...)

=0
+f(..,0.cu, )+ f(o0.00,0,000),
=0
onde abrimos as duas entradas pela n-linearidade. Sobra f(...,u,...,v,...) = —f(...,v,...,u,...).

(b) Pela n-linearidade na i-ésima entrada,

f(...,0i+)\7)]',...,7)j,...) If(...,'()z',...,'l)]',...)+)\f(...,vj,...,0j,...).

=0 (alternada)

(c) Se os vetores sdo LD, algum deles é combinagéo dos outros, digamos v; = )i, ¢;v;.
Abrindo a i-ésima entrada pela n-linearidade,

f(vl,...,vn):chf(..., Dy poray O ,...) =0,
j#i e .
posigao 1 posigao j
porque cada parcela tem duas entradas iguais.

Usado em: Proposicao 4.10 (Operagdes de coluna e o determinante) (dem.), Teorema 4.6 (Existéncia
do determinante: a férmula de Leibniz) (dem.), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel) (dem.),
Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada) (dem.)

Veja também: Motivagdo 4.1 (Um namero que decide a invertibilidade)
prop-props
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Definicdo 4.4 (Permutagdes e sinal)

Uma permutagio de {1,...,n} é uma bijecdo ¢ desse conjunto nele mesmo; o con-
junto delas é denotado S, e tem n! elementos. Uma transposicao troca dois elementos e
fixa os demais. Admitimos dois fatos:

¢ toda o € S, é composicdo de transposigdes;
* a paridade do nimero de transposi¢des usadas ndo depende da decomposicéo.

Isso permite definir o sinal sgn(¢) = (—1)¥, onde k é o nimero de transposi¢oes em
qualquer decomposi¢do de ¢. O sinal é multiplicativo: sgn(ct) = sgn(c) sgn(7).
Usado em: Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada)

def-permutacoes-e-sinal

Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada)
Requer: Definigao 4.2 (Formas n-lineares alternadas), Defini¢ao 4.4 (Permutagdes e sinal)

A demonstracdo exige: Proposigao 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)

Seja f uma forma n-linear alternada e seja A = (a;;) com colunas Cy, ...,Cy. Entdo

f(Cy, ..., Co) = ( Y sgn(o) ua(l)laU(Z)Z"'aa(n)n) -fle, .. en).

0ES,

Em particular, existe no maximo uma forma n-linear alternada com f(ey, ..., e,) = 1.

Demonstracdo

Cada coluna é C; = Y ajje;. Abrindo a primeira entrada pela n-linearidade, depois a
segunda, e assim por diante, obtemos uma soma sobre todas as escolhas de indices iy, ...,i; €

{1,...,n}:
f(Cy,...,Cn) = ‘ 2 @iy 1850 * ** B €51, €150 - - - 13 )-

11,0ee0n
Sado n" parcelas. Mas f é alternada: se dois indices se repetem, o fator f(e;,...,e;,) é nulo.
Sobrevivem apenas as escolhas injetoras, isto ¢, as permutagdes o com i; = ¢(j) — exatamente 7!
parcelas.
Para cada uma delas, a Proposicdo 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)(a)
permite reordenar (ey(1), - - -, €,(y)) até (e1, ..., ex) por transposicdes, cada uma custando um sinal

—1. Se o se decompde em k transposicdes, o custo total é (—1)* = sgn(c):

fleo(r)s- - r€o(m)) =sgn(o) fler, ..., en).

Substituindo, sai a férmula. A dltima afirmagéo é imediata: duas formas com o mesmo valor em
(eq,...,en) coincidem.

f(C], Cz) com C; = ajje1 +aziep, C; = aper +axper
anas f(er, er) a1 f(e1,e2) anarz f(ez, 1) a1z f(e2,€2)
=0 + f(er,e) — f(e1,e2) =0

f(C1,Cp) = (a11a22 — azia12) f(ey,e2)

2 . P
n~ = 4 parcelas; sobrevivem as 2! = 2 injetoras
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A demonstragdo para n = 2, escrita por extenso. Abrir as duas colunas produz n™ parcelas; a propriedade
alternada mata todas as que repetem um indice, e sobram as n! permutagoes. O sinal de cada uma é o preco de
reordenat.

Usado em: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

thm-unico

Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)
Requer: Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada)

A demonstracdo exige: Proposicdo 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)

A formula
detA := Z sgn((T) Ar(1)190(2)2 " " " Ao(n)n
oEeS,
define uma forma n-linear alternada nas colunas de A, com det I, = 1. Portanto: existe uma e
uma s forma n-linear alternada valendo 1 na base candnica, e é o determinante.

Demonstracdo

n-linear: cada parcela contém exatamente um fator de cada coluna — o fator 4,;; vem da
coluna j —, logo cada parcela é linear em cada coluna, e a soma também.

Alternada: suponha Cy, = Cp com k # ¢, isto é, a;, = a;y para todo i. Seja T a transposi¢do que
troca k e ¢; a aplicagdo o — 0T é uma bijecdo de S, que troca o sinal. Reindexando o produto

associado a 0T pela substitui¢do j/ = 7(j),

Haﬂ(] H{Il —{Il (k)glla(g)kl—[a i /—llg(k kﬂ [Hll i1 /—H{II

ikl

onde na terceira igualdade usamos a;; = a;p. Ou seja: ¢ e 0T contribuem com o mesmo produto e
com sinais opostos. As parcelas se cancelam duas a duas e a soma é zero.

Valor na identidade: em I, o produto a,(1y; - - Ay(y), € nulo a menos que o = id, e para essa
vale 1.

Outra demonstracdo da existéncia, sem permutagdes. Esta versdo substitui a férmula de Leibniz
por uma defini¢do recursiva, e com isso dispensa a discussdo sobre sinal de permutacao.

A construgio. Defina Dy ([a]) := a e, para n > 2, defina recursivamente

Dy (A) == i(—l)i+1 a1 Dy—1(An),
=i

onde A;; é a matriz obtida de A apagando a linha i e a primeira coluna. (E o desenvolvimento pela
primeira coluna, usado agora como definigio.)

Afirmagdo. D, é n-linear e alternada nas colunas, e D, (I,) = 1. Pelo Teorema 4.5 (Unicidade
da forma n-linear alternada), segue que D, é a tinica forma com essas propriedades — isto §,
D, = det, e a existéncia estd provada.

Demonstragio, por indugdo em n. Para n = 1 tudo é trivial. Suponha o resultado para n — 1.

(1) Dy (I,) = 1. Na soma, a;; = 0 parai > 2; sobra a parcelai = 1, que vale1- D, _1(I,,—1) =1
pela hipétese de indugdo.

(2) Dy, é linear em cada coluna. Na coluna 1: o fator D,,_1(A;;) ndo vé a primeira coluna, e o fator
a;1 é linear nela; logo cada parcela € linear na coluna 1. Numa coluna j > 2: o fator a;; ndo a vé,
e Aj; contém essa coluna (sem a linha 7), de modo que D,,_1(A;;) é linear nela por hipétese de
indugdo.

(3) Du(A) = 0 quando duas colunas vizinhas sdo iguais. Sejam C; = Cj 1.
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Caso j > 2. Cada menor A;; ainda tem essas duas colunas, agora vizinhas nas posi¢des j — 1
e j; por indugdo, D;,_1(A;;) = 0 para todo i, e a soma é nula.

Caso j = 1,isto é, C; = Cy. Aqui os menores ndo tém colunas repetidas, e é preciso trabalhar.
Expanda mais uma vez: a primeira coluna de A;; é C; sem a linha i — que, por hipétese, é C;
sem a linha 7, de entradas ay; com k # i. Aplicando a defini¢do de D,,_q a Aj1,

n . .
Du(A) =Y Y (—1) 1 (=1)PRH gy gy Du-2(Agix,12))
i=1 ki

onde Ay (1,2} € A sem as linhas i,k e sem as colunas 1,2, e p(i, k) é a posicio da linha k dentro
de A;1, a saber
p(i,k) =k sek <1, p(i,k) =k—1 sek > i.

Agora compare as parcelas (i, k) e (k,i), com i < k. Elas tém o mesmo produto a;;ax; e o mesmo
menor Ag; i1 112} Quanto aos sinais:

(i,k) : (_1)i+1(_1)(k71)+1 _ (_1)i+k71, (k,i) c (_1)k+1(_1)i+1 _ (_1)i+k.

Sao opostos. Logo as parcelas se cancelam duas a duas, e D, (A) = 0.

(4) De vizinhas para quaisquer. De (2) e (3) segue, pelo mesmo cdlculo da Proposicdo 4.3 (Pro-
priedades das formas n-lineares alternadas)(a) aplicado a duas colunas vizinhas, que trocar duas
colunas vizinhas troca o sinal de D,,. Se agora C; = C; com i < j, emputre a coluna j para a
esquerda por trocas de vizinhas sucessivas, até ela ficar ao lado da coluna i: cada troca multiplica
D, por —1, e a matriz final tem duas colunas vizinhas iguais, logo D, nela é 0 por (3). Portanto
D,(A)=+x0=0.

+ Aax1 3
S ——
- 21 5 Du(A)= Z(*l)'ﬂﬂil Dy1(Ann) x
+ | am s 1 (i,k) e (ki):

mesmo produto a;1ak,

_ ax * % mesmo menor,
sinais opostos

(a) a definigao recursiva: — X
primeira coluna vezes menores

(b) as parcelas se cancelam
aos pares

A construgdo alternativa. Em (a), a definicio recursiva: o determinante de ordem n é a primeira coluna contra
os menores de ordem n — 1, com sinais alternados. Em (b), o passo delicado — quando as duas primeiras colunas
coincidem, expandir duas vezes produz um termo para cada par ordenado (i,k) com i # k, e os dois termos de cada
par tém o mesmo produto e sinais opostos. O quadro inteiro se cancela.

Esta construcao ja entrega o desenvolvimento de Laplace pela primeira coluna — que é literalmente
a defini¢do de D,. O Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace) o estende a uma linha ou
coluna qualquer.

Usado em: Coroldrio 4.27 (Regra de Cramer), Defini¢do 4.18 (Menor e cofator), Defini¢do 7.10 (Pro-
duto exterior de funcionais), Exemplo 4.7 (O determinante 2 x 2), Exemplo 4.8 (O determinante 3 x 3: regra
de Sarrus), Exercicio 4.33 (A2 = Ae A # I implicam det A = 0?), Lema 4.19 (Determinante com 1 no canto),
Motivacado 7.1 (Fungdes de vérios vetores, lineares em cada um), Nota 4.9 (A férmula de Leibniz ndo serve
para calcular), Nota 4.17 (A unicidade do determinante é uma ferramenta), Nota 4.15 (O determinante é
volume com sinal), Proposicdo 4.28 (Determinante de uma matriz triangular por blocos), Proposigdo 6.32
(Determinante de Gram), Proposicao 4.10 (Operagdes de coluna e o determinante), Proposicdo 4.12 (Deter-
minante de uma matriz triangular), Teorema 4.13 (det A" = det A), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A
invertivel), Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B)

Veja também: Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace)

thm-formula-do-determinante
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Exemplo 4.7 (O determinante 2 x 2)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

n=2:5={id, T} comsgn(t) = —1, logo

a b
det <c d)-ad—bc.

Usado em: Exemplo 7.6 (A forma alternada det(x y) em R?)

ex-23-a

Exemplo 4.8 (O determinante 3 x 3: regra de Sarrus)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

n = 3: Sz tem 6 elementos, trés pares e trés impares, e sai a regra de Sarrus
det A = aq1a22a33 + 412423431 + A13a21a32 — 413022031 — 11423032 — A12021433.

ex-23-b

Nota 4.9 (A férmula de Leibniz ndo serve para calcular)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

Para n = 4 a férmula de Leibniz (Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a féormula
de Leibniz)) ja tem 24 parcelas, e para n = 10 sdo 3 628 800. Ela é boa para demonstrar, e
péssima para calcular. Calcula-se escalonando até uma matriz triangular (Proposicao 4.12
(Determinante de uma matriz triangular)).

Veja também: Proposicdo 4.12 (Determinante de uma matriz triangular), Teorema 4.20 (Desenvolvi-
mento de Laplace)

nota-leibniz-nao-serve-para-calcular

Proposicao 4.10 (Operac¢des de coluna e o determinante)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz), Defini¢ao 3.26 (Operacoes
elementares)

A demonstracdo exige: Proposi¢ao 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)

As operagoes elementares sobre as colunas afetam o determinante assim:

(I) trocar duas colunas multiplica det por —1;
(II) multiplicar uma coluna por A multiplica det por A;

(IIT) somar a uma coluna um miiltiplo de outra nio altera det.

Demonstracdo

Sao, na ordem, a Proposicdo 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)(a), a n-
linearidade e a Proposigdo 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)(b).

Usado em: Corolario 4.14 (O que vale para colunas vale para linhas), Lema 4.19 (Determinante com 1
no canto) (dem.), Teorema 4.13 (det A’ = det A) (dem.), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel) (dem.)
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prop-opcol

Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel)
Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz), Defini¢ao 2.44 (Independén-
cia e dependéncia linear)

A demonstracdo exige: Proposicao 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas), Proposicao 4.10
(Operagdes de coluna e o determinante), Proposicdo 3.36 (Inversa por escalonamento)

Para A € M, «»(R) sdo equivalentes: (i) det A # 0; (ii) as colunas de A sdo LI; (iii) A
é invertivel.

Demonstracdo

(ii) <= (iii) segue da Proposicao 3.36 (Inversa por escalonamento). Se as colunas sdo LD, a
Proposicao 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)(c) dd det A = 0; isso é (i)=-(ii) na
forma contrapositiva.

Falta (ii)=(i). Se as colunas sdo LI, elas formam base de IR"; escalonando por colunas —
usando apenas as operagdes (I), (II) e (III) — podemos levar A a I,. Cada operagdo multiplica o
determinante por um escalar ndo nulo (—1, A # 0 ou 1), e ao fim obtemos det I, = 1 # 0. Logo
det A # 0.

Usado em: Exemplo 4.29 (Vandermonde e interpolagdo), Nota 4.16 (Em IR3: volume nulo equivale a
vetores coplanares), Exercicio 4.32 (AB = I implica BA = I?) (dem.), Exercicio 7.16 (Em dimensdo impar,
toda forma alternada tem v # 0 com w(v,-) = 0?) (dem.), Exercicio 4.33 (A2 = Ae A # I implicam
det A = 0?) (dem.), Proposicao 6.32 (Determinante de Gram) (dem.), Proposicdo 4.24 (T é isomorfismo se
e somente se detT # 0) (dem.), Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p4 dd um plano invariante) (dem.),
Teorema 4.13 (det A* = det A) (dem.), Teorema 9.10 (Toda rotacio de IR® tem um eixo) (dem.)

thm-invertivel

Proposicao 4.12 (Determinante de uma matriz triangular)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)
Se A é triangular (superior ou inferior), entdo det A é o produto das entradas diagonais.

01 2 GG 1 0 2 G —2G 1 0 0 G+C 1 0 0
12 3] ——> |2 1 3 _> (21 1| —m> 2 1 0

2 3 5 x(—1) 3 2 5 x1 3 2 -1 %1 3 2 1
01 2 1 0 0
det[1 2 3] =(-1)-det|2 1 0] =-1
2 3 5 3 21

Como se calcula um determinante na pritica: escalone (por colunas ou por linhas), anotando o fator que cada
operagdo introduz, até chegar a uma triangular — onde a resposta é o produto da diagonal. Para n = 3 isso empata
com Sarrus; para n = 5 jd ndo hd competicio.

Demonstracdo

Na férmula de Leibniz, considere uma parcela ndo nula. Para A triangular superior, 4;; = 0
quando i > j, logo é preciso ¢(j) < j para todo j. Aplicandoissoaj=1vemo(l) =1aj =2,
o(2) € {1,2} e, sendo injetora, 0(2) = 2; e assim por diante. S6 sobra ¢ = id, cuja parcela é
a11a22 - Ann.
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Usado em: Exemplo 8.20 (Dois operadores que derivam: D e x D), Corolario 8.55 (Trago e determi-
nante: soma e produto das raizes de pt) (dem.)

Veja também: Proposigao 4.10 (Operacoes de coluna e o determinante), Corolario 4.14 (O que vale
para colunas vale para linhas)

prop-triang

Teorema 4.13 (det A" = det A)
Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

A demonstracdo exige: Proposicdo 4.10 (Operagdes de coluna e o determinante), Teorema 4.11 (det A #
0 equivale a A invertivel), Corolario 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)

det At = det A.

Demonstracdo

Por definicdo, det A" = Y, sgn() 315(1)820(2)  * * Ang(n), POis @ entrada (i,j) de A’ é aj;. Em

cada parcela, reordene os fatores pelo primeiro indice: pondo T = ¢~ 1,

Mo (1)P20(2) " Ano(n) = Ar(1)1%2(2)2 " Ar(n)n-

1

Como sgn(c—!) = sgn(c) e ¢ — 0! é uma bijecdo de S;, a soma é exatamente det A.

Outra demonstrac¢do, sem permutagdes. Esta demonstragdo usa a multiplicatividade det(AB) =
det A det B (Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B)), cuja demonstragdo é uma aplicagdo direta
da unicidade e ndo usa a transposta.

Uma armadilha, primeiro. A tentacio é por d(A) := det A’, observar que d é n-linear alternada
com d(I) =1, e invocar a unicidade. Mas d é n-linear alternada nas linhas de A, ao passo que o
Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada) é um enunciado sobre colunas. Unicidade
nas colunas e unicidade nas linhas sdo dois teoremas distintos, e identificar as duas fungdes é
precisamente o que se quer provar aqui: o argumento é circular.

Matrizes elementares. Parai # je A # 0, sejam P;; a identidade com as colunas i e j trocadas,
Dj(A) a identidade com a entrada (j, j) substituida por A, e E;j(A) = I+ Aeg;j, onde ¢;; tem 1
na posicgdo (i,j) e 0 nas demais. Multiplicar A & direita por elas é executar as trés operagdes
da Proposicao 4.10 (Operagdes de coluna e o determinante): AP;; troca as colunas i e j; AD;(A)
multiplica a coluna j por A; e AE;;(A) soma A vezes a coluna i a coluna j.

Lema A. detP;; = —1, detDj(A) = A e detE;j(A) = 1. Cada uma delas se obtém de I por uma

Unica operacdo de coluna; aplique a Proposicao 4.10 (Operagoes de coluna e o determinante) a
det] =1.

Lema B. A transposta de uma elementar é elementar do mesmo tipo, com o mesmo determinante. As
matrizes P;j e Dj(A) sdo simétricas, e nada ha a verificar. Ja E;j(A)" = I + Aej; = Eji(A), que pelo
Lema A tem determinante 1 = det E;;(A) (veja a figura).

1 1
1 ) 1 A
—
1 1
A 1 1
E;j(A) E;i(A) = Ei(A)
det=1 det=1

A iinica matriz elementar ndo simétrica. Transpor reflete o A pela diagonal e devolve outra elementar do mesmo
tipo, com o mesmo determinante. As outras duas, Pi]- e D]-(/\), jd sdo simétricas.
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Lema C. Toda matriz invertivel é produto de elementares. Na demonstragdo do Teorema 4.11 (det A #
0 equivale a A invertivel) levamos A a I por operagdes de coluna, isto é, AR F, - - - F, = I com cada
F; elementar. Logo A = F_~ Loas E 1 e as inversas de elementares sdo elementares: Pgl = Py,
D;(A)~' = Dj(1/A) e E;j(A) ™' = E;i(—A).

Conclusio. Dois casos.

Caso 1: A invertivel. Pelo Lema C, A = F{F, - - - F, com todas as F; elementares. Como (XY)! =
Y'X" — verificagdo direta nas entradas, sem determinante nenhum —, vem A’ = F{ - - - F|. Pela
multiplicatividade e pelo Lema B,

det AT = detF,f---detFlt =detF.---detF; =detF ---detF, =detA,

onde a terceira igualdade é s6 a comutatividade do produto em IR: os dois lados sdo a mesma
lista de nimeros reais, escrita em ordens diferentes (veja a figura).

a=[a e |[s][n]
d[ = detF;
ordem invertida —> detA = dqdydsdy
detAt = d4d3d2d]
B

Transpor um produto inverte a ordem dos fatores. Como o determinante ¢ multiplicativo, det A e det A® sio o
mesmo produto de niimeros reais escrito ao contrdrio — e o produto em R ndo depende da ordem.
Caso 2: A ndo invertivel. Entio At também ndo é. De fato, se B fosse inversa de Af, de BA! = |
sairia (BA!)! = AB! = I; logo A seria sobrejetora e, pelo Corolério 2.93 (Em dimensoes iguais,
injetora equivale a sobrejetora), bijetora — contra a hipétese. Pelo Teorema 4.11 (detA # 0
equivale a A invertivel), det A = 0 = det A.
Efeito colateral ttil. O Lema C é a ferramenta padrao para transferir para as linhas qualquer
propriedade ja provada para as colunas; o Corolario 4.14 (O que vale para colunas vale para
linhas) sai dele sem mudanca alguma.

Usado em: Corolario 4.14 (O que vale para colunas vale para linhas), Exercicio 7.16 (Em dimen-
sdo impar, toda forma alternada tem v # 0 com w(v,-) = 0?) (dem.), Proposi¢do 6.32 (Determinante de
Gram) (dem.), Proposicao 9.9 (Propriedades das matrizes ortogonais) (dem.), Teorema 9.10 (Toda rotacao de
R3 tem um eixo) (dem.)

Veja também: Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), Corolario 4.14 (O que vale para colunas vale
para linhas)

thm-determinante-da-transposta

Corolario 4.14 (O que vale para colunas vale para linhas)
Requer: Teorema 4.13 (det A” = det A), Proposicdo 4.10 (Operagdes de coluna e o determinante)

Tudo o que foi dito sobre colunas vale para linhas. Em particular, o determinante é forma
n-linear alternada nas linhas, as operagdes elementares de linha afetam det como na
Proposicado 4.10 (Operagdes de coluna e o determinante), e det A = 0 se e somente se
as linhas sao LD.

E este coroldrio que autoriza escalonar por linhas (Teorema 3.30 (Toda matriz tem uma
forma escada reduzida)) para calcular determinantes.

Usado em: Proposicdo 7.11 (O produto exterior é alternado e detecta dependéncia linear) (dem.), Teo-
rema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace) (dem.), Teorema 4.26 (A - adj A = (det A) I) (dem.)

cor-linhas
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Nota 4.15 (O determinante é volume com sinal)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

O determinante é volume com sinal. Em R?, seja A(v1,v;) a drea do paralelogramo
gerado por v; e v, tomada com sinal positivo quando o giro de v; para v, é anti-horario.
Essa fungdo é bilinear, alternada, e vale 1 em (e, e,) — as trés propriedades da figura da
Motivagdo 4.1 (Um ntimero que decide a invertibilidade). Pelo Teorema 4.5 (Unicidade
da forma n-linear alternada), ela é o determinante:

det (v1 v2) = =+ drea do paralelogramo.

O mesmo argumento em IR® d4 o volume do paralelepipedo, e em R" serve como definigio
de volume n-dimensional. O sinal é a orienta¢do: positivo quando a base (vy,...,v;,)
“gira no mesmo sentido” que a candnica.

det >0 det <0 det=0

giro anti-horario giro hordrio colineares

O sinal do determinante é a orientacdo. Trocar as duas colunas inverte o sentido do giro e o sinal — que é
a Proposicio 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)(a) vista com os olhos. E o determinante se anula
exatamente quando o paralelogramo achata, isto é, quando as colunas sio LD (Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A
invertivel)).

Usado em: Nota 4.16 (Em IR3: volume nulo equivale a vetores coplanares)

Veja também: Motivagdo 4.1 (Um ntamero que decide a invertibilidade), Teorema 4.11 (detA # 0
equivale a A invertivel)

nota-volume

Nota 4.16 (Em RR3: volume nulo equivale a vetores coplanares)

Requer: Nota 4.15 (O determinante é volume com sinal), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A in-
vertivel)

Em R3, a leitura é a mesma: trés vetores ddo um paralelepipedo de volume |det|, e
esse volume é zero exatamente quando os trés sdo coplanares — isto é, LD. E a versdo
geométrica do Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel).

det #0 det=10
volume positivo 0s trés no mesmo plano
colunas LI colunas LD
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Em R3: a esquerda, trés vetores em posicdo geral geram um paralelepipedo genuino; a direita, trés vetores
coplanares geram um sélido achatado, de volume nulo. “det A = 0” e “as colunas de A sdo LD” sdo a mesma
frase, uma dita em dlgebra e a outra em geometria.

nota-1d

Laplace, multiplicatividade e aplicacdes

Nota 4.17 (A unicidade do determinante é uma ferramenta)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

A unicidade (Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada)) é a ferramenta,
e ndo apenas um fato: toda vez que construirmos uma forma n-linear alternada, ela
serd automaticamente um miultiplo do determinante. A demonstra¢do do Teorema 4.21
(det(AB) = det A - detB) é o modelo: ndo se calcula nada; constréi-se uma forma n-
linear alternada e deixa-se a unicidade fazer o trabalho.

Veja também: Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), Corolério 7.13 (dim Alt" (V) = 1: toda forma
de grau méaximo é multiplo do determinante), Teorema 7.20 (T age em Alt" (V) multiplicando por det T)

nota-unicidade-como-ferramenta

Defini¢ido 4.18 (Menor e cofator)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

Seja A € Myxn(R). O menor Aj; € M,_1)x(n—1)(IR) é a matriz obtida de A apa-
gando a linha 7 e a coluna j. O cofator correspondente é

COfi]'(A) = (—1)i+j detAi]'.

Usado em: Definigao 4.25 (Matriz adjunta), Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace)

def-menor

Lema 4.19 (Determinante com 1 no canto)
Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 4.10 (Operacoes de coluna e o determinante)

Se M € M(,_1)yx(n-1)(R)eb € R"1, entdo

1 b
det (0 M) = det M.

Demonstracdo

Somando a j-ésima coluna o multiplo adequado da primeira (que é e1), zeramos b sem alterar
o determinante. Ficamos com a matriz que tem 1 no canto, zeros na primeira linha e na primeira
coluna, e M no resto. Na férmula de Leibniz dessa matriz, uma parcela ndo nula exige o (1) = 1;
as demais escolhas formam exatamente as permutac¢ées do bloco M, com o mesmo sinal. Logo o
determinante é det M.

Usado em: Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace) (dem.)

lem-canto
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Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace)
Requer: Definigdo 4.18 (Menor e cofator)

A demonstracdo exige: Lema 4.19 (Determinante com 1 no canto), Coroldrio 4.14 (O que vale para
colunas vale para linhas)

(Desenvolvimento de Laplace.) Para toda A € M, (R) e todo j fixado,
n . .
detA =) (—1)""a; det Aj (desenvolvimento pela coluna j),
i=1

e, analogamente, pela linha i (usando det A" = det A).

* g < + - + -
_a,‘/' - - - % x " = 9 =
* * * + - 4+ =
* * *
) -+ - +
menor A;;
) ) o tabuleiro dos sinais
apague a linha i e a coluna j (—1)i+i

Laplace em uma imagem: para cada entrada de uma linha (ou coluna), apague a linha e a coluna dela, calcule o
determinante do que sobra, e some com o sinal do tabuleiro. O tabuleiro nilo é convengio: o sinal (—1)"J é o prego de
levar a entrada a;; até o canto por trocas de linhas e colunas vizinhas.

Na prética: escolha sempre a linha ou coluna com mais zeros.

Demonstracao

Escreva C; = Y ajje; e abra a j-ésima entrada pela n-linearidade:

n
det A = Zaij det (Cy, ..., \ei/ sor s Ca).

i=1 e
posigao j

Fixe i e chame D a matriz dessa parcela. Leve a coluna j até a primeira posi¢do por j — 1 trocas
de colunas vizinhas, e depois a linha 7 até a primeira posi¢ao por i — 1 trocas de linhas vizinhas.
Cada troca custa um sinal —1, e o total é (—1)U=D+(=1) — (_1)/*/, A matriz resultante tem 1
no canto superior esquerdo e zeros no resto da primeira coluna, e o bloco restante é exatamente
Ajj; pelo Lema 4.19 (Determinante com 1 no canto), o seu determinante é det Ajj. Logo det D =

(—1)i+j det Al]
Usado em: Exemplo 8.13 (Autovalores e autoespacos de uma matriz 3 x 3), Exemplo 4.29 (Vander-

monde e interpolacado), Exemplo 7.14 (Alt2 (]R3) e o produto vetorial), Corolério 4.27 (Regra de Cramer) (dem.),
Teorema 4.26 (A - adj A = (det A) I) (dem.)

thm-laplace

Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

Para todas A, B € M, x»(R),

det(AB) = det A - det B.
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quadrado unitario area | det B|
drea 1 drea |det A| - | detB|

AB: multiplica dreas por | det A det B|

Por que det(AB) = det AdetB. Um determinante é o fator pelo qual a transformagdo multiplica volumes;
compor duas transformagoes multiplica os dois fatores. O teorema é essa frase (Nota 4.15 (O determinante é volume
com sinal)), demonstrada sem falar em volume.

Demonstracdo

Fixe A e considere a fung¢do das colunas de B
g(Bi,...,By) := det(AB).

A j-ésima coluna de AB é A B;. Portanto:

* g én-linear, porque B; — AB, € linear e det é n-linear;

* g éalternada, porque se B; = B; entdo AB; = ABj, e det é alternada.
Pelo Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada),

¢(B1,...,By) =det(B) - g(eq,...,e,) = detB-det(AI) = detB - det A.

Usado em: Corolario 4.22 (Determinante da inversa e de uma conjugada), Exercicio 4.32 (AB = I
implica BA = I?) (dem.), Exercicio 4.33 (A2 =AeA #1 implicam det A = 0?) (dem.), Proposi¢do 6.32
(Determinante de Gram) (dem.), Proposicao 9.9 (Propriedades das matrizes ortogonais) (dem.), Teorema 9.10
(Toda rotacdo de R® tem um eixo) (dem.)

Veja também: Nota 4.17 (A unicidade do determinante é uma ferramenta), Nota 4.15 (O determinante
é volume com sinal)

thm-mult

Coroldrio 4.22 (Determinante da inversa e de uma conjugada)
Requer: Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B)

Se A é invertivel, det(A~!) = (det A)~!. E para toda P invertivel, det(P~'AP) =
det A.

Demonstracdo
De AA~! = Ivemdet A-det(A~!) = 1. Edet(P ! AP) = det(P~!) det A det P = det A, pois
os dois fatores em P se cancelam — note que eles sdo niimeros, e portanto comutam.

Usado em: Definigao 4.23 (Determinante de um operador)

cor-determinante-da-inversa

Definicao 4.23 (Determinante de um operador)

Requer: Corolério 4.22 (Determinante da inversa e de uma conjugada), Teorema 3.14 (Mudanga de
base de um operador: [T]gp = P~![T|pP)
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Seja V de dimensao finitae T : V — V linear. O determinante de T é
detT := det[T]BB,

para qualquer base B de V. Pelo Corolario 4.22 (Determinante da inversa e de uma
conjugada) e pelo Teorema 3.14 (Mudanga de base de um operador: [T|zp = P~![T]ppP)
([T)gpr = P~1[T]ppP), esse ntimero ndo depende da base escolhida.

todas as matrizes de T
(Tpp
[Tlzs
[T] B//B// det
—> um Unico nimero

[Tlce (o mesmo também vale
para o traco — aula 18)

O determinante é constante na classe de semelhanga (Definicio 3.15 (Matrizes semelhantes)): todas as matrizes de
um mesmo operador, em todas as bases, tém o mesmo determinante. E isso que autoriza escrever det T sem mencionar
base — e é o primeiro invariante de um operador que encontramos.

Usado em: Defini¢do 8.10 (Polindmio caracteristico), Exemplo 4.31 (O determinante da multiplicag¢do
a esquerda), Exemplo 4.30 (O determinante da transposi¢ao), Proposicao 8.9 (A é autovalor se e somente se
det(T — AI) = 0), Proposigao 4.24 (T é isomorfismo se e somente se detT # 0), Teorema 7.20 (T age em
Alt" (V) multiplicando por det T)

Veja também: Defini¢do 3.15 (Matrizes semelhantes)
def-detop

Proposicao 4.24 (T é isomorfismo se e somente se det T # 0)

Requer: Definicao 4.23 (Determinante de um operador), Defini¢do 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Corolario 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel),
Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel)

T :V — V éisomorfismo se e somente se det T # 0.

Demonstracdo

T é isomorfismo <= [T|pp é invertivel (Corolério 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a
sua matriz é invertivel)) <= det[T|gp # 0 (Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel)).

Usado em: Proposicdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0) (dem.)
prop-isodet

Definicao 4.25 (Matriz adjunta)
Requer: Defini¢do 4.18 (Menor e cofator)

A matriz adjunta de A é a transposta da matriz dos cofatores:

(adjA),. := (—1)"" det Aj;.

i

Usado em: Teorema 4.26 (A -adjA = (detA)I)
def-adj
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Teorema 4.26 (A - adj A = (det A) )
Requer: Definicdo 4.25 (Matriz adjunta)

A demonstracdo exige: Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace), Corolario 4.14 (O que vale para
colunas vale para linhas)

Para toda A € My xn(R),
A-adjA=adjA- A= (detA)I,.

Em particular, se det A # 0 entdo A~' = 2+ adj A.

Demonstracdo

A entrada (i, k) do produto A - adj A é
n .
Z aij (—1)k+] det Akj'
j=1

Se i = k, isso é exatamente o desenvolvimento de Laplace de det A pela linha i (Teorema 4.20
(Desenvolvimento de Laplace)), logo vale det A.

Se i # k, considere a matriz A obtida de A substituindo a linha k pela linha i. Ela tem duas
linhas iguais, logo det A = 0. Mas o menor Ak]- ndo vé a linha k, e portanto Ak]- = Ayj; assim o
desenvolvimento de det A pela linha k é precisamente a soma acima. Ela vale 0.

Logo A -adj A = (det A)I; o outro produto é andlogo, desenvolvendo por colunas.

Usado em: Coroldrio 4.27 (Regra de Cramer) (dem.)

thm-matriz-adjunta

Corolario 4.27 (Regra de Cramer)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz), Defini¢do 3.19 (Sistema lin-
ear)

A demonstracdo exige: Teorema 4.26 (A -adjA = (detA)I), Teorema 4.20 (Desenvolvimento de
Laplace)

(Regra de Cramer.) Se det A # 0, a iinica solugdo de AX = b é dada por

v det AU
I detA ’

onde AY) é a matriz A com a j-ésima coluna substituida por b.

Para n = 2 ou 3 a regra é ttil; para n = 5 é muito mais lenta que escalonar. O valor dela
é tedrico: ela exibe a solugdo como fungédo racional dos coeficientes, o que é usado, por
exemplo, para mostrar que a solucdo depende continuamente dos dados.

Demonstracdo

X=A1= ﬁadj(A) b, cuja j—ésimg entrada é de% Yi(—1) det(A;j) b;. Essa soma €o
desenvolvimento de Laplace, pela coluna j, do determinante da matriz que tem b na coluna j e
as demais colunas de A — isto ¢, det AU).

cor-cramer
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Proposicao 4.28 (Determinante de uma matriz triangular por blocos)

Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

Se A€ Myxp(R), D € Myxy(R)eC € My, entio

A C
de’c(0 D)—detA-detD.

A C logo cada permutacéo que
sobrevive se parte em duas:

umade {1,...,p}e

umade {p+1,...,n}

detM = det A -detD

!

nenhuma parcela pode
passar por aqui

O bloco de zeros forca toda parcela ndo nula da férmula de Leibniz a respeitar a divisdo: as primeiras p colunas sé
podem usar as primeiras p linhas. Isso parte a soma em duas somas independentes — e é a razio de o determinante de
uma matriz triangular por blocos ser o produto dos determinantes dos blocos.

Demonstracdo

Chame M a matriz em blocos, de tamanho n = p + ¢. Numa parcela ndo nula da férmula
de Leibniz, precisamos de m,j; # 0 para todo j. Para j < p, as entradas com ¢(j) > p estdo
no bloco nulo; logo o({1,...,p}) C {1,...,p} e, por injetividade, o restrita a {1,...,p} é uma
permutagdo desse conjunto — e o que sobra é uma permutagdo de {p +1,...,n}. Os sinais se
multiplicam, e a soma se fatora no produto das duas somas de Leibniz.

Usado em: Exemplo 4.31 (O determinante da multiplicagdo a esquerda), Proposicao 8.43 (Subespago
invariante: matriz em blocos e fatoragao de pr) (dem.), Proposigao 8.27 (1 < mg < ma) (dem.)

prop-determinante-por-blocos

Exemplo 4.29 (Vandermonde e interpolacao)

Requer: Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel),
Corolario 3.10 (T é isomorfismo se e somente se a sua matriz é invertivel)

Vandermonde e interpolagio. Sejam to, ..., t, € R dois a dois distintos e

1t t3 -+

2
. 14 # - #
1 t, £ ¢

Vale
detV = H (tj—ti) # 0.

0<i<j<n

Por que. Pense em detV como polindmio na varidvel t,, com os demais fixos: ele
tem grau < n e se anula em t, = fg,...,t,_1 (duas linhas iguais), logo é multiplo de
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(ty — to) - -+ (tn — ty—1). Comparando o coeficiente de t? (que é, por Laplace na ultima
linha, o determinante de Vandermonde de ordem #) e iterando, sai a férmula.

Para que serve. Considere T : P,(R) — R"*!, T(p) = (p(to),...,p(ts)). Nas bases
(1,x,...,x") e candnica, [T] = V. Como detV # 0, T é isomorfismo: dados quaisquer
valores vy, . . ., J, existe um e um s6 polindmio de grau < n com p(t;) = y;. E o teorema
da interpolagdo, obtido de um determinante.

P81 = 3T(p) = (p(to), -, pltu)
detV # 0 = T isomorfismo

quatro alturas quaisquer,
um tinico polindmio

O determinante de Vandermonde ndo é uma curiosidade: ele é a afirmagdo de que a avaliacio em n + 1 pontos
distintos é um isomorfismo Py (R) — R""1. Escolhidas as alturas nos pontos, o polindmio existe e é tinico — e a
razio é que um determinante nio se anula.

Veja também: Exemplo 1.41 (A avaliacdo num ponto € linear)

ex-vander

Exemplo 4.30 (O determinante da transposicao)

Requer: Definicao 4.23 (Determinante de um operador), Exemplo 2.71 (A base das matrizes elementares),
Exemplo 1.42 (Transposicdo e multiplicagdo a esquerda)

O determinante da transposigdo. Seja @ : My xn(R) = Myxn(R), ©(A) = AL, Na base
das matrizes elementares, @(Eij) = Ej;: ela permuta a base, fixando as n matrizes E;; e

trocando aos pares as @ matrizes E;; com i < j. A matriz de O é portanto uma matriz
de permutagdo, cujo determinante é o sinal da permutac¢do. Como ela é um produto de

@ transposigdes disjuntas,

det® = (—1)"(~1/2,

ex-transposicao-determinante

Exemplo 4.31 (O determinante da multiplicacdo a esquerda)

Requer: Definicdo 4.23 (Determinante de um operador), Proposicao 4.28 (Determinante de uma ma-
triz triangular por blocos), Exemplo 2.71 (A base das matrizes elementares), Exemplo 1.42 (Transposicao e
multiplicagdo a esquerda)

Multiplicagio a esquerda. Fixe M € M,;x»(R) e seja Ly(A) = MA. Como a k-ésima
coluna de MA é M vezes a k-ésima coluna de A, o operador Ly age em cada coluna
separadamente. Ordenando a base {E;;} coluna a coluna, a matriz de Ly é diagonal por
blocos, com n cépias de M; pela Proposigdo 4.28 (Determinante de uma matriz triangular

por blocos),
det Ly, = (det M)™.

Aqui, como no Exemplo 4.30 (O determinante da transposi¢do), o determinante de um
operador é calculado sem que se escreva a matriz inteira. O truque nos dois casos é o
mesmo: escolher a base certa e reconhecer a estrutura.
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ex-esq

Exercicio 4.32 (AB = I implica BA = I?)

A demonstracdo exige: Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A
invertivel), Nota 3.43 (Quatro esqueletos de demonstragao)

Verdadeiro ou falso? Se A, B € M, x,(R) e AB = I, entido BA = I.

Resolucéo

Verdadeira. De AB = | vem det A - detB = 1, logo det B # 0 e B é invertivel (Teorema 4.11
(det A # 0 equivale a A invertivel)). Multiplicando AB = I por B~! a direita, A = B~!; portanto
BA=BB =1
Sem determinante: AB = I implica B injetora (se Bx = 0 entdo x = ABx = 0); como B é quadrada
e a dimensao é finita, B é isomorfismo (esqueleto 4 da Nota 3.43 (Quatro esqueletos de demon-
stracdo)). Dai A = B~' e BA = I. O segundo caminho explica por que a hipétese “quadrada e
dimensao finita” é essencial.

exerc-ab-igual-a-identidade

Exercicio 4.33 (A2 = Ae A # [ implicam det A = 0?)
Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

A demonstracdo exige: Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A
invertivel)

Verdadeiro ou falso? Se A € M, (R) satisfaz A> = Ae A # I, entiio det A = 0.

Resolucéo

Verdadeira. De A?> = A e da multiplicatividade (Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B)),
(det A)? = det A, logo det A € {0,1}. Se fosse det A = 1, A seria invertivel; multiplicando
A% = A por A=l viria A = I, contra a hipétese. Logo det A = 0.
Aqui, como no Exercicio 4.32 (AB = [ implica BA = I?), a hip6tese é uma equagdo entre matrizes,
e a demonstracdo consiste em aplicar det aos dois lados.

Veja também: Exercicio 4.32 (AB = I implica BA = I?)

exerc-idempotente-tem-determinante-nulo
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Capitulo 5

Dualidade e quocientes

Espaco dual, base dual e transposta

Motivagio 5.1 (O caso W =R de L((, V), W))
Requer: Proposicdo 1.51 (£((, V), W) é um espaco vetorial)

O caso W = R de £L((,V), W) (Proposicdo 1.51 (L((,V), W) é um espaco vetorial))
merece estudo préprio, porque aparece em toda parte: equagoes lineares, coordenadas,
avaliagdes, integrais, o trago.

Veja também: Definicdo 5.2 (Funcional linear e espaco dual)

mot-dual

Definicdo 5.2 (Funcional linear e espaco dual)
Requer: Proposigao 1.51 (£((, V), W) é um espago vetorial)

Um funcional linear em V' é uma transformacao linear ¢ : V' — R. O espaco dual de
VéV*=L((,V),R), com as operagdes (¢ + ¢)(v) = ¢(v) + P(v) e (Ap)(v) = Ag(v).

Usado em: Definigao 5.24 (Anulador), Defini¢ao 5.8 (Base dual), Definigao 5.21 (Duplo dual e aplicagdo
de avaliacdo), Defini¢do 5.15 (Transposta de uma transformagao linear), Defini¢do 7.10 (Produto exterior de
funcionais), Exemplo 7.7 (O produto de dois funcionais e a sua parte alternada), Exemplo 5.5 (Funcionais em
Muxn(R)), Exemplo 5.4 (Funcionais em P, (R)), Exemplo 5.3 (Funcionais em R" sdo vetores-linha), Exem-
plo 5.6 (Um funcional em C%([0, 1])), Lema 5.22 (Os funcionais separam pontos), Proposicéo 5.7 (Dimensao
do dual; o nticleo de um funcional ndo nulo)

Veja também: Motivagdo 5.1 (O caso W =R de L((,V),W))
def-dual

Exemplo 5.3 (Funcionais em IR"” sdo vetores-linha)

Requer: Definicdo 5.2 (Funcional linear e espago dual), Corolario 1.54 (Toda transformagédo linear
R" — R™ é multiplicacdo por uma matriz)

Em R”, ¢(x1,...,%,) = a1x1 + - - - + a,x, é um funcional linear. Pelo Corolério 1.54
(Toda transformacao linear R” — IR é multiplicacdo por uma matriz), todo funcional
em R” é desta forma, com (a1 - -- a,) amatriz 1 x n de ¢: um vetor-linha.

Usado em: Corolario 5.35 (Alternativa de Fredholm), Exemplo 5.19 (A transposta em R”, com vetores-
linha), Nota 5.27 (O anulador em R" sdo as equagodes), Proposi¢ao 5.11 (Céalculo da base dual em IR")

ex-funcionais-em-rn
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Exemplo 5.4 (Funcionais em P, (IR))

Requer: Definicao 5.2 (Funcional linear e espago dual), Exemplo 1.41 (A avaliagdo num ponto é linear)

Sao funcionais lineares em P, (R): a avaliagdo ¢,(p) = p(a); aintegral p — fol p(t)dt;
o coeficiente de x*, p +— p®)(0) /k!.

ex-funcionais-em-polinomios

Exemplo 5.5 (Funcionais em M, ., (R))

Requer: Defini¢do 5.2 (Funcional linear e espago dual), Exemplo 1.43 (O trago € linear)

Séo funcionais lineares em M, (R): o trago; a entrada (i, ), A — aj;.

ex-funcionais-em-matrizes

Exemplo 5.6 (Um funcional em C°([0,1]))

Requer: Definicdo 5.2 (Funcional linear e espaco dual), Exemplo 1.21 (Fungoes de classe cky

Em C%([0,1]), é um funcional linear f fol f(t)g(t) dt, para g fixa.

ex-funcional-integral-contra-uma-funcao

Proposicdo 5.7 (Dimensao do dual; o nicleo de um funcional ndo nulo)
Requer: Definicdo 5.2 (Funcional linear e espaco dual), Definigao 2.75 (Dimensao)

A demonstracdo exige: Proposicdo 3.9 (L((,V), W) = M,,xn(R)), Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo
e da imagem)

Se dimV = n, entdo dimV* = n. Se ¢ € V* é ndo nulo, entdo ¢ é sobrejetor e
dimN(¢) =n—1.
Um subespaco de dimensdo n — 1 chama-se hiperplano. A proposicdo diz: o ntcleo de
um funcional ndo nulo é um hiperplano. (A reciproca — todo hiperplano é o ntcleo
de um funcional, tinico a menos de multiplo — é o Coroldrio 5.26 (Todo hiperplano é o
nucleo de um funcional).)

> v =3 plxy)=x+y
v=1(2,1), ¢(v) =3
v atravessa trés faixas

Um funcional ndo nulo em R?, desenhado pelas suas retas de nivel ¢ = c. A reta grossa é o niicleo; as outras sio
paralelas a ele. O valor ¢(v) é o mimero de faixas que a flecha v atravessa. Um vetor é uma flecha; um funcional é
uma pilha de retas paralelas.

Multiplicar ¢ por 2 deixa as retas de nivel duas vezes mais juntas. Ja a soma de dois
funcionais se faz nos coeficientes, ndo nas pilhas de retas.
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Demonstracdo

dim £((,V),R) = n-1 (Proposi¢do 3.9 (L((, V), W) = M,xn(R))). Se ¢ # 0, sua imagem
é um subespago ndo nulo de IR, logo é IR; pelo Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem),
dimN(¢) =n—1.

Usado em: Corolério 5.26 (Todo hiperplano é o ntcleo de um funcional), Exemplo 7.15 (Uma forma
de grau 2 que ndo é produto de dois funcionais), Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas) (dem.),
Teorema 5.23 (V e V** sdo isomorfos sem escolha) (dem.), Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo
produto interno) (dem.)

Veja também: Coroldrio 5.26 (Todo hiperplano é o nticleo de um funcional)
prop-dimdual

Defini¢ao 5.8 (Base dual)

Requer: Definicao 5.2 (Funcional linear e espaco dual), Definigao 2.64 (Base)

Seja B = (v1,...,v,) base de V. Para cada 7, seja v € V* o tnico funcional com

1, i=j,
(%) =2 0, i#].

(Existe e é tinico porque um funcional, como toda transformacao linear, pode ser pre-

scrito livremente numa base.) A lista B* = (v],...,v},) é a base dual de B.

Usado em: Nota 5.10 (v} depende de toda a base, e ndo s6 de v;), Proposigao 5.11 (Célculo da base
dual em IR"), Proposigao 5.13 (Polindmios de Lagrange: a base dual das avaliacdes), Teorema 7.12 (Base e

dimensao de Altk(V)), Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas), Teorema 5.23 (V e V** sdo isomorfos
sem escolha), Teorema 5.17 (A matriz da transposta é a transposta da matriz), Teorema 6.34 (Teorema de
Riesz: V = V* pelo produto interno), Lema 5.22 (Os funcionais separam pontos) (dem.)

Veja também: Proposi¢do 1.53 (Transformagdo linear com valores dados emeey, ..., e;)
def-basedual

Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas)
Requer: Defini¢do 5.8 (Base dual), Defini¢ao 2.66 (Coordenadas numa base)

A demonstracdo exige: Proposicdo 5.7 (Dimensao do dual; o niicleo de um funcional ndo nulo), Corolério 2.81
(Em dimensao n: n vetores LI, ou n geradores, formam base), Proposigao 1.52 (Uma transformacao linear
fica determinada num conjunto gerador)

Seja B = (v1,...,vy) base de V. Entdo:
(a) paratodov € V, v =Y} v} (v) v;; isto é, [v]g = (vi(v),...,v}(v));
(b) paratodo ¢ € V¥, ¢ =Y.', ¢(v;) v},
(c) B* ébasede V*.

Z

O item (a) em uma frase: os elementos da base dual sdo as func¢des coordenada; v} é “a
i-ésima coordenada na base B”. Os itens (a) e (b) sdo simétricos: em (a) as coordenadas
de um vetor sido os valores dos funcionais da base dual; em (b) as coordenadas de um
funcional sdo os seus valores nos vetores da base.

Demonstracdo

(a) Escreva v = };a;v;. Aplicando v}: v} (v) = }; a;6;; = a;.
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(b) Os dois lados sado funcionais lineares, e coincidem em cada v;: Y; ¢(v;)v} (v;) = @(v;)-
Dois lineares que coincidem numa base sdo iguais.

(c) Por (b), B* gera V*. Sao n vetores num espaco de dimensao n (Proposicao 5.7 (Dimensao
do dual; o niicleo de um funcional ndo nulo)), logo formam base (Corolario 2.81 (Em dimensao
n: n vetores LI, ou n geradores, formam base)). Diretamente: se }_; c;v; = 0, aplicando a v; vem
Cj = 0.

Usado em: Exemplo5.12 (Uma base dual em R3), Nota 5.20 (V = V* depende de escolha), Proposigdo 5.25
(Dimensao do anulador) (dem.), Proposicao 5.13 (Polindmios de Lagrange: a base dual das avalia¢oes) (dem.),
Teorema 5.17 (A matriz da transposta é a transposta da matriz) (dem.)

thm-basedunal

Nota 5.10 (v] depende de toda a base, e ndo sé6 de v,)
Requer: Defini¢do 5.8 (Base dual)

vy depende de toda a base, e nio sé de v1. Em R?, com B = (ey,e;), temos ej(x,y) = x.
Com B’ = (e3, €1 + €2), 0 primeiro funcional dual i deve valer 1 em e; e 0 em e1 + e;:
P(x,y) = x — y. O primeiro vetor é o mesmo nas duas bases; o primeiro funcional dual,
nao. Por isso a notacdo v é perigosa: ela sugere que existe “o dual de um vetor”, e ndo
existe.

.U:<2/]) e1+ e po
e v=(2,1)
e1 €1
B = (e1,e) B' = (e1, &1+ €2)
ef(x,y) ==x, ef(v) =2 p(x,y) =x—y, Pp(v) =1

O primeiro vetor das duas bases é o mesmo, eq; os primeiros funcionais duais sdo diferentes. A esquerda as retas
de nivel sio paralelas a ey; a direita, paralelas a ey + ep. O funcional dual a ey tem de se anular no resto da base, e o
resto mudou.

A pergunta “quanto vale a primeira coordenada de v = (2,1)?” tem duas respostas
diferentes, 2 e 1, e a figura mostra por qué. Nao existe uma operacdo v + v* sobre
vetores: um isomorfismo V' — V* exige uma escolha (Nota 5.20 (V = V* depende de
escolha)), e um produto interno é uma dessas escolhas (Teorema 6.34 (Teorema de Riesz:
V = V* pelo produto interno)).

Usado em: Nota 5.20 (V = V* depende de escolha)

Veja também: Nota 5.20 (V = V* depende de escolha), Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo
produto interno)

nota-depende

Proposicao 5.11 (Célculo da base dual em IR")

Requer: Definicdo 5.8 (Base dual), Exemplo 5.3 (Funcionais em IR" sdo vetores-linha)

(Célculo da base dual em R".) Seja B = (vy,...,v,) base de R" e P a matriz cujas
colunas s&o os v;. Entdo v} ¢ o funcional cujo vetor-linha ¢ a i-ésima linha de P~
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Demonstracdo

Seja ¢; a i-ésima linha de P~1, vista como funcional x — ¢;x. A igualdade P~1p = I, lida
entrada a entrada, diz {;0; = §j;.

Usado em: Exemplo 5.12 (Uma base dual em R3)

prop-calc

Exemplo 5.12 (Uma base dual em IR%)

Requer: Proposigao 5.11 (Calculo da base dual em IR"), Teorema 5.9 (A base dual dé as coordenadas)

Em R?, seja B = ((1, 1,0),(0,1,1),(1,0, 1)) A matriz com essas colunas e sua inversa
sdo as do Exemplo 3.17 (Mudanga de base em P, (IR): um exemplo completo):

10 1 (1 1 -1
P=111 0], P*lzE -1 1 1
01 1 1 -1 1

Logo
vi(xy2) =3(x+y—2), wxy2)=3(-x+y+2), i(xyz)=3(x-y+2)

Confira uma: v§(0,1,1) = 1(0+1—1) = 0. Para escrever ¢(x,y,z) = x —2y +z na
base B*, o Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas)(b) diz que os coeficientes sdo os
valores de ¢ na base B:

p(v1) = -1, @) =-1, ¢(v;3) =2, logo ¢ = —0v] — 05 + 203,

Verificagdo: —3(x+y —z) — 3(—x+y+z)+ (x —y +z) = x — 2y + z. O calculo de B*
é 0 mesmo célculo da mudanga de base (Proposigdo 3.13 (Mudanga de coordenadas)): as
coordenadas sdo a base dual, e a matriz P! é o conversor de coordenadas.

Veja também: Exemplo 3.17 (Mudanga de base em P,(R): um exemplo completo), Proposigdo 3.13
(Mudanca de coordenadas)

ex-q2

Proposicao 5.13 (Polinémios de Lagrange: a base dual das avaliacoes)

Requer: Definicdo 5.8 (Base dual), Exemplo 1.41 (A avaliagdo num ponto é linear)

A demonstracdo exige: Teorema 5.9 (A base dual d4 as coordenadas), Corolario 2.81 (Em dimenséao n:
n vetores LI, ou n geradores, formam base)

Sejam ty, ..., t, € R distintos e ¢;(p) = p(t;) em P,(R). O determinante de Vander-
monde (Exemplo 4.29 (Vandermonde e interpolac¢do)) mostra que p — (p(to), ..., p(tr))
€ um isomorfismo; aqui isso ganha uma leitura no dual.

Os polindmios de Lagrange

t— g
.tj—tk’

formam uma base de P,(R), e (€, ...,€,) é a sua base dual. Em particular, (o, ..., €,) é base
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de P,(R)*, e todo p € Pn(R) se escreve

Os trés polindmios de Lagrange de P, (R) para os nés 0, %, 1. Cada um vale 1 no seu né e 0 nos outros dois: é a

relagdo €;(¢;) = 0;; desenhada. Para reconstruir um p de grau < 2 a partir de p(0), p(%), p(1), basta somar as trés

CUrvas com esses pesos.

Demonstracdo

Cada /; tem grau n, vale 1 em f; e 0 nos demais t;: isto &, ¢;(¢;) = d;;. Os ¢; sao LI se
Y cjlj = 0, avaliando em t; vem ¢; = 0. Sdo n + 1 vetores LI em Py (R), logo base; e as relagdes
ei(¢;) = ¢;j dizem que (¢;) é a base dual. A férmula final é o Teorema 5.9 (A base dual dd as
coordenadas)(a).

Usado em: Exemplo 5.14 (Regra de Simpson), Teorema 8.65 (Diagonalizavel se e somente se mr tem
raizes reais simples) (dem.)

Veja também: Exemplo 4.29 (Vandermonde e interpolacao)
prop-lagrange

Exemplo 5.14 (Regra de Simpson)

Requer: Proposicdo 5.13 (Polindmios de Lagrange: a base dual das avaliacdes)

Seja ¢(p) = fol p(t)dt em P,(R), com nés 0, 3,1. Pelo Teorema 5.9 (A base dual
dé as coordenadas)(b), ¢ = ¥; ¢({;) ;. Com by = 2(t — 3)(t —1), {1 = —4t(t — 1),

lr = 2t(t — 1), as integrais valem %, %, %. Logo, para todo p de grau < 2,

Nao é uma aproximagdo: é uma igualdade em P;(IR)*, que tem dimenséo 3.

Testeem p = t% -0+ ¢ - 1+ $-1 = 1. A moral: um funcional em dimensio 3 fica
determinado por 3 niimeros; se trés avaliagdes formam base, a integral é uma combinagdo
delas.

ex-simpson

Definicao 5.15 (Transposta de uma transformacao linear)

Requer: Defini¢do 5.2 (Funcional linear e espago dual)

109



Seja T : V — W linear. A transpostade T é
T :W*" = V¥, T*(¢) = poT.

T
\% > W

.
* & *
T*(P_Wx / Vv < W

R sentido contrario

A transposta. Um funcional em W (azul), composto com T, dd um funcional em V (verde). Assim T* vai de W*
para V*: o sentido se inverte. Em termos de equagdes: uma equagio ¢ = 0 em W puxa para a equagio ¢(T(v)) =0
emV.

Usado em: Exemplo 5.19 (A transposta em R”, com vetores-linha), Exercicio 5.37 (Se T(S) C S, entdo
T*(8%) c S%?), Proposicao 5.55 ((V/S)* = S%), Proposicio 5.16 (Propriedades da transposta), Teorema 5.17
(A matriz da transposta é a transposta da matriz), Teorema 5.33 (Os quatro subespagos de uma transfor-
magdo linear), Teorema 6.35 (Existéncia e unicidade da adjunta) (dem.)

def-transp

Proposicdo 5.16 (Propriedades da transposta)
Requer: Definicao 5.15 (Transposta de uma transformagao linear), Defini¢ao 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 1.49 (A composta de transformacdes lineares é linear)

Sejam T : V — WeS: W — U lineares.

(a) T* estd bem definida e é linear.
(b) (SoT)* =T*oS*e (Idy)* = Idy-.

(c) Se T éisomorfismo, entdo T* é isomorfismo e (T~1)* = (T*)~L.

Demonstracdo

(@) ¢ o T é composta de lineares, logo estdi em V*. ET* (¢ + A¢p) = (¢ +AP)oT = 9o T +
Ao T, porque as operagdes em V* sdo ponto a ponto.

(b) (SoT)*(¢) =poSoT =T*(S*(¢)). A outra é imediata.

(c)Aplique b)a T 'oT =Idy e To T~ ! =Idy: T*o (T71)* =Idy« e (T~1)* o T* = Idy:.

Usado em: Coroldrio 5.18 ((AB)! = B! A!) (dem.)

prop-transp

Teorema 5.17 (A matriz da transposta é a transposta da matriz)

Requer: Defini¢do 5.15 (Transposta de uma transformacao linear), Defini¢do 5.8 (Base dual), Defini¢do 3.2
(Matriz de uma transformacao linear)

A demonstracdo exige: Teorema 5.9 (A base dual dé as coordenadas)

Sejam B = (vy,...,v,) base de V, C = (wy, ..., wy,) base de W, e B*, C* as bases duais.
Entdo

[T*]pec = ([T]CB)t-

E aqui que a transposta de matriz ganha significado: ela é a matriz de outra transfor-
magdo, que vive entre os duais e anda no sentido contrério.
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Demonstracao
Seja [T]cp = (aij), isto ¢, T(vj) = ¥ ajjw;. A coluna j de [T*]p-c+ € [T*(w])]-, e pelo Teo-

¥)emuv;:

rema 5.9 (A base dual da as coordenadas)(b) sua entrada i é o valor de T* (w]

T* () (v;) = w! (T(v;)) = w;f(;akiwk) = a;.

Portanto a entrada (i, j) de [T*|p«c+ € aj;.

Usado em: Corolério 5.18 ((AB)! = BfA!) (dem.), Corolério 5.34 (Posto por linhas ¢ igual a posto por
colunas, pelo dual) (dem.)

thm-matriz-da-transposta

Corolario 5.18 ((AB)" = B'A")
A demonstracdo exige: Teorema 5.17 (A matriz da transposta é a transposta da matriz), Proposigao 5.16

(Propriedades da transposta), Teorema 3.7 (A matriz da composta é o produto das matrizes)

(AB)! = B!A! para matrizes compativeis, e (A~1)" = (A?)~L.

Demonstracdo

Sejam T = Tp e S = T4, com as bases candnicas. Pelo Teorema 5.17 (A matriz da transposta
é a transposta da matriz) e pela Proposicdo 5.16 (Propriedades da transposta)(b),

(AB)' = [(SoT)"] = [T* 0 8] = [T"][s"] = B'A".

A segunda é a Proposicao 5.16 (Propriedades da transposta)(c) lida da mesma forma.

cor-abt

Exemplo 5.19 (A transposta em R", com vetores-linha)

Requer: Definicao 5.15 (Transposta de uma transformagao linear), Exemplo 5.3 (Funcionais em R" sdo
vetores-linha)

A transposta em R", com vetores-linha. Seja T4 : R" — R™, X — AX. Um funcional
em R é um vetor-linha y (1 x m), e

Tily) =yoTs: X— yAX.

Isto é: T7, é “multiplicar o vetor-linha por A a direita”, y + yA. Escrevendo os vetores-
120

0 1 3> e o funcional y =

linha em pé, isso é y' — Atyt. Por exemplo, para A = (
(1 —1) em R?, que é (u,v) > u — v:

nw=-a-n(y T 5)-a1-9),

isto &, T () (x1, X2, x3) = x1 + x2 — 3x3. Confira: T4(x) = (x1 +2x2, X +3x3), ey —v =
X1 + xp — 3x3.

Uma consequéncia: T} (y) = 0 significa yA = 0, isto é, y anula todas as colunas de A —
e as colunas geram Im(T, ). Ou seja, N(T*) sdo os funcionais que se anulam na imagem
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de T. E a férmula N(T*) = Im(T)° do Teorema 5.33 (Os quatro subespacos de uma
transformacao linear).
Usado em: Corolério 5.35 (Alternativa de Fredholm) (dem.)

Veja também: Teorema 5.33 (Os quatro subespagos de uma transformagéo linear)

ex-linhas

Duplo dual e anulador

Nota 5.20 (V = V* depende de escolha)

Requer: Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas), Nota 5.10 (v] depende de toda a base, e ndo s6
de v7), Definicdo 1.66 (Isomorfismo)

V 2 V* depende de escolha. Uma base B d4 um isomorfismo ®5 : V. — V*, o que
manda v; em v’. Em R?, com B = (ej,e;) temos ®p(e;) = ej, o funcional (x,y) — x.
Com B’ = (e1,e1 + e2) temos Pp (e1) igual ao funcional (x,y) — x —y (Nota 5.10 (v}
depende de toda a base, e ndo s6 de v1)). O mesmo vetor e; vai em funcionais diferentes:
nao ha um isomorfismo V — V* preferido.

Usado em: Motivacdo 6.1 (A estrutura que faltava para escolher)

nota-isomorfismo-com-o-dual-depende-de-base

Definicao 5.21 (Duplo dual e aplicacao de avaliacao)

Requer: Definicdo 5.2 (Funcional linear e espaco dual)

O duplo dual de V é V** = (V*)*. A aplica¢do de avaliagio é
ev:V — V¥, ev(v) (@) = ¢(v).

Em palavras: um vetor v é visto como a fun¢do “avaliar em v”, que come um funcional
e devolve um namero.

Usado em: Teorema 5.23 (V e V** sdo isomorfos sem escolha)

def-duplo-dual

Lema 5.22 (Os funcionais separam pontos)
Requer: Definicao 5.2 (Funcional linear e espaco dual)

A demonstracdo exige: Teorema 2.79 (Teorema do completamento), Definigao 5.8 (Base dual)

Sev € Ve g(v) =0paratodo ¢ € V*, entdo v = 0.

Demonstracdo
Se v # 0, complete (v) a uma base (v,vy, ...,v,) de V (Teorema 2.79 (Teorema do completa-
mento)). O primeiro funcional da base dual vale 1 em v.

Usado em: Proposicao 5.30 (O anulador troca soma e interse¢do) (dem.), Teorema 5.23 (V e V** sdao
isomorfos sem escolha) (dem.)

lem-separa
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Teorema 5.23 (V e V** sdo isomorfos sem escolha)

Requer: Definicao 5.21 (Duplo dual e aplicagdo de avaliacdo), Definicado 1.66 (Isomorfismo), Defini¢dao 5.8
(Base dual)

A demonstracdo exige: Lema 5.22 (Os funcionais separam pontos), Proposigao 5.7 (Dimensao do dual;
o ntcleo de um funcional nao nulo), Corolario 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)

ev é um isomorfismo, e sua definigdo ndo usa escolha nenhuma. Além disso, para toda base B
de V, a base dual de B* é ev(B).

um isomorfismo
para cada base

Dp
V*

Dy
v > Y

ev: nenhuma escolha

Os isomorfismos V- — V* vém em familia, um para cada base, e bases diferentes ddo isomorfismos diferentes. O
isomotfismo V. — V** é um s6, e é definido sem mencionar base. E isso que a palavra candnico quer dizer.

Este é o sentido correto da palavra “canénico”. Na Nota 2.68 (Escolher uma base é escol-
her um isomorfismo com R") (“s6 R" tem base candnica”), candnico queria dizer que a
escolha ja vinha feita; aqui, que ndo ha escolha a fazer. Identificamos V com V** viaev e
escrevemos v(¢) = ¢(v): os elementos de V** sdo os vetores de V, agindo por avaliagao.

Demonstracdo

ev(v) é linear em ¢ porque as operagdes de V* sdo ponto a ponto: ev(v)(¢ + Ap) = ¢(v) +
AP(v). Eev élinear em v porque cada ¢ é linear. Se ev(v) = 0, entdo ¢(v) = 0 paratodo ¢,ev =0
pelo Lema 5.22 (Os funcionais separam pontos). Logo ev é injetora; como dim V** = dim V* =
dim V, é isomorfismo (Corolario 2.93 (Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)).

Para a tltima afirmagao: ev(v;) (v]*) =] (v;) = dij, que é a relagdo que define a base dual de
B*.

Usado em: Corolario 5.31 ((S?)? = §), Proposigdo 7.11 (O produto exterior é alternado e detecta de-
pendéncia linear) (dem.)

Veja também: Nota 5.20 (V = V* depende de escolha), Nota 2.68 (Escolher uma base é escolher um
isomorfismo com RR")

thm-ev

Defini¢io 5.24 (Anulador)

Requer: Defini¢do 5.2 (Funcional linear e espago dual)

Seja S C V um subconjunto. O anulador de S é
S®={p cV*: ¢(s) =0paratodos € S} C V*.

Usado em: Corolario 5.31 ((S?)? = S), Corolério 5.26 (Todo hiperplano é o nticleo de um funcional),
Exercicio 5.37 (Se T(S) C S, entdo T*(S") C S°?), Nota 5.27 (O anulador em IR" sdo as equacdes), Proposicao 5.25
(Dimensao do anulador), Proposicao 5.55 ((V/S)* 22 S), Proposigao 5.30 (O anulador troca soma e inter-
se¢do), Teorema 5.33 (Os quatro subespagos de uma transformacao linear), Teorema 6.34 (Teorema de Riesz:

V = V* pelo produto interno)

def-anul
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Proposic¢ao 5.25 (Dimensao do anulador)

Requer: Definigdo 5.24 (Anulador), Defini¢do 2.75 (Dimens&o)

A demonstracdo exige: Teorema 5.9 (A base dual dé as coordenadas), Teorema 2.79 (Teorema do com-
pletamento)

Seja S subespaco de V, dimV = n e dimS = k. Entdo S° é subespaco de V* e
dim S° = 1 — k. Mais precisamente: se (vy,...,v;) é base de S e (vy,...,v,) é uma base
de V que a completa, entdo (ZJZ_H, ...,0%) ébase de S°.

Demonstracdo
S0 é subespaco: se @, i se anulam em S, ¢ + Ay também. Para j > k, v;f seanulaemvy,..., v,
logo em S: v]’f € SY. Os v}* sdo LI (sdo parte de uma base). Geram S°: se ¢ € SV, entdo

n

9= @) = ) o(v:)o],

i=1 i=k+1

porque ¢(v;) =0 parai < k.

Usado em: Exemplo 5.28 (Equagdes de um subespago de R* pelo anulador), Nota 5.29 (O anulador
de uma reta de R3: um leque de planos), Nota 7.29 (O teorema do nticleo e da imagem em seis roupas),
Corolério 5.31 ((§°)? = S) (dem.), Corolério 5.26 (Todo hiperplano é o nicleo de um funcional) (dem.),
Proposigao 5.30 (O anulador troca soma e intersecao) (dem.), Teorema 5.33 (Os quatro subespacos de uma
transformacao linear) (dem.)

prop-dimanul

Corolario 5.26 (Todo hiperplano é o nticleo de um funcional)

Requer: Defini¢do 5.24 (Anulador), Proposi¢do 5.7 (Dimensao do dual; o nticleo de um funcional nao
nulo)

A demonstracdo exige: Proposicdo 5.25 (Dimensdo do anulador), Coroldrio 2.82 (Dimensdo de um
subespaco)

Todo hiperplano H de V' é o nticleo de um funcional ndo nulo, e dois funcionais nao
nulos com o mesmo ntcleo sdo mdltiplos um do outro.

Demonstracao

dimH’ =n—(n—1) =1. Um ¢ # 0 em H’ tem H C N(¢), e os dois tétm dimensao n — 1
(Proposigéo 5.7 (Dimensdo do dual; o nicleo de um funcional ndo nulo)), logo H = N(¢). Se
N(¢) = H, entdao ¢ € HY, que é a reta [¢].

cor-hiper

Nota 5.27 (O anulador em R" sdo as equacdes)

Requer: Defini¢do 5.24 (Anulador), Exemplo 5.3 (Funcionais em R” sdo vetores-linha), Defini¢do 3.19
(Sistema linear)

O anulador em R" sdo as equagodes. Identifique um funcional em R” com seu vetor-linha
y=(y1 - Yn).-Se S = [uy,..., u] CR", entdo

yeSO = yup=---=yu =0,

isto é, S é 0 espaco solugdo do sistema homogéneo cujas linhas sdo os u; (nas incégnitas
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Yi,.-.,Yn). Eumvetor-linhay € S0 é o vetor de coeficientes de uma equacao yixy +- - -+
ynxy = 0 satisfeita por todo x € S. Uma base de S° é um sistema de equagdes minimo
para S — e o Corolério 5.31 ((S")? = S) garante que essas equagdes definem exatamente
o

Usado em: Exemplo 5.28 (Equacdes de um subespago de R* pelo anulador)

Veja também: Corolario 5.31 ((S°)0 = §), Exemplo 3.39 (As duas descrigdes de um subespaco: ger-
adores e equagodes)

nota-anulador-sao-equacoes

Exemplo 5.28 (Equac¢des de um subespaco de R* pelo anulador)
Requer: Nota 5.27 (O anulador em IR” sdo as equagdes), Proposi¢do 5.25 (Dimensdo do anulador)
Seja
S =1[(1,2,-1,0), (0,1,1,1)] ¢ R~

Os dois vetores sdo LI, dim S = 2, logo dim S0 = 2. O sistema
yi+22—-y3=0, y2+ys+ys=0
tem y3, y4 livres: y» = —y3 —ys e y1 = —2y2 +y3 = 3y3 + 2y4. Uma base de S°:
(3,-1,1,0),  (2,—1,0,1).

Portanto
S={(xyzw): 3x—y+z=0 2x—y+w=0}.

Confira: (1,2,-1,0)dd3—-2—-1=0e2—-2+0=0.
E o Exemplo 3.39 (As duas descrigdes de um subespago: geradores e equacdes), agora
com nome. A receita: para achar equagdes de S = [uy, ..., ux|, resolva o sistema cujas linhas
sdo os u;; cada solugdo é uma equagdo de S, e uma base das solucdes é um sistema minimo. O
nimero minimo de equagdes é n — dim S.

Veja também: Exemplo 3.39 (As duas descri¢des de um subespaco: geradores e equacdes)

ex-s0

Nota 5.29 (O anulador de uma reta de IR3: um leque de planos)

Requer: Proposi¢do 5.25 (Dimensdo do anulador)

L
S: uma reta de R®

S0: os planos que a contém
(a menos de escala)

dims®=3-1=2

/Vﬂ//

O anulador de uma reta S C R®. Cada funcional ndo nulo em SY tem um plano por
nucleo, e esse plano contém S. Os planos que contém a reta formam um leque a um
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parametro (por isso dim S = 2: um parametro de direcdo e um de escala). Dois planos
quaisquer do leque ja cortam exatamente a reta.

nota-anulador-de-uma-reta

Proposicdo 5.30 (O anulador troca soma e intersecao)
Requer: Definicao 5.24 (Anulador), Definigao 2.19 (Soma de subespagos)

A demonstracdo exige: Lema 5.22 (Os funcionais separam pontos), Proposi¢do 5.25 (Dimensao do
anulador), Teorema 2.85 (Dimensado da soma de dois subespacos)

Sejam S, S1, Sy subespagos de V.
(@) S1 C Sy =SS {0}0=Vv*eV®={0}.
(b) (S1+52)°=59N8Y e (51N S)° =59+ 5).

Demonstracdo

(a) Um funcional que se anula em S; se anula em S; C S;. Os dois casos extremos sdo a
definicdo e o Lema 5.22 (Os funcionais separam pontos).

(b) Um funcional se anula em S; + S; se e somente se se anula em S; e em Sy (pela lin-
earidade). Isso dd a primeira igualdade. Na segunda, a inclusdo O vem de (a): SNSy C S;
dd SY C (S1NS,)°, e esse é um subespaco. Para a igualdade, contamos dimensdes com a for-
mula da soma (Teorema 2.85 (Dimensao da soma de dois subespacos)), a primeira igualdade e a
Proposicao 5.25 (Dimensao do anulador). Escrevendo s; = dim S;:

dim(S? + 89) = (1 —s1) + (1 — 57) — dim(SJ N SY)
=(n—s1)+ (n—s2) — (n—dim(S1 + S7))
=n— (51452 —dim(S; + S)) = n — dim(S; N Sy) = dim(S; N S,)°.

Usado em: Nota 5.32 (O diciondrio entre subespagos e anuladores), Nota 6.42 (Diciondrio: subespagos,
dual e produto interno)

prop-operacoes-com-anuladores

Corolario 5.31 ((S°)? = S5)
Requer: Teorema 5.23 (V e V** sdo isomorfos sem escolha), Defini¢ao 5.24 (Anulador)

A demonstracdo exige: Proposicdo 5.25 (Dimensdo do anulador)

Identificando V com V** via ev, vale (S°)° = S para todo subespaco S. Em termos de
equagdes: um vetor que satisfaz todas as equagoes lineares satisfeitas por S estd em S.

Demonstracdo

(SN0 c v, eev(S) C (S9):ses € Se ¢ € SY, entdo ev(s)(p) = ¢(s) = 0. As dimensdes:
dim(8%)° = n — (n — k) = k = dimev(S).

Usado em: Nota 5.32 (O diciondrio entre subespacos e anuladores), Corolario 5.35 (Alternativa de
Fredholm) (dem.)

Veja também: Nota 5.32 (O dicionario entre subespagos e anuladores)

cor-dupla
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Nota 5.32 (O diciondrio entre subespacos e anuladores)
Requer: Proposigao 5.30 (O anulador troca soma e interse¢ao), Corolario 5.31 ((SO)0 =J5))

so9 (ewn) [ 8]

-
PR ~

em V em V*

O diciondrio da Proposicao 5.30 (O anulador troca soma e intersegdo). A passagem ao
anulador vira o desenho de cabega para baixo: o que era pequeno fica grande, a soma vai
na intersecdo e a interse¢do vai na soma, e a dimensao k vai em n — k. O Corolario 5.31
((8")" = S) diz que fazer isso duas vezes devolve o desenho original.

Em palavras, (S1 + $2)° = S9N SY diz: as equagdes da soma sio as equagdes comuns. E
(S1MS2)° = SY + SY: para obter equagdes da interseio, junte as equagdes dos dois — é o que
se faz ao calcular uma intersecdo. Atencdo: a igualdade (S; N S;)? = S9N SY é falsa; tome
duas retas distintas em R?.

nota-dicionario-do-anulador

Teorema 5.33 (Os quatro subespagos de uma transformacao linear)

Requer: Defini¢do 5.15 (Transposta de uma transformacao linear), Defini¢do 5.24 (Anulador), Definigdo 1.58
(Ntcleo e imagem)

A demonstracdo exige: Proposicao 5.25 (Dimensdo do anulador), Teorema 2.92 (Teorema do ndcleo e
da imagem)

SejaT :V — W linear,dim V = n, dim W = m. Entdo
N(T*) =Im(T)® e  Im(T*)=N(T)"

Em particular, dimIm(T*) = dim Im(T).

T:VoW
[ N(T) C V ] [ m(T) C W ]
dimn —r dim r
0! o
[Im(T*) =N(T)° c V*] [N(T*) =Im(T)° C W*]
dim r dimm —r

\

DT W v

117



Os quatro subespagos. Em cima, niicleo e imagem de T, embaixo, os de T*. Cada um de baixo é o anulador do
de cima, trocando os papéis: a imagem de T* anula o niicleo de T, e o niicleo de T* anula a imagem de T. As cores
marcam os dois pares de mesma dimensio.

Demonstracdo

Primeira. ¢ € N(T*) <= ¢oT =0 <= ¢(T(v)) = 0 paratodov <= ¢ se anula em
Im(T).

Sequnda. Se p = po T ev € N(T), entdo (v) = ¢(0) = 0: isso d&4 Im(T*) C N(T)°. Seja
r = dimIm(T). Pela primeira igualdade, pelo Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem) e
pela Proposigdo 5.25 (Dimensao do anulador),

dimIm(T*) =m —dimN(T*) =m— (m—r) =7, dimN(T)’ =n—(n—7r) =r.

Os dois tém a mesma dimensio, e um contém o outro.

Usado em: Nota 7.29 (O teorema do ntcleo e da imagem em seis roupas), Corolario 5.35 (Alternativa
de Fredholm) (dem.), Corolario 5.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas, pelo dual) (dem.)

Veja também: Exemplo 5.19 (A transposta em IR”, com vetores-linha)

thm-quatro

Corolario 5.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas, pelo dual)
Requer: Definigdo 3.23 (Posto de uma matriz)

A demonstracdo exige: Teorema 5.33 (Os quatro subespagos de uma transformagao linear), Teorema 5.17
(A matriz da transposta é a transposta da matriz)

Posto por linhas = posto por colunas. Para A € M,,x»(R), 0 nimero maximo de colu-
nas LI de A é igual ao nimero maximo de linhas LI.
No Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas) esse resultado saiu do
escalonamento, com contas. Aqui ele sai de duas linhas, e a demonstra¢do ndo usa ma-
triz nenhuma: é um fato sobre T e T*. Da mesma férmula saem: T injetora <= T*
sobrejetora, e T sobrejetora <= T* injetora.

Demonstracdo

O posto por colunas é dim Im(T, ) (Definicao 3.23 (Posto de uma matriz)). A matriz de T} nas
bases duais das candnicas é A! (Teorema 5.17 (A matriz da transposta é a transposta da matriz)),
cujas colunas sio as linhas de A; logo o posto por linhas é dimIm(T7). O teorema diz que sao
iguais.

Veja também: Teorema 3.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas)

cor-posto-linhas-igual-colunas

Corolario 5.35 (Alternativa de Fredholm)
Requer: Definicao 3.19 (Sistema linear), Exemplo 5.3 (Funcionais em IR" sao vetores-linha)

A demonstracgo exige: Corolario 5.31 ((S?)? = S), Teorema 5.33 (Os quatro subespagos de uma trans-
formacao linear), Proposigao 3.21 (AX = b tem solugdo quando b estd na imagem de T,4), Exemplo 5.19 (A
transposta em IR”, com vetores-linha)

O sistema AX = b tem solugdo se e somente se yb = 0 para todo vetor-linha y com
yA =0.
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Demonstracao

AX = b tem solugio <= b € Im(T4) = (Im(T4)?)° = N(T})°, pelo Coroldrio 5.31
((S%)° = S) e pelo Teorema 5.33 (Os quatro subespagos de uma transformagao linear). E N(T}) =
{y : yA = 0} (Exemplo 5.19 (A transposta em R”, com vetores-linha)).

Usado em: Exemplo 5.36 (A alternativa de Fredholm num sistema 3 x 2)

cor-fred

Exemplo 5.36 (A alternativa de Fredholm num sistema 3 x 2)
Requer: Corolario 5.35 (Alternativa de Fredholm)

11
ParaA= |1 2],assolucdesdeyA =0sdoy; +y>+2ys =0ey; +2y, +3y3 =0,
2 3
isto é, y = t(—1,—1,1). Logo AX = b tem solugdo se e somente se bz = b; +b. A
condicdo 1é a relagdo entre as linhas de A (terceira = primeira + segunda), e é a tinica
condicdo: toda obstrugao a solubilidade vem de uma combinagdo das equagdes que zera
o lado esquerdo.

ex-fred

Exercicio 5.37 (Se T(S) C S, entdo T*(S%) C S%?)

Requer: Definicao 5.24 (Anulador), Definigao 5.15 (Transposta de uma transformacéao linear)

Verdadeiro ou falso? Se T : V — V élinear e T(S) C S, entdo T*(S°) c S°.

Resolucdo

Verdadeira. Seja ¢ € S°. Paras € S, (T*¢)(s) = ¢(T(s)) = 0, porque T(s) € S. Logo
T*g € SO

Veja também: Definicdo 8.38 (Subespago invariante)

exerc-invariante-e-anulador

Espacos quocientes e teoremas de isomorfismo

Motivacao 5.38 (Identificar vetores cuja diferenca estd num subespaco)
Requer: Proposicdo 1.59 (As fibras de T sdo transla¢des do ntcleo)

Trés situagdes conhecidas com a mesma forma: inteiros moédulo n (a = b se n |
a — b); angulos médulo 27; e primitivas, que sdo definidas “a menos de constante” (F ~
G se F — G é constante). Em cada caso se identificam objetos cuja diferenca estd num
subconjunto fixo, e as contas continuam fazendo sentido.
Em é&lgebra linear: se T : V — W é linear, as fibras de T sdo transladados do ntcleo, e
T toma um tnico valor em cada uma (Proposicdo 1.59 (As fibras de T sado translagdes do
ntcleo)). O objeto de estudo passa a ser o conjunto das fibras (Definicao 5.39 (Classes
modulo um subespago; o conjunto V /5)).

Veja também: Definicdo 5.39 (Classes médulo um subespago; o conjunto V/S), Exemplo 547 (A
derivada no quociente pelas constantes)

mot-quociente
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Definicao 5.39 (Classes médulo um subespaco; o conjunto V/S)
Requer: Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial)

Seja S um subespago de V. Para u,v € V, escrevemos u ~ v (“u é congruente a v
médulo S”)seu —v € S. A classe de v é

t=v+S={v+s:seS}

e o conjunto das classes é denotado V'/S (“V médulo S”).

Usado em: Definigdo 7.31 (Cohomologia de um complexo), Lema 5.40 (Congruéncia médulo S é uma
relagdo de equivaléncia), Proposicdo 5.41 (V /S é um espaco vetorial; a projecdo 7r)

Veja também: Motivagdo 5.38 (Identificar vetores cuja diferenca estd num subespago)

def-quoc

Lema 5.40 (Congruéncia médulo S é uma relagao de equivaléncia)

Requer: Definicdo 5.39 (Classes médulo um subespago; o conjunto V' /S)

~ é uma relacdo de equivaléncia, e u +S = v+ S se e somente se u —v € S. Em
particular, v + S = S se e somente se v € S.

Demonstracdo

v—v=0¢€S,;seu—v € Sentdlov—u = —(u—v) € S; seu—v,v—w € S entdo
u—w=wu—-v)+@w—-w) €S Seu—veS enthou+s =0v+ ((u—v)+s) € v+ S para
todos € S, logo u+S C v+ S, e por simetria vale a igualdade. Se u + S = v+ S, entdo
u=u+0€v+S,istoé,u—v € S.

Usado em: Proposicdo 5.41 (V /S é um espago vetorial; a projegao 77) (dem.), Teorema 5.46 (Propriedade
universal do quociente) (dem.)

lem-equiv

Proposicdo 5.41 (V /S é um espaco vetorial; a projecao )
Requer: Definicao 5.39 (Classes médulo um subespaco; o conjunto V/S), Definicao 1.58 (Ntcleo e
imagem)

A demonstracdo exige: Lema 5.40 (Congruéncia médulo S é uma relagdo de equivaléncia)

As operagoes
(u+S)+(@w+S)=wm+0v)+S, A(w+S)=Av+S

estdo bem definidas e fazem de V /S um espago vetorial, com vetor nulo 0 + S = S. A projegio
n:V —=V/S n(v) =v+S,élinear, sobrejetora, e N(7r) = S.
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RIS

u v+S

S=0+S /
(Y

)

u~u:u—ues
V' /S: o conjunto
das retas paralelas a S

R? médulo uma reta S (verde). As classes sdo as retas paralelas a S; u e u' estdo na mesma classe (azul), v e v'
em outra (laranja). Um elemento de V /S é uma reta inteira, e nido um ponto. A classe nula é a propria S.

Na figura: somando u + v e 1’ 4+ ¢/, os dois pontos caem na mesma paralela. Isso ¢ a
boa defini¢do. E que dimensao tem o conjunto das paralelas? Uma paralela fica determi-
nada pelo ponto em que corta uma reta transversal fixa, logo V /S “parece” uma reta. A
Proposicdo 5.42 (Dimensdo do quociente: dim V' /S = dim V — dim S) confirma.

Demonstracdo

Boa definigdo: as férmulas usam representantes, e é preciso ver que o resultado ndo depende
deles.Seu+S=u'"+Sev+S =10 +S5, entdo

(u+o)—W+v)=@w—-u)+@w-7)eS, Au—r'=Au-u')eSs,

e 0 Lema 5.40 (Congruéncia médulo S é uma relagdo de equivaléncia) da (u +v) +S = (v’ +
v)+SeAu+S=Au'+S.

Axiomas: por construcdo, 7t(u +v) = m(u) + 7t(v) e m(Av) = Ant(v). Cada axiomaem V /S é
aimagem por 7t do mesmo axioma em V; por exemplo, A(ii +3) = w(A(u+v)) = w(Au+ Av) =
Aii + AD. O vetor nulo é 77(0) = S, e —0 = —v.

mt: é linear pelas duas igualdades acima; é sobrejetora por defini¢do de V/S; e 1(v) = 0 <
v+S5=85 < veSs.

Usado em: Corolario 5.54 (Segundo teorema do isomorfismo), Exemplo 7.25 (A sequéncia exata de
um quociente), Exercicio 5.57 (Subespagos de mesma dimensao tém quocientes isomorfos?), Exercicio 5.58
(Quocientes isomorfos implicam subespacos iguais?), Proposi¢ao 5.53 (Todo complementar de S é iso-
morfo a V/S), Proposi¢do 5.42 (Dimensdo do quociente: dimV/S = dimV — dim S), Proposigdo 5.55
(V/8)* = 89y, Proposigdo 5.56 (Operador induzido no quociente e matriz em blocos), Teorema 5.48 (Teo-
rema do isomorfismo: V/N(T) = Im(T)), Teorema 5.46 (Propriedade universal do quociente)

Veja também: Proposigao 5.42 (Dimensao do quociente: dim V /S = dim V — dim S)
prop-oper

Proposicao 5.42 (Dimensdo do quociente: dim V /S = dim V — dim S)
Requer: Proposi¢do 5.41 (V /S é um espaco vetorial; a projegdo 7t), Defini¢do 2.75 (Dimensao)

Seja (v1, ..., vx) base de S, completada a uma base (v4,...,v,) de V. Entido (Gxi1,...,0n)
ébase de V /S. Em particular,

dimV/S =dimV — dim S.

A demonstra¢do ndo usa o teorema do nicleo e da imagem — e isso importa, porque o
Corolario 5.49 (O teorema do ntcleo e da imagem, pelo quociente) deduz esse teorema
do quociente, e ndo queremos circulo.
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Demonstracado

Gera: dado v = Y | a;v;, temos & = Y ;a;0; = Y ;- a;0;, porque ¥; = 0 parai < k. LI se
YiskCi0i = 0, entdo Y- cjv; € S = [vy,...,v], isto &, Yiny civ; = ¥ i<k djvi; como (vy,...,0,) é
LI, todos os ¢; sdo nulos.

Usado em: Exemplo 5.43 (R® médulo uma reta e médulo um plano), Exemplo 5.44 (Polindmios mé-
dulo as constantes), Exemplo 5.45 (Reduzir o representante em IR* / S), Corolério 5.49 (O teorema do nticleo e
da imagem, pelo quociente) (dem.), Coroldrio 5.54 (Segundo teorema do isomorfismo) (dem.), Exercicio 5.57
(Subespacos de mesma dimensdo tém quocientes isomorfos?) (dem.), Exercicio 5.58 (Quocientes isomor-
fos implicam subespacos iguais?) (dem.), Proposicao 5.56 (Operador induzido no quociente e matriz em
blocos) (dem.), Teorema 7.32 (Caracteristica de Euler de um complexo) (dem.), Teorema 8.54 (Triangulariza-
¢do) (dem.)

Veja também: Coroldrio 5.49 (O teorema do ntcleo e da imagem, pelo quociente)
prop-dimq

Exemplo 5.43 (R® médulo uma reta e médulo um plano)
Requer: Proposigao 5.42 (Dimensao do quociente: dim V/S = dim V — dim S)

R3/S com S uma reta: as classes sdo as retas paralelas a S, e dim R3/S =2. Com S
um plano: as classes sdo os planos paralelos, e dimR3/S = 1.

ex-quoc-a

Exemplo 5.44 (Polindmios médulo as constantes)

Requer: Proposi¢do 5.42 (Dimensdo do quociente: dimV/S = dimV — dimS), Exemplo 1.39 (A
derivada é linear)

Pu(R)/{constantes}: duas classes sdo iguais quando os polindmios diferem por uma
constante — quando tém a mesma derivada. A dimens&o é n.

Usado em: Exemplo 5.47 (A derivada no quociente pelas constantes)

ex-quoc-b

Exemplo 5.45 (Reduzir o representante em R*/S)
Requer: Proposigao 5.42 (Dimensdo do quociente: dim V /S = dim V — dim S)

Em R*, S = [(1,1,0,0),(0,1,1,0)]. Os vetores (2,3,1,5) e (1,1,0,5) representam a
mesma classe, porque a diferenca

(1,2,1,0) = (1,1,0,0) + (0,1,1,0) € S.
Completando a base de S com e3, e4 (verifique que da base de R*), a Proposicao 5.42
(Dimensédo do quociente: dimV /S = dimV — dim S) d4 a base (23,24) de R*/S. Para
achar as coordenadas da classe de (1,0,0,1), modifique o representante por elementos
de S até ele cair em [e3, e4]:

(1,0,0,1) — (1,1,0,0) + (0,1,1,0) = (0,0,1,1) = e3 + e4,

logo (1,0,0,1) = &3 + &1, com coordenadas (1,1).
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A técnica € a que se usa em aritmética modular: reduza o representante. Somar multiplos
de n até cair entre 0 e n — 1 é 0 mesmo que somar elementos de S até cair num comple-
mentar escolhido. O resultado ndo depende das somas feitas, s6 do complementar.

ex-quoc-c

Teorema 5.46 (Propriedade universal do quociente)
Requer: Proposi¢do 5.41 (V /S é um espago vetorial; a projegdo 7r)

A demonstracdo exige: Lema 5.40 (Congruéncia médulo S é uma relacdo de equivaléncia)

Sejam S C V um subespagoe T : V. — W linear com S C N(T). Entdo existe uma tinica
T:V/S — Wlinear com T ot = T, a saber T(v+ S) = T(v). Além disso, Im(T) = Im(T),
e T é injetora se e somente se S = N(T).

T (com S C N(T))

%4 ; W
comuta .-~ -7 T(v+S)=T(v)
" oA bem definida porque
- T ndové S

A propriedade universal. Uma transformagio que mata S passa ao quociente de uma tinica maneira. O quociente
é 0 “menor” espago em que S é nulo: toda transformagdo que anula S passa por ele.

A tnica ideia da demonstragdo é a boa definicdo. O padrdo se repete sempre que se
define algo num quociente: defina por um representante e verifique que a escolha nio importa.
A hipétese S C N(T) é usada exatamente ai, e em nenhum outro lugar.

Demonstracdo

Boa definigdo: sev+S = v' + S, entdov — 0" € S C N(T), logo T(v) = T(v'). Linearidade:
T(a+Ad) = T(u+Av) = T(u+ Av) = T(u) + AT(v). Unicidade: a condigdo T o = T diz
exatamente T(v+ S) = T(v), e 7 é sobrejetora, logo T fica determinada em todos os pontos.
Imagem: T(v+ S) = T(v) percorre Im(T). Injetividade: T(v+S) = 0 <= v € N(T); logo
N(T) ={v+S:v e N(T)}, que é nulo se e somente se N(T) C S, isto ¢, N(T) = S.

Usado em: Exemplo 5.47 (A derivada no quociente pelas constantes), Proposi¢ao 5.55 ((V/S)
S%) (dem.), Proposicao 5.56 (Operador induzido no quociente e matriz em blocos) (dem.), Teorema 5.48 (Teo-
rema do isomorfismo: V/N(T) = Im(T)) (dem.)

thm-univ

* o

Exemplo 5.47 (A derivada no quociente pelas constantes)

Requer: Teorema 5.46 (Propriedade universal do quociente), Exemplo 5.44 (Polindmios médulo as
constantes), Exemplo 1.62 (Ntcleo e imagem da derivada)

Aderivada D : P,(R) — P,_1(R) mata as constantes, logo induz D : P,(RR)/{const.} —
Pu-1(R), D(p + const.) = p'. Ela é injetora porque N(D) sdo exatamente as constantes,
e sobrejetora porque D é. Sua inversa é a integral indefinida: D~!(g) = [ ¢+ const. A
frase “a primitiva é definida a menos de constante” é a afirmacgdo de que a primitiva é
um elemento de um quociente.

ex-derivada-no-quociente
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Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/ N(T) = Im(T))
Requer: Proposigao 5.41 (V /S é um espago vetorial; a projecao 7t), Defini¢do 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Teorema 5.46 (Propriedade universal do quociente)

Seja T : V. — W linear. Entdo
T: V/N(T) — Im(T), T(v+N(T)) = T(v),

é um isomorfismo.

\N (T)
o T: bijegio
- 0
v

V/N(T) Im(T)

\

O teorema do isomorfismo. 1t comprime cada fibra de T (cada paralela ao miicleo) num ponto; T leva esses pontos,
um a um, sobre a imagem. As cores acompanham as fibras. Contar dimensoes neste desenho é o teorema do niicleo e
da imagem (Coroldrio 5.49 (O teorema do niicleo e da imagem, pelo quociente)).

A figura da Proposi¢do 1.59 (As fibras de T sdo translacdes do ntcleo) é a metade es-
querda desta. La a moral era “T é constante em cada fibra”. Aqui ela vira “T é uma
funcdo das fibras, e essa fungao é injetora”. E hd uma diferenca com o Teorema 2.92 (Teo-
rema do nucleo e da imagem): 14 a imagem era isomorfa a um complementar do ntcleo,
escolhido; aqui ela é isomorfa ao quociente, sem escolha.

Demonstracdo

Aplique o Teorema 5.46 (Propriedade universal do quociente) com S = N(T): T é linear,
injetora (porque S = N(T)) e sua imagem é Im(T).

Usado em: Exemplo 5.50 (Matrizes médulo as de traco nulo), Exemplo 5.51 (Polinémios médulo os
que se anulam em a), Exemplo 5.52 (R%/[(1, —1,1)] = R?), Nota 7.29 (O teorema do nticleo e da imagem em
seis roupas), Corolario 5.49 (O teorema do ntcleo e da imagem, pelo quociente) (dem.), Corolério 5.54 (Se-

gundo teorema do isomorfismo) (dem.), Proposigao 5.53 (Todo complementar de S é isomorfoa V/S) (dem.),
Proposigao 7.24 (Sequéncias exatas curtas) (dem.)

Veja também: Proposicdo 1.59 (As fibras de T sdo translagdes do nicleo), Teorema 2.92 (Teorema do
nucleo e da imagem), Coroldrio 5.49 (O teorema do nicleo e da imagem, pelo quociente)

thm-iso

Coroldrio 5.49 (O teorema do ntcleo e da imagem, pelo quociente)
Requer: Defini¢do 2.75 (Dimensao), Definigdo 1.58 (Ntcleo e imagem)

A demonstracdo exige: Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/ N(T) = Im(T)), Proposicao 5.42
(Dimensao do quociente: dim V /S = dim V — dim S)

SedimV < oo, entdo dim V = dim N(T) + dim Im(T).

Demonstracdo

dimIm(T) = dimV/N(T) = dimV — dimN(T), pelo Teorema 5.48 (Teorema do isomor-
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fismo: V/ N(T) = Im(T)) e pela Proposicao 5.42 (Dimensao do quociente: dimV /S = dimV —
dim S).
Veja também: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem)

cor-nucimg

Exemplo 5.50 (Matrizes médulo as de trago nulo)

Requer: Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/N(T) = Im(T)), Exemplo 1.64 (Ntcleo e imagem
do traco)

tr : M,xn(R) — R é sobrejetora, logo M, «,(R)/{tr = 0} = R, por A+ {tr =
0} — tr A. Duas matrizes sdo iguais médulo as de trago nulo se e somente se tém o
mesmo trago. (Pode-se mostrar que {tr = 0} é o subespago gerado pelos comutadores
AB — BA))

ex-matrizes-modulo-traco-nulo

Exemplo 5.51 (Polindmios médulo os que se anulam em a)

Requer: Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/N(T) = Im(T)), Exemplo 1.41 (A avaliacdo num
ponto é linear)

evy: Pu(R) = R, p— p(a),da P,(R)/{p: p(a) = 0} = R: um polindmio médulo
0s que se anulam em a é o seu valor em 4.

ex-polinomios-modulo-os-que-se-anulam-num-ponto

Exemplo 5.52 (R3/[(1,—1,1)] & R?)

Requer: Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/ N(T) 2 Im(T)), Exemplo 1.63 (Ntcleo e imagem
deuma T4 : R? — R?)
110
011
R® — R?)): N(T4) = [(1,-1,1)] eIm(T4) = R?, logo R®/[(1,—-1,1)] 2 R>.

ex-r3-modulo-uma-reta-pelo-isomorfismo

Ty :R3 = R?>com A = (Exemplo 1.63 (Ntucleo e imagem de uma Ty :

Proposicao 5.53 (Todo complementar de S é isomorfo a V' /S)

Requer: Definicdo 2.24 (Soma direta), Proposi¢do 5.41 (V /S é um espago vetorial; a projecdo ),
Defini¢do 1.66 (Isomorfismo)

A demonstracdo exige: Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/N(T) = Im(T)), Proposigéo 2.33
(As projecoes de uma soma direta)

SeV=S&§, entio rt|sg : S — V /S é um isomorfismo.
Todo complementar de S é isomorfo a V/S; o quociente é “o complementar que nao
depende de escolha”. Em termos da figura da Proposigdo 5.41 (V /S é um espago vetorial;
a projecao 7): cada transversal corta cada paralela uma vez, e qualquer transversal serve
para parametrizar as paralelas.

Demonstracdo

E o Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/ N(T) = Im(T)) aplicado a projecio P : V —
S aolongo de S (Proposigdo 2.33 (As projegdes de uma soma direta)), que tem nucleo S e imagem
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S — ou, diretamente: 71(s') =0 <= ' € SNS' = {0}, etodov = s+ ' tem 7(v) = 7(s).
prop-compl

Coroldrio 5.54 (Segundo teorema do isomorfismo)

Requer: Proposicdo 5.41 (V /S é um espago vetorial; a projecao 7t), Definicdo 2.19 (Soma de sube-
spagos)

A demonstracdo exige: Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/ N(T) = Im(T)), Proposicao 5.42
(Dimensao do quociente: dim V /S = dim V — dim S)

Para subespagos S1,S2 C V, (514 S2)/S2 = 51/(51 N S2). Em particular, dim(S; +
Sz) = dim $; +dim S; — dim(51 N 52).

Demonstracado

Seja T : Sy — (S1+S2)/Sy, T(s1) = s1 + Sa. E sobrejetora: (s +s3) + Sy = 51+ Sp. Seu
nucleo é S; N Sy. Aplique o Teorema 5.48 (Teorema do isomorfismo: V/N(T) = Im(T)) e conte
dimensdes com a Proposicdo 5.42 (Dimensao do quociente: dim V /S = dim V — dim S).

Veja também: Teorema 2.85 (Dimensao da soma de dois subespacos)

cor-seg

Proposicdo 5.55 ((V/S)* = S°)
Requer: Proposigao 5.41 (V /S é um espaco vetorial; a projecao 7r), Definicdo 5.15 (Transposta de uma
transformacao linear), Defini¢do 5.24 (Anulador)

A demonstracdo exige: Teorema 5.46 (Propriedade universal do quociente)

A transposta 7* : (V/S)* — V* é injetora e sua imagem é S°. Portanto (V/S)* = S°,

sem escolha nenhuma.

Em uma frase: quem mata S no dominio corresponde a quem mora em S° no dual. Um fun-
cional no quociente é o mesmo que um funcional em V que ndo vé S. As dimensdes
conferem: n — k dos dois lados.

Demonstracdo

Injetora: se m*(¢) = ¢ o m = 0, entdo ¢ = 0, porque 7T é sobrejetora. Imagem: ¢ o 7t se anula
em S = N(7), logo estd em S’. Reciprocamente, se ¢ € S°, entdao S C N(4), e o Teorema 5.46
(Propriedade universal do quociente) da ¢ € (V/S)* com o T = ¢, isto &, p = 7w* ().

Usado em: Nota 6.42 (Dicionario: subespacos, dual e produto interno)

prop-dualqg

Proposicao 5.56 (Operador induzido no quociente e matriz em blocos)

Requer: Proposicdo 5.41 (V /S é um espago vetorial; a projegdo ), Defini¢do 3.2 (Matriz de uma trans-
formacao linear)

A demonstracdo exige: Teorema 5.46 (Propriedade universal do quociente), Proposicao 5.42 (Dimen-
sdo do quociente: dim V' /S = dim V — dim S)

Seja T : V — V linear com T(S) C S. Entdo existe um iinico operador T : V /S — V /S
comTom=moT,asaber T(v+S) =T(v)+S. Se(vy,...,v;) ébasede Se B = (vy,...,v,)
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a completa, entdo

A % -
M= (5 &) A=Tlomy €= T

base de S o resto
——  —

[T]s] *
o bloco nulo diz que S é invariante;
o0 bloco verde é T dentro de S;
o bloco azul é T médulo S.
0 [T]

A matriz de T numa base adaptada a um subespaco invariante. O quociente é o que dd sentido intrinseco ao bloco
de baixo: ele nio depende de como se completou a base de S, a menos de mudanga de base em V /S.

Pelo determinante de matriz triangular por blocos (Proposicao 4.28 (Determinante de
uma matriz triangular por blocos)), det(T — AI) = det(A — AI)det(C — AI). Isto é,
o polindmio caracteristico de T (Definigdo 8.10 (Polindmio caracteristico)) é o produto
do de T|s pelo de T. Exemplo minimo: T(x,y) = (x +y,y) em R?> com S o eixo x:
[T]=(31), Tls=1eT =1.

Demonstracdo

moT:V — V/Smata S, porque T(S) C S = N(m); o Teorema 5.46 (Propriedade universal
do quociente) da T. Para a matriz: para j < k, T(vj) € S é combinacdo de vy, ..., v s6, 0 que da
o bloco A e o zero embaixo dele. Para j > k, escreva T(vj) = Yi<k bijvi + L~k cijv; e aplique 7
T(3;) = i~k ij0i, que é a coluna de C.

Usado em: Proposicdo 8.43 (Subespaco invariante: matriz em blocos e fatoracao de pr), Proposicao 8.27
(I < mg < ma) (dem.)

Veja também: Proposicdo 4.28 (Determinante de uma matriz triangular por blocos), Defini¢ao 8.10
(Polindmio caracteristico), Proposicao 8.43 (Subespago invariante: matriz em blocos e fatoragao de pr)

prop-induz

Exercicio 5.57 (Subespacos de mesma dimensao tém quocientes isomorfos?)
Requer: Proposigao 5.41 (V /S é um espago vetorial; a projecao )
A demonstracdo exige: Proposicao 5.42 (Dimensao do quociente: dim V /S = dim V — dim S), Corolario 2.95

(Isomorfos se e somente se tém a mesma dimensao)

Verdadeiro ou falso? Se dim S; = dim Sy, entdo V/S1 =V /Ss.

Resolucdo

Verdadeira. dim V/S; = dim V — dim S; (Proposi¢do 5.42 (Dimensao do quociente: dim V' /S =
dim V — dim S)), e as duas dimensdes sdo iguais. Espagos de mesma dimensao finita sao isomor-
fos (Corolario 2.95 (Isomorfos se e somente se tém a mesma dimens&o)).

exerc-quocientes-de-mesma-dimensao

Exercicio 5.58 (Quocientes isomorfos implicam subespacos iguais?)

Requer: Proposi¢do 5.41 (V /S é um espago vetorial; a projegdo 7r)
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A demonstracdo exige: Proposicdo 5.42 (Dimensao do quociente: dim V /S = dim V — dim S), Corolario 2.95
(Isomorfos se e somente se tém a mesma dimensao)

Verdadeiro ou falso? Se V/S; = V /Sy, entdo S = S».

Resolucdo

Falsa. Em V = R%, S; = [e1] e S, = [ez]. Os dois quocientes tém dimensao 1, logo sao
isomorfos, e S1 # Ss.
A diferenga entre igual e isomorfo é o ponto: a afirmacdo seria verdadeira com V/S; = V/S;
como conjuntos, e ndo apenas isomorfos.

Veja também: Exercicio 5.57 (Subespagos de mesma dimensdo tém quocientes isomorfos?)

exerc-quocientes-isomorfos-e-subespacos
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Capitulo 6

Produto interno

Ortonormalidade, Gram-Schmidt e S+

Motivacdo 6.1 (A estrutura que faltava para escolher)
Requer: Corolério 2.83 (Todo subespago tem complementar), Nota 5.20 (V = V* depende de escolha)

Um subespago tem muitos complementares, e ndo hd um preferido (Corolario 2.83
(Todo subespago tem complementar)); e V = V* depende de uma escolha (Nota 5.20
(V = V* depende de escolha)). Nas duas situagdes o que falta é uma estrutura extra.
Ela é o produto interno (Definigdo 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)), que
escolhe um complementar (Teorema 6.22 (V = S @ S+)) e um isomorfismo V. — V*
(Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno)).

Veja também: Definigdo 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Teorema 6.22 (V = S® S )
Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno)

mot-produto-interno

Definicao 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)
Requer: Definicao 1.2 (Espaco vetorial)

Um produto interno num espaco vetorial real V é uma fungdo (-,-) : V.xV — R
que é

(i) bilinear: linear em cada varidvel, com a outra fixa;
(ii) simétrica: (u,v) = (v, u);
(iii) positiva definida: (v,v) > 0 para todo v # 0.
Anormadev é ||v|| = \/(v,v). Dizemos que u e v sdo ortogonais, u L v, se (1,v) = 0.
Usado em: Coroldrio 6.10 (Desigualdade triangular), Definicao 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais),
Definicao 6.21 (Complemento ortogonal), Exemplo 7.5 (O produto interno como forma bilinear), Exem-
plo 6.7 (Bilinear e simétrica, mas ndo positiva), Exemplo 6.3 (O produto escalar de IR"), Exemplo 6.5 (Pro-
duto interno de fungdes: a integral do produto), Exemplo 6.4 (Produto interno de matrizes: tr(A!B)), Exem-
plo 6.6 (Um produto interno em R? que ndo é o usual), Motivacdo 7.1 (Fungdes de vdérios vetores, lineares
em cada um), Proposi¢do 6.32 (Determinante de Gram), Proposigdo 6.8 (Pitdgoras), Proposicdo 9.23 (Formas
positivas definidas: cinco caracterizagdes), Teorema 6.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz), Teorema 6.35
(Existéncia e unicidade da adjunta)
Veja também: Motivagdo 6.1 (A estrutura que faltava para escolher)
def-pi
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Exemplo 6.3 (O produto escalar de R")

Requer: Definicao 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Exemplo 1.13 (O espago R")

O produto escalar em R™: (x,y) = x1y1 + -+ - + Xnyn = x'y.
E um produto interno.

Usado em: Exemplo 6.19 (Gram-Schmidt em IR?), Exemplo 6.23 (Em R”, S+ é o espago solucido de um
sistema), Exemplo 7.14 (Alt>(R3) e o produto vetorial), Proposi¢do 9.9 (Propriedades das matrizes ortogo-
nais), Teorema 6.30 (Minimos quadrados: as equagdes normais)

ex-produto-escalar

Exemplo 6.4 (Produto interno de matrizes: tr(A’B))
Requer: Definic¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Exemplo 1.43 (O trago € linear)
Matrizes: em Myxn(R), é um produto interno (A, B) = tr(A'B) = Y, ;a;by;. Eo
produto escalar de IR"", com as entradas listadas.

Usado em: Exemplo 6.24 (Matrizes simétricas e antissimétricas sdo ortogonais)

ex-produto-interno-de-matrizes

Exemplo 6.5 (Produto interno de func¢des: a integral do produto)

Requer: Definicao 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Exemplo 1.15 (Polinémios), Exem-
plo 1.21 (Fungdes de classe C)

Fungdes: em P, (R) ou em C°([—1,1]), é um produto interno (f,g) = fil f(t)g(t)dt.
A positividade: se f # 0 é continua, 2 é continua, > 0 e positiva num intervalo, logo
tem integral positiva.

Usado em: Exemplo 6.12 (O angulo entre 1 e t?), Exemplo 6.20 (Polindmios de Legendre)

ex-produto-interno-de-funcoes

Exemplo 6.6 (Um produto interno em R? que nao é o usual)

Requer: Definicdo 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)

Um produto interno em R? que nio é o usual:

2 1 . )
<x/]/>G = xtGy, G = (1 1) , isto é, (x,x)c = 2x%—|—2x1x2+x§ =] x%+ (x1+x2)2.

A ultima forma mostra que é positivo para x # 0.

||x||2G = Zx% + 2x1xp + x%

a “esfera unitdria” é uma elipse;

ey tem norma \/E, ep tem norma 1,
e (e1,e2)c = 1: ndo sio ortogonais
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Os vetores de norma 1 para o produto escalar (circulo tracejado) e para (-, -)g (elipse azul). Mudar o produto
interno muda quem tem comprimento 1 e quem é perpendicular a quem. Toda elipse centrada na origem é a esfera
unitdria de algum produto interno (Proposicio 9.23 (Formas positivas definidas: cinco caracterizagoes)).

A elipse corta os eixos em +1/+/2 (eixo x) e 1 (eixo y), e estd inclinada porque e; e
ey ndo sdo ortogonais para G. Todo produto interno em R” é da forma x'Gy, com G
simétrica.

Veja também: Proposi¢do 9.23 (Formas positivas definidas: cinco caracterizagdes)

ex-produto-interno-nao-usual-em-r2

Exemplo 6.7 (Bilinear e simétrica, mas ndo positiva)

Requer: Definicdo 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)

Nao-exemplo: (x,y) = X1y1 — X2y2 em IR? é bilinear e simétrica, mas (e, e;) = —1, e
((1,1),(1,1)) = 0.

ex-forma-bilinear-nao-positiva

Proposicao 6.8 (Pitigoras)

Requer: Definicdo 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)

Seu | v,entdo ||u+v||?> = ||u||®> + ||v]|*>. Em geral, |ju + v||> = ||u||> + 2(u,v) + ||v|]%.

Demonstracdo
Expanda (1 + v, u + v) por bilinearidade e use a simetria.

Usado em: Corolario 6.10 (Desigualdade triangular) (dem.), Teorema 6.28 (A projecdo ortogonal é a
melhor aproximacao) (dem.), Teorema 6.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) (dem.)

prop-pit

Teorema 6.9 (Desigualdade de Cauchy—Schwarz)

Requer: Definicao 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Definicao 2.44 (Independéncia e
dependéncia linear)

A demonstracdo exige: Proposigao 6.8 (Pitagoras)

Para todos u,v € V,
[(w, o) | < [l ||o|l,

com igualdade se e somente se u e v sdo linearmente dependentes.

Demonstracdo

Se u = 0, os dois lados sdo nulos e 1, v sdo LD. Suponha u # 0 e escreva

_ {ou) (v, u)
=t )
N’
p w
Entdo (w,u) = (v,u) — (v,u) = 0,logow L p, e por Pitadgoras
{o,u)?
lael>

o112 = lIpl? + llwll* > [Ipll* =

131



Multiplicando por ||u||? e tirando a raiz obtém-se a desigualdade. A igualdade vale se e somente
se w = 0, isto é, v é multiplo de u.

wW=v—p

(v, u)
p= - U
u flul

A componente de v na diregio de u. O vetor p éa “sombra” de v sobre a reta de u, e o que sobra, w, é perpendicular
a u. Cauchy-Schwarz diz que a sombra nio é mais comprida que o vetor; Gram—Schmidt consiste em ficar com w e

jogar p fora.
A demonstracio usual (o discriminante do polinémio t + ||u + tv||?) é igualmente curta.
A escolhida aqui tem a vantagem de introduzir a decomposi¢do v = p 4 w da figura, que
é 0 passo de Gram-Schmidt (Teorema 6.17 (Gram-Schmidt)) e o caso unidimensional da
projecdo ortogonal (Definigdo 6.26 (Projecdo ortogonal)).

Usado em: Defini¢do 6.11 (Angulo entre dois vetores), Corolério 6.10 (Desigualdade triangular) (dem.)

Veja também: Teorema 6.17 (Gram-Schmidt), Defini¢do 6.26 (Projecdo ortogonal)

thm-cs

Corolario 6.10 (Desigualdade triangular)
Requer: Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)

A demonstracdo exige: Teorema 6.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz), Proposi¢do 6.8 (Pitdgoras)

llu+ | < | u|l + ||| (desigualdade triangular).

Demonstracdo

lu+ o2 = [|ull? + 2(u,0) + o]l < [Jull® + 2llulllo]l + o] = (lu]l + l2])>.

cor-triang

Definigio 6.11 (Angulo entre dois vetores)
Requer: Teorema 6.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Para u,v # 0, 0 angulo entre u e v é 0 tnico 0 € [0, 7t| com

{u,0)

cosf = ——"—.
] [

Cauchy-Schwarz é exatamente o que garante que o lado direito estd em [—1,1].

Usado em: Exemplo 6.12 (O angulo entre 1 e #2)
def-angulo

Exemplo 6.12 (O angulo entre 1 e t?)

Requer: Definigdo 6.11 (Angulo entre dois vetores), Exemplo 6.5 (Produto interno de fungdes: a inte-
gral do produto)

Em P(R) com (p,q) = f_ll pg: 1 L t, porque f_ll tdt = 0. E o angulo entre 1 e #?
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satisfaz

S

o __ 28 _ V5 o
YL/ VEVEs S

isto é, 0 ~ 42°. Fungdes tém angulos entre si, e isso é Gtil: “#? é parecido com 1” ganha
um numero.

ex-angfun

cosf =

Definicao 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais)

Requer: Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)

Uma lista (u1,...,ux) é ortogonal se (u;,u;) = 0 parai # j, e ortonormal se, além
disso, ||u;|| = 1 para todo i; isto &, (u;, u;) = d;;.

Usado em: Corolério 6.18 (Existéncia de base ortonormal), Corolério 6.16 (Mudanca entre bases ortonor-
mais: matrizes ortogonais), Proposi¢ao 6.36 (A matriz da adjunta em bases ortonormais), Proposicao 6.15
(Coordenadas numa base ortonormal), Proposicao 6.27 (Férmula da projecdo ortogonal), Proposicdo 6.14
(Vetores ortogonais ndo nulos sdo LI), Teorema 6.17 (Gram-Schmidt), Teorema 6.34 (Teorema de Riesz:
V = V* pelo produto interno)

def-on

Proposicao 6.14 (Vetores ortogonais nao nulos sao LI)
Requer: Definicao 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais), Definigao 2.44 (Independéncia e dependén-
cia linear)

Uma lista ortogonal de vetores ndo nulos é LI

Demonstracdo

Se }_;aju; = 0, faga o produto interno com u;: a;||u;]|*> = 0, logo a; = 0.

prop-onli

Proposicao 6.15 (Coordenadas numa base ortonormal)

Requer: Definicao 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais), Definigao 2.66 (Coordenadas numa base)

Seja (uy, .. .,uy,) base ortonormal de V. Entdo, para todos v,w € V,

v = é(v,ui) uj e (v,w) = i(v, ui)(w, u;).

i i=1

Isto é: as coordenadas sio produtos internos, e numa base ortonormal o produto interno de V vira
o produto escalar das coordenadas.

Compare com o Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas): 14, as coordenadas eram os
funcionais da base dual, v (v), e calcula-los exigia inverter uma matriz (Proposicao 5.11
(Célculo da base dual em R")). Aqui v} = (-,u;), e o célculo é um produto interno. E
a primeira aparigdo do isomorfismo V = V* dado pelo produto interno (Teorema 6.34
(Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno)).
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Demonstracdo

Escreva v = Ej ajuj e faca o produto interno com u;: (v,u;) = a;. A segunda férmula sai
expandindo (¥; a;u;, }; bju;) por bilinearidade.

Usado em: Coroldrio 6.16 (Mudanga entre bases ortonormais: matrizes ortogonais) (dem.), Proposi¢ao 6.36

(A matriz da adjunta em bases ortonormais) (dem.), Proposi¢do 6.32 (Determinante de Gram) (dem.), Proposi¢ao 9.6
(Quociente de Rayleigh: o maior e o menor autovalor) (dem.)

Veja também: Teorema 5.9 (A base dual da as coordenadas), Proposi¢do 5.11 (Célculo da base dual
em IR"), Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno), Corolario 6.18 (Existéncia de base
ortonormal)

prop-coord

Corolario 6.16 (Mudanca entre bases ortonormais: matrizes ortogonais)
Requer: Definicao 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais), Defini¢ao 3.12 (Matriz de mudanga de base)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 6.15 (Coordenadas numa base ortonormal)

Sejam B e B’ bases ortonormais de V e Q = [I]gp. Entdo Q'Q = I,isto ¢, Q~! = Q.
Uma matriz com Q'Q = I chama-se ortogonal. Suas colunas sdo uma base ortonormal
de R". As rotagdes de IR? sdo o exemplo principal.

Demonstracdo
A coluna jde Q é [u;-]g. Pela Proposicdo 6.15 (Coordenadas numa base ortonormal), o pro-

duto escalar das colunas i e j é (u, u}) = 6;;, que é a entrada (7,j) de Q'Q.

ijs
Usado em: Exemplo 6.41 (Operadores ortogonais), Proposigao 9.9 (Propriedades das matrizes ortog-
onais)

cor-ortog

Teorema 6.17 (Gram-Schmidt)

Requer: Definicao 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais), Definigao 2.44 (Independéncia e dependén-
cia linear), Definicao 2.17 (Subespago gerado)

Seja (v1,...,vn) uma lista LI em V. Defina recursivamente
<vk1 w]>
wy = 11, wk:vk—Z—wj (k>2)
j<k

Entdo (ws, ..., wy) é ortogonal, com wy # 0, e [wy, ..., wx] = [v1,...,vk] para todo k. Nor-
malizando, uy = wy/ ||wy|| dd uma lista ortonormal com a mesma propriedade.

projécao de v3

(w1, wy] = [v1,02]

O terceiro passo de Gram—-Schmidt. De v3 tira-se a sua componente no plano dos anteriores (verde), que é
i< %wj; o0 que sobra, transportado para a origem, é ws (rosa), perpendicular ao plano. Em cada passo o

subespago gerado cresce de uma dimensdo e ndo muda de lugar.
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A mudanga de base (v;) — (w;) é triangular; dai sai a decomposi¢do A = QR.

Demonstracdo

Indugédo em k. Para k = 1 é imediato (w1 = v; # 0). Suponha que wy, ..., wy_1 sdo ortogo-
nais, ndo nulos, e [wy, ..., wr_1] = [v1,...,0%_1)-

Ortogonalidade: para i < k, usando (w;, w;) = 0 para j # i,

Vg, W;
(g, ) = (g, ) — D 2 = o
[ |
wy # 0: se fosse, vy estaria em [wq,...,wx_1] = [v1,...,0;_1], contra a independéncia dos v.

Subespagos: wy € v + [w1, ..., wx_1],logo [wy, ..., wi| = [wy,..., we_1,0¢] = [v1,-.., 0]

Usado em: Exemplo 6.19 (Gram-Schmidt em R3), Exemplo 6.20 (Polindmios de Legendre), Exem-
plo 9.8 (Diagonalizacdo ortogonal com um autovalor duplo), Corolario 6.18 (Existéncia de base ortonor-
mal) (dem.)

Veja também: Teorema 6.9 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
thm-gs

Corolario 6.18 (Existéncia de base ortonormal)
Requer: Definicao 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais), Defini¢ao 2.75 (Dimensao)

A demonstracdo exige: Teorema 6.17 (Gram—-Schmidt), Teorema 2.79 (Teorema do completamento)

Todo espago com produto interno de dimensdo finita tem base ortonormal, e toda lista ortonor-
mal se completa a uma base ortonormal.

Demonstracado

Aplique o teorema a uma base. Para a segunda afirmagdo, complete a lista ortonormal
(u1,...,ux) a uma base qualquer (Teorema 2.79 (Teorema do completamento)) e aplique o teo-
rema: os k primeiros vetores ndo mudam, porque ja sdo ortonormais.

Usado em: Proposicao 6.32 (Determinante de Gram) (dem.), Teorema 6.22 (V = S ® S1) (dem.)

cor-existe

Exemplo 6.19 (Gram—-Schmidt em R?)
Requer: Teorema 6.17 (Gram-Schmidt), Exemplo 6.3 (O produto escalar de IR")

Em IR? com o produto escalar, v; = (1,1,0), v = (1,0,1), v3 = (0,1,1):

wy = (1,1,0),

w; = (1,0,1) — 3(1,1,0) = (},-1,1),
1

1/2
ws = (0,1,1) = 5(1,1,0) — m(%—%l) = (-

WIN
~

QIN

~—

WIN

Confira: (w3, w1) = 0e (w3, wy) = —% - % + % = 0.

ex-gsr3
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Exemplo 6.20 (Polinémios de Legendre)

Requer: Teorema 6.17 (Gram—Schmidt), Exemplo 6.5 (Produto interno de fungdes: a integral do pro-
duto)

Em P>(R) com (p,q) = fil pq, aplique Gram-Schmidt a (1,#,#2). As integrais

i (] -
necessdrias sdo [, t*dt = ki—l para k par e 0 para k impar.

0 =1, o =2,
wp=t— {0 1=, w2 = 2,
21 2t
W3:t2—<2)'1_(2/3>t:t2—%, ||ZU3||2:%—%+%:485

A base ortonormal é (%, %t, % (2 — %))

Os trés primeiros polinomios de Legendre (sem normalizar). A ortogonalidade se vé nas dreas: t> — % tem drea

total nula em [—1,1] (é ortogonal a 1), e é par enquanto t é impar (sdo ortogonais). O % é exatamente o deslocamento
que zera a drea.

Usado em: Exemplo 6.25 (O complemento ortogonal das constantes em P (IR)), Exemplo 6.29 (A mel-
hor aproximagao de > por polindmios de grau < 1)

ex-legendre

Definicao 6.21 (Complemento ortogonal)

Requer: Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Defini¢do 2.2 (Subespaco vetorial)

Seja S C V um subespago. O complemento ortogonal de S é
St ={veV: (v,s) =0paratodos € S}.

Usado em: Exemplo 6.23 (Em R", S* ¢ o espago solucdo de um sistema), Exemplo 6.25 (O comple-
mento ortogonal das constantes em P,(R)), Lema 9.3 (Auto-adjunto: se S é invariante, S1 também é),
Proposigao 6.37 (Ntcleo e imagem da adjunta), Teorema 6.22 (V = S & S1), Teorema 6.34 (Teorema de
Riesz: V = V* pelo produto interno)

def-perp

Teorema 6.22 (V = S & S1)

Requer: Definicdo 6.21 (Complemento ortogonal), Defini¢cdo 2.24 (Soma direta), Defini¢do 2.75 (Di-
mensao)

A demonstracdo exige: Corolério 6.18 (Existéncia de base ortonormal), Corolédrio 2.86 (A soma é direta
quando as dimensdes se somam)
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Seja V de dimensio finita com produto interno e S um subespago. Entio S+ é subespago,

V=S®Sst, dimSt=dimV -dimS, (SY)t=5.

|
i v=s+5,
i ses, s est

Uma reta S e o plano S+ em R3. Todo vetor se decompde de modo iinico em uma parte em S e uma parte
perpendicular a S. Dentre os muitos complementares de S (Coroldrio 2.83 (Todo subespaco tem complementar)), o
produto interno escolhe este.

Demonstracdo

S+ é subespaco pela linearidade na primeira variavel. Intersegio: sev € SN S+, entdo (v,v) =
0Oev = 0. Soma: seja (uy,...,u;) base ortonormal de S, completada a uma base ortonormal
(u1,...,uyn) de V (Corolério 6.18 (Existéncia de base ortonormal)). Os vetores uy,q,..., U, S0
ortogonais a uy, . .., uy, logo a S: estdo em S*. Entao V = [uy,...,uy] CS+St.Issodd V =S @
S+ e a férmula da dimensao (Corolario 2.86 (A soma é direta quando as dimensdes se somam)).
Duplo perp: S C (S*)* pela definigao, e as dimensdes sao iguais: n — (n — k) = k.

Usado em: Defini¢ao 6.26 (Projecdo ortogonal), Exemplo 6.24 (Matrizes simétricas e antissimétricas
sdo ortogonais), Nota 7.29 (O teorema do nticleo e da imagem em seis roupas), Proposicao 9.7 (Um autove-
tor real pelo méximo de (Tv,v)) (dem.), Proposi¢do 7.34 (O complexo da contragdo em R® é exato) (dem.),
Proposigao 6.37 (Ntcleo e imagem da adjunta) (dem.), Teorema 9.5 (Teorema espectral) (dem.)

Veja também: Coroldrio 2.83 (Todo subespago tem complementar), Motivacdo 6.1 (A estrutura que
faltava para escolher)

thm-perp

Exemplo 6.23 (Em R", S é o espago solucio de um sistema)
Requer: Definicao 6.21 (Complemento ortogonal), Exemplo 6.3 (O produto escalar de R")

Em R?, [(1,1,1)]* é o plano x + y + z = 0. Em geral, em R" com o produto escalar,
[u1,...,ux]* é o espaco solugdo do sistema cujas linhas sao os u; — 0 mesmo sistema que
calcula o anulador (Nota 5.27 (O anulador em R” sdo as equagoes)).

Naéo é coincidéncia: o produto interno identifica V com V* (Teorema 6.34 (Teorema de
Riesz: V = V* pelo produto interno)), e essa identificacdo leva S+ em S°. Compare as
férmulas: dim S+ = n —dim S = dimS%e (S4)* = S = (S9)°.

Veja também: Nota 5.27 (O anulador em R” sdo as equagdes), Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V =
V* pelo produto interno)

ex-perp-a

Exemplo 6.24 (Matrizes simétricas e antissimétricas sdo ortogonais)

Requer: Teorema 622 (V = S @ S1), Exemplo 6.4 (Produto interno de matrizes: tr(A!B)), Exem-
plo 2.28 (M,;x,n(R) = Sim ®.A), Exemplo 2.77 (Dimensdo das matrizes simétricas e das antissimétricas)
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Em M, (R) com (A, B) = tr(A'B), simétricas e antissimétricas sdo ortogonais: se
St=Se Al = —A,

(S,A) = tr(SA) = tr ((SA)") = tr(A'S") = —tr(AS) = — tr(SA),

logo (S, A) = 0. Como M, ,(R) = Sim @A (Exemplo 2.28 (M,,»,(R) = Sim &.A4)) e as
dimensdes somam 12, Sim™ = A: essa decomposigio é ortogonal.
ex-perp-b

Exemplo 6.25 (O complemento ortogonal das constantes em P, (IR))
Requer: Defini¢do 6.21 (Complemento ortogonal), Exemplo 6.20 (Polindmios de Legendre)

Em P,(R) com fil: M+ = {p : filp = 0} = [t, ¥ — }], pelo Exemplo 6.20
(Polindmios de Legendre).

ex-perp-c

Projecao, minimos quadrados, Riesz e adjunta

Definicao 6.26 (Projecao ortogonal)
Requer: Teorema 6.22 (V = S @ S*), Proposigao 2.33 (As projecdes de uma soma direta)

Seja S C V um subespago. A projecdo ortogonal sobre S é a projegdo Ps : V. — V
associadaaV=S@®St:sev =s5+5"coms € Ses’ € S+, entdo Psv = s.
Pela Proposigdo 2.33 (As proje¢des de uma soma direta), Ps é linear, Pg = Ps,Im(Ps) = S,
PJ(Ios) = S‘L el —-1)5 = lst.

Usado em: Exemplo 6.39 (Projecdes ortogonais sdo auto-adjuntas), Proposicao 6.27 (Férmula da pro-
jecao ortogonal), Teorema 6.28 (A projecao ortogonal é a melhor aproximacao)

def-proj

Proposicao 6.27 (Férmula da projecdo ortogonal)

Requer: Definicdo 6.26 (Projegdo ortogonal), Defini¢do 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais)

Se (u1,...,uy) é base ortonormal de S,

k

Psv = Z(v, u;) ;.

i=1

Mais geralmente, Psv é 0 tinicos € Scomv —s L S.

Demonstracdo
Ponha s = } (v, u;)u; € S. Para cada j, (v —s,u;) = (v,u;) — (v,u;) = 0,logov —s € Ste
v =5+ (v—s) éadecomposicdo de v. A unicidade é a da soma direta.

Usado em: Exemplo 6.29 (A melhor aproximacao de = por polinémios de grau < 1), Teorema 6.30
(Minimos quadrados: as equagdes normais) (dem.)

prop-formula
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Teorema 6.28 (A projecao ortogonal é a melhor aproximacao)
Requer: Definicao 6.26 (Projecao ortogonal)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 6.8 (Pitagoras)

Para todos € S com s # Psv,
[v—Psv| < |lo—s].

Isto é: Psv é o 1inico ponto de S mais proximo de v.

| lo—s|* = [Jo — Pso||* + || Psv — s||?
P s (Pitdgoras no tridangulo
0o, de vértices v, Psv, s)
4
',—"——— Psov

O pé da perpendicular é o ponto mais préximo. Para qualquer outro s € S, o tridngulo v, Psv, s tem dngulo reto
em Psv, e a hipotenusa ||v — s|| é maior que o cateto ||v — Psv)||. E a demonstragio inteira do teorema.

Em uma frase: o erro da melhor aproximacgio é perpendicular ao subespago.

Demonstracdo
Escreva v — s = (v — Psv) + (Psv — s). A primeira parcela estd em St e a segunda em S; por
Pitagoras,
lo =51 = ||o = Psv||* + ||Psv = s||* > [lo — Pso||?,
porque Psv —s # 0.

Usado em: Exemplo 6.29 (A melhor aproximagcao de > por polindmios de grau < 1), Teorema 6.30
(Minimos quadrados: as equagdes normais) (dem.)

thm-aprox

Exemplo 6.29 (A melhor aproximagao de > por polinémios de grau < 1)

Requer: Teorema 6.28 (A projegdo ortogonal é a melhor aproximacao), Proposicdo 6.27 (Férmula da
projecao ortogonal), Exemplo 6.20 (Polindmios de Legendre)

Em P3(R) com (p,q) = [ El pq, a melhor aproximagéo de #> por polindmios de grau
< 1. Pelo Exemplo 6.20 (Polindmios de Legendre), (%, \@ t) é base ortonormal de
Pi(R). Como (£3,1) =0e (t3,t) = 2,

Pp(f)=3-2t=13%¢

gilw

Confira que o erro t* — 2t é perpendicular a P;: fil(t"’ — 3t)dt = 0 (é impar) e fil(t4 -
342 —2_3.2_

S dt=2-3.2=0.

A resposta ndo é a reta tangente nem a reta pelos extremos: é a reta que minimiza o erro
quadrético médio em [—1,1]. Mudar o produto interno (por exemplo, integrar em [0, 1])
muda a resposta. E +* — 2t é, a menos de muiltiplo, o quarto polindémio de Legendre: é o
que Gram-Schmidt daria no passo seguinte do Exemplo 6.20 (Polindmios de Legendre).

ex-t3

139



Teorema 6.30 (Minimos quadrados: as equacdes normais)

Requer: Definicao 3.19 (Sistema linear), Exemplo 6.3 (O produto escalar de IR™)

A demonstracdo exige: Teorema 6.28 (A projecao ortogonal é a melhor aproximagao), Proposicao 6.27
(Férmula da projegao ortogonal)

Um sistema AX = b sem solucdo (em geral, com mais equagdes que incégnitas) pede
a pergunta seguinte: qual X torna AX o mais préximo possivel de b?

Sejam A € Myxn(R) e b € R™, com o produto escalar. Xy minimiza |AX — b|| se e
somente se

AtA Xy = A'b (equagdes normais).

Se as colunas de A sio L1, A' A é invertivel e a solucio é iinica.

Demonstracdo

Os vetores AX percorrem S = Im(Ty). Pelo Teorema 6.28 (A projecdo ortogonal é a melhor
aproximacao), Xp minimiza se e somente se AXy = Psb, e pela Proposicao 6.27 (Férmula da
projecao ortogonal) isso equivalea b — AXy L S. Como S € gerado pelas colunas 4; de A, isso diz

a]t(b — AXjp) = 0 para todo j, isto ¢, A'(b — AXp) = 0.
Se as colunas sao LI e A'AX = 0, entdo ||AX|]? = X'A'AX = 0,logo AX =0e X = 0: ATAé
injetora, logo invertivel.

Outra dedugio, por cilculo diferencial. Esta dedugdo nao usa projecdes. Seja
f(X) = ||AX —b||> = X' ATAX — 2P AX +b'h, X €R".

E uma fungao quadratica de n varidveis. Seu gradiente é Vf(X) = 2A*AX — 2A'b (derive termo a
termo, usando que A’ A é simétrica). Num ponto de minimo o gradiente se anula: A’AXy = A’b.
Para ver que todo zero do gradiente é minimo, expanda em torno de Xy: para H € R",

f(Xo+ H) = f(Xo) + V(Xo)'H + H'A'AH = f(Xo) + || AH|12 > £(Xo)-

A igualdade s6 vale quando AH = 0; com colunas LI, s6 para H = 0.

O que esta rota esconde: que AXj é a projecao ortogonal de b, e que o residuo é perpendicular as
colunas — que é o que torna a resposta geométrica e reaproveitavel.

Usado em: Exemplo 6.31 (A reta que melhor ajusta quatro pontos)
thm-mq

Exemplo 6.31 (A reta que melhor ajusta quatro pontos)

Requer: Teorema 6.30 (Minimos quadrados: as equag¢des normais)

Aretay = a + bx que melhor ajusta (0,1), (1,3), (2,4), (3,4). O sistema impossivel é
a+bx; =y

S
I
[EE U G Y

1
|3 p. (46 o (12
=2, AA_<6 14), Ab_<23>.
4

As equagdes normais 4a + 6b = 12, 6a + 14b = 23 ddoa = %, b=1aretay = % + x. Os

residuos y; — (a + bx;) sdo —%, %, %, —% ; eles sdo perpendiculares as duas colunas de A:

somam zero,e0- (—3)+1-3+2-3+3-(=%)=0.

W N = O
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y:%er

4 4

31 0s segmentos rosa sio os residuos;
a reta minimiza a soma

21 dos seus quadrados

N\

O ajuste por minimos quadrados. Em R*, o vetor dos quatro residuos é b — AXg, perpendicular ao plano ITm(Ty4)
— a figura do Teorema 6.28 (A projegio ortogonal é a melhor aproximagdo) com S = Im(T4) e v = b. Aqui ela
aparece desenhada no plano dos dados, onde a perpendicularidade nio se ve.

H4 duas figuras para o mesmo problema: a dos dados, que é a que se desenha num
relatério, e a de R* (a do Teorema 6.28 (A projecao ortogonal é a melhor aproximagao)),
que é a que explica a solugdo. A condi¢do “residuos somam zero” é a perpendicularidade
a coluna de 1’s; ela diz que a reta passa pelo ponto médio (%,7) = (3,3).

Veja também: Teorema 6.28 (A proje¢do ortogonal é a melhor aproximacéo)

ex-reta

Proposicdo 6.32 (Determinante de Gram)

Requer: Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Definicao 2.44 (Independéncia e
dependéncia linear), Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

A demonstracdo exige: Coroldrio 6.18 (Existéncia de base ortonormal), Proposicao 6.15 (Coordenadas
numa base ortonormal), Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), Teorema 4.13 (det A* = det A), Teo-
rema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel)

Sejam vy,..., v, € Vel = ((v, vj>)i,]-. Entdo detI’ > 0, com igualdade se e somente
se 0s v; sdo LD.

Demonstracdo

Seja U = [vy,...,v),d = dim U, e tome uma base ortonormal de U (Coroldrio 6.18 (Existén-
cia de base ortonormal)). Seja M a matriz d X k cujas colunas sdo as coordenadas dos v; nessa
base. Pela Proposicio 6.15 (Coordenadas numa base ortonormal), I = M!M. Se os v; sdo LD,
existe X # 0 com MX = 0,logoI'X = 0 edetI' = 0. Se sdo LI, entdo d = k, M é quadrada e
invertivel, e detT' = det(M") det M = (det M)? > 0.

Usado em: Exemplo 6.33 (A matriz de Gram de trés vetores de R3)

prop-gram

Exemplo 6.33 (A matriz de Gram de trés vetores de R?)
Requer: Proposigao 6.32 (Determinante de Gram)
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Para (1,1,0), (0,1,1), (1,0,1) em R3:

2
r=1[1 , detT =4 = 22,
1

— N =
N — —

e 2 é o determinante da matriz P do Exemplo 3.17 (Mudanga de base em P,(R): um
exemplo completo), cujas colunas sdo esses vetores. Pela Nota 4.15 (O determinante é
volume com sinal), | det P| = 2 é o volume do paralelepipedo que eles geram: v/detI é
esse volume, calculado s6 com produtos internos.

Veja também: Nota 4.15 (O determinante é volume com sinal), Exemplo 3.17 (Mudanca de base em
P>(R): um exemplo completo)

ex-gram

Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno)

Requer: Defini¢do 6.13 (Listas ortogonais e ortonormais), Defini¢do 5.8 (Base dual), Defini¢do 6.21
(Complemento ortogonal), Definicado 5.24 (Anulador), Defini¢do 2.75 (Dimensao)

A demonstracdo exige: Proposicdo 5.7 (Dimensao do dual; o niicleo de um funcional ndo nulo), Corolério 2.93
(Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)

Seja V de dimensdo finita com produto interno. A aplicagio
G: V-V G(w) = (-, w)

é um isomorfismo. Isto é: todo funcional ¢ € V* é da forma ¢ = (-, w) para um tinicow € V.
Além disso, uma base B é ortonormal se e somente se G(B) = B*, e G(S+) = S° para todo
subespago S.

G(w) = (-, w)

<
Y

V*
escolha: o produto interno 0 complemento ortogonal ¢
o anulador visto em V;

sl > g0 a base dual de uma base

ortonormal é ela mesma

B ortonormal > B*

O produto interno é uma maneira de escolher o isomorfismo V. — V* que nio existe de graga (Nota 5.20 (V = V*
depende de escolha)). Por ele, S+ corresponde a S° e as bases ortonormais sio as que coincidem com as suas duais.

O teorema responde a pergunta do Exemplo 6.23 (Em R”, S+ é o espago solucdo de um
sistema): S+ e S” tém as mesmas férmulas porque G(S*) = SY e G é isomorfismo.
V = V* exige uma escolha, e um produto interno é uma escolha (mais econdmica do que
uma base, porque muitas bases — todas as ortonormais — ddo o mesmo isomorfismo).
Apesar disso, o anulador é o objeto mais basico: ele ndo depende de produto interno
nenhum.

Demonstracdo

G é linear (linearidade na segunda variavel). Se G(w) = 0, entdo (w,w) = 0ew = 0: G é
injetora, e como dim V* = dim V, é isomorfismo. Para B = (uy, ..., un): G(u;)(u;) = (u;,u;j), que
¢ §;j para todos i, j exatamente quando B é ortonormal; e J;; € a relagdo que define u;.“. Finalmente,

G(w) € S «—= (s,w) =0paratodos €S += w € S*.
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Usado em: Nota 6.42 (Diciondrio: subespagos, dual e produto interno), Teorema 6.35 (Existéncia e
unicidade da adjunta) (dem.)

Veja também: Nota 5.20 (V = V* depende de escolha), Exemplo 6.23 (Em R”, S ¢ o espaco solucao
de um sistema), Motivacao 6.1 (A estrutura que faltava para escolher)

thm-riesz

Teorema 6.35 (Existéncia e unicidade da adjunta)

Requer: Definicdo 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade), Defini¢do 2.75 (Dimensao), Defini¢do 1.36
(Transformacéo linear)

A demonstracdo exige: Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno), Defini¢do 5.15
(Transposta de uma transformacéao linear)

Sejam V e W com produto interno, de dimensdo finita, e T : V. — W linear. Existe uma
sinica T* : W — V linear com

(T(v),w)w = (v, T'(w))y  paratodosv €V, w € W.

T (adjunta)
4% >V
GyoT =T*oGy
Gw comuta Gv a adjunta é a transposta
lida através dos produtos internos

T* (transposta)

A adjunta e a transposta. A transposta (embaixo) existe sempre e anda entre duais. A adjunta (em cima) exige
produtos internos e anda entre os préprios espagos; ela é a vinica seta de cima que faz o quadrado comutar.

Demonstracdo

Fixe w. A fungdo v — (T(v), w)w é um funcional em V (é T*(Gw(w)), com T* a transposta,
Defini¢do 5.15 (Transposta de uma transformacdo linear)). Pelo Teorema 6.34 (Teorema de Riesz:
V 22 V* pelo produto interno), existe um tnico vetor — chame-o T'(w) — com (T(v), w) =
(v, T"(w)) para todo v. Em férmula: Tt = G;' o T* o Gy, que ¢ linear por ser composta de
lineares.

Usado em: Exemplo 6.41 (Operadores ortogonais), Nota 6.42 (Diciondario: subespagos, dual e produto
interno), Proposi¢do 6.36 (A matriz da adjunta em bases ortonormais), Proposi¢ao 6.37 (Ntcleo e imagem
da adjunta)

thm-existencia-da-adjunta

Proposicao 6.36 (A matriz da adjunta em bases ortonormais)

Requer: Teorema 6.35 (Existéncia e unicidade da adjunta), Defini¢do 6.13 (Listas ortogonais e ortonor-
mais), Definigdo 3.2 (Matriz de uma transformagéo linear)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 6.15 (Coordenadas numa base ortonormal)

Sejam B e C bases ortonormais de V e W. Entdo [T']pc = ([T]CB)t. Para bases
quaisquer, isso é falso.

Demonstracdo
Se B = (v;) e C = (w;) sdo ortonormais, a entrada (i, j) de [T]cp é (T(v;), w;) (Proposicao 6.15
(Coordenadas numa base ortonormal)), e a entrada (j, ) de [Tt]pc é (T (w;), vj) = (v}, T (w;)) =
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(T(vj), wi).

Contra-exemplo com base nao ortonormal: em R? com (x,y)g = x'Gy, G = diag(1,2), a
adjunta de X — AX é X — G 1A'G X (verifique: (AX)'GY = X'G(GA!GY)). Para A = (J})
isso dd (19, () # A’. A base canénica nao é ortonormal para (-, -)¢.

Usado em: Definigao 6.38 (Operador auto-adjunto), Exemplo 6.40 (A derivada nos polindmios trigonométri-
cos é antiadjunta)
prop-adjmat

Proposicao 6.37 (Ntcleo e imagem da adjunta)
Requer: Teorema 6.35 (Existéncia e unicidade da adjunta), Defini¢do 6.21 (Complemento ortogonal)
A demonstracio exige: Teorema 6.22 (V = S @ S1)

N(T?) = Im(T)* e Im(T") = N(T)*. Portanto V. = N(T) @ Im(T") e W = Im(T) &
N(T"), somas ortogonais.

T bijecao
Im(T") = N(T)* | “ | m(T) = N(TH*
h T*: bijecio |z* 0
N(T) N(TY)
T(N(T)) =0
\%4 W

Os quatro subespagos, agora com 1 (compare com a figura do Teorema 5.33 (Os quatro subespacos de uma
transformacdo linear), que usa © e os duais). V se parte ortogonalmente em niicleo e imagem da adjunta, W em
imagem e niicleo da adjunta; T esmaga o niicleo e leva o complemento ortogonal dele bijetivamente sobre a imagem.

A figura é a do Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem), com uma diferenga: 14
o complementar do ntcleo era um qualquer; aqui ele é o ortogonal, e é a imagem de
TT. Com a Proposicdo 6.36 (A matriz da adjunta em bases ortonormais), isto é “posto
por linhas = posto por colunas” (Coroldrio 5.34 (Posto por linhas é igual a posto por
colunas, pelo dual)) outra vez: Im(T¥) é o espago das linhas de A.

Demonstracdo

we N(T) < (v,Ttw) =0Vv <= (To,w) =0VYv <= w € Im(T)". Pela simetria da
definigdo, (TT)' = T; aplicando a primeira igualdade a T, obtemos N(T) = Im(T*)+, e tomando
o complemento ortogonal dos dois lados (Teorema 6.22 (V = S @ S1)), N(T)*+ = Im(T").

Usado em: Nota 7.29 (O teorema do niucleo e da imagem em seis roupas)

Veja também: Teorema 5.33 (Os quatro subespacos de uma transformacao linear), Teorema 2.92 (Teo-
rema do nicleo e da imagem), Coroldrio 5.34 (Posto por linhas é igual a posto por colunas, pelo dual)

prop-nucadj

Definic¢ao 6.38 (Operador auto-adjunto)

Requer: Proposi¢do 6.36 (A matriz da adjunta em bases ortonormais)

Um operador T : V — V é auto-adjunto se T* = T, isto é, (Tu,v) = (u, Tv) para to-
dos u, v. Pela Proposicao 6.36 (A matriz da adjunta em bases ortonormais), isso equivale
a [T]p ser simétrica numa (e entdo em toda) base ortonormal B.

Usado em: Exemplo 6.39 (Projecdes ortogonais sdo auto-adjuntas), Lema 9.2 (Auto-adjunto: autove-
tores de autovalores distintos sdo ortogonais), Lema 9.3 (Auto-adjunto: se S é invariante, S1 também é),
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Proposigdo 9.7 (Um autovetor real pelo maximo de (Tv, v)), Teorema 9.5 (Teorema espectral)

Veja também: Teorema 9.5 (Teorema espectral)
def-autoadj

Exemplo 6.39 (Projecdes ortogonais sao auto-adjuntas)
Requer: Definicao 6.38 (Operador auto-adjunto), Defini¢do 6.26 (Projecao ortogonal)

Projegdes ortogonais sio auto-adjuntas. Comu =s+s' ev=t+1t (s,t € S,¢,t' € St):
(Psu,v) = (s, t) = (u, Psv). (Uma proje¢do ao longo de um complementar ndo ortogonal
nao é.)

ex-projecoes-ortogonais-sao-auto-adjuntas

Exemplo 6.40 (A derivada nos polinémios trigonométricos é antiadjunta)
Requer: Proposi¢do 6.36 (A matriz da adjunta em bases ortonormais), Exemplo 1.39 (A derivada é
linear)
A derivada nos polinémios trigonométricos. Em W = [1,cost,sent,cos 2t,sen 2t] com
2 . g
(f,2) =/ " fg, integrando por partes e usando a periodicidade,

(Df.8) = [faly" - [ f& = ~{f,Dg).

Logo D' = —D: a derivada é antiadjunta. Na base ortonormal que se obtém normal-
izando a base dada, a matriz de D é antissimétrica (por exemplo, Dcost = —sent e
Dsent = cost).

As condigdes de contorno importam: em P, (R) com | 11' o termo [f¢]! | ndo se anula e
D' ndo é —D.

ex-derivada-antiadjunta

Exemplo 6.41 (Operadores ortogonais)

Requer: Teorema 6.35 (Existéncia e unicidade da adjunta), Corolério 6.16 (Mudanga entre bases ortonor-
mais: matrizes ortogonais)

Operadores ortogonais. (Tu,Tv) = (u,v) para todos u,v equivale a T'T = I; em
base ortonormal, a Q'Q = I. Sdo os operadores que levam bases ortonormais em bases
ortonormais.

ex-operadores-ortogonais

Nota 6.42 (Diciondrio: subespacos, dual e produto interno)

Requer: Teorema 6.34 (Teorema de Riesz: V = V* pelo produto interno), Proposicao 5.30 (O anulador
troca soma e interse¢do), Proposicdo 5.55 (V' /S)* = $Y), Teorema 6.35 (Existéncia e unicidade da adjunta)
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em V em V* (sem escolha) em V com produto interno

subespago S anulador S° complemento ortogonal S+
$1C S S3C S9 Sy C St

S1+ S SINSY SiNSy

quociente V/S  (V/S)* = SO V/S=st

T:V—-W transposta T* : W* — V* adjunta T": W — V

base B base dual B* B ortonormal <= G(B) = B*

A coluna do meio ndo depende de nada; a da direita depende do produto interno, e se
obtém da do meio pelo isomorfismo de Riesz G : V. — V* (Teorema 6.34 (Teorema de
Riesz: V = V* pelo produto interno)).

Veja também: Nota 5.32 (O diciondrio entre subespacos e anuladores), Nota 7.29 (O teorema do nticleo
e da imagem em seis roupas)

nota-dicionario-dual-e-produto-interno
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Capitulo 7

Formas multilineares e sequéncias
exatas

Formas multilineares, Alt", produto exterior e contracao

Motivacdo 7.1 (Fungdes de varios vetores, lineares em cada um)
Requer: Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz), Definigdo 6.2 (Produto in-
terno, norma e ortogonalidade)

Duas estruturas ja vistas sdo fungdes de varios vetores, lineares em cada um:

¢ 0 determinante (Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)):
n-linear e alternado nas colunas, e tnico com det(ey, ..., e,) = 1;

¢ o produto interno (Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)): bilinear
e simétrico.

Todas essas fung¢des podem ser estudadas de uma vez, como elementos de espacos veto-
riais.
Veja também: Defini¢do 7.2 (Formas bilineares), Defini¢do 7.8 (Formas k-lineares alternadas)

mot-formas-multilineares

Definicao 7.2 (Formas bilineares)

Requer: Definigdo 1.36 (Transformacao linear)

Uma forma bilinear em V é uma fun¢do  : V x V. — R linear em cada variavel.
O conjunto delas, Bil(V), é um espago vetorial com as operacdes ponto a ponto. S é
simétrica se B(u,v) = B(v,u), e alternada se 5(v, v) = 0 para todo v.

Usado em: Definicdo 7.8 (Formas k-lineares alternadas), Proposi¢do 7.3 (Matriz de uma forma bilin-
ear), Proposicao 7.4 (Formas simétricas e alternadas)

Veja também: Motivacdo 7.1 (Fungdes de vérios vetores, lineares em cada um)

def-bil

Proposicao 7.3 (Matriz de uma forma bilinear)

Requer: Defini¢do 7.2 (Formas bilineares), Defini¢do 1.66 (Isomorfismo), Defini¢do 3.12 (Matriz de
mudanca de base)

A demonstracdo exige: Proposi¢ao 3.13 (Mudanga de coordenadas)
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Seja B = (vy,...,v,) basede Ve M = [B]p = (B(vi, v})); ;. Entdo

B(u,0) = [u]p M [0]5,

e B+ [B]p é um isomorfismo Bil(V) — Myxu(R); em particular dimBil(V) = n?. Se
P = [I]BB’/ entio [,B]B’ = Pt[lB]BP.

Atengdo a férmula de mudanga de base: P!MP, e ndo P~'MP como para operadores
(Teorema 3.14 (Mudanga de base de um operador: [T]gp = P~ ![T]psP)). A mesma
matriz quadrada pode representar um operador ou uma forma bilinear, e as duas leituras
mudam de base de modos diferentes (Definicao 9.15 (Matrizes congruentes)).

Demonstracdo

Com u = Y xv; e v = Y ;y;0j, a bilinearidade da B(u,v) = ¥;;xiy;B(v;,v;) = x'My. A
aplicacdo B — M é linear, injetora (se M = 0, a férmula da B = 0) e sobrejetora (dada M, a
féormula define uma forma bilinear). Para a mudanga de base: [u|p = P[u]p, logo B(u,v) =
[u]t, P'MP[v]p.

Usado em: Exemplo 7.15 (Uma forma de grau 2 que nao é produto de dois funcionais), Exercicio 7.16

(Em dimensédo impar, toda forma alternada tem v # 0 com w(v,-) = 0?) (dem.), Proposicdo 7.4 (Formas
simétricas e alternadas) (dem.)

Veja também: Teorema 3.14 (Mudanga de base de um operador: [T]pp = P~1[T]ppP), Defini¢do 9.15
(Matrizes congruentes)

prop-matbil

Proposicao 7.4 (Formas simétricas e alternadas)

Requer: Definigdo 7.2 (Formas bilineares)

A demonstracdo exige: Proposigdo 7.3 (Matriz de uma forma bilinear), Exemplo 2.28 (M,x,(R) =
Sim ¢.A)

B é simétrica <= |[B|p € simétrica; B é alternada <= P(u,v) = —pB(v,u) para todos
u,v <= |[B|p éantissimétrica. E Bil(V) = Sim(V) & Alt(V), com

B=3(B(u,0)+p(v,u)) +3(B(u,0) — B(v,u)).

/ ~

N
simétrica alternada

Demonstracdo

Se B é alternada, expandindo 0 = B(u +v,u +v) = B(u,v) + B(v,u). Reciprocamente,
B(v,v) = —B(v,v) dd B(v,v) = 0. As afirmagdes sobre matrizes sdo a Proposicao 7.3 (Matriz
de uma forma bilinear) lida nas entradas. A decomposigdo é a de M x,(R) = Sim @A (Exem-
plo 2.28 (M4 (R) = Sim @.A)), transportada pelo isomorfismo.

Usado em: Definigdo 9.12 (Forma quadrética), Exemplo 7.5 (O produto interno como forma bilinear),
Exemplo 7.6 (A forma alternada det(x i) em IR?), Exemplo 7.7 (O produto de dois funcionais e a sua parte
alternada), Exercicio 7.16 (Em dimensao impar, toda forma alternada tem v # 0 com w(v, -) = 0?), Exerci-
cio 7.17 (Em dimenséo par, toda forma alternada tem v # 0 com w(v, -) = 0?), Proposi¢do 7.9 (Propriedades
das formas alternadas) (dem.)

prop-simalt

Exemplo 7.5 (O produto interno como forma bilinear)

Requer: Proposigdo 7.4 (Formas simétricas e alternadas), Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e or-
togonalidade)
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O produto escalar em IR” é uma forma bilinear, com matriz I na base canoénica. Um
produto interno qualquer é uma forma bilinear simétrica, com (v, v) > 0 para v # 0.

ex-bil-a

Exemplo 7.6 (A forma alternada det(x i) em IR?)

Requer: Proposigao 7.4 (Formas simétricas e alternadas), Exemplo 4.7 (O determinante 2 x 2)

w(x,y) = x1y2 — X211 = det(x y) em R?: alternada, com matriz ( % }).
Usado em: Exercicio 7.17 (Em dimens&o par, toda forma alternada tem v # 0 com w(v, -) = 07?) (dem.)
ex-bil-b

Exemplo 7.7 (O produto de dois funcionais e a sua parte alternada)

Requer: Proposigao 7.4 (Formas simétricas e alternadas), Defini¢do 5.2 (Funcional linear e espago dual)

Dados ¢,{ € V*, B(u,v) = &(u){(v) é bilinear; sua parte alternada é 3 (&(u)Z(v) —
&(v)¢(u)) = (& AQ)(u,v), com a notagdo da Definigao 7.10 (Produto exterior de fun-
cionais).

Veja também: Defini¢do 7.10 (Produto exterior de funcionais)

ex-bil-c

Definic¢do 7.8 (Formas k-lineares alternadas)

Requer: Definigdo 7.2 (Formas bilineares)

Uma fungdo w : Vk — R é k-linear se é linear em cada varidvel, e alternada se
w(uy, ..., u;) = 0 sempre que u; = u; para algum i # j. O espaco delas é Al (V).
Usado em: Definicdo 7.21 (Contrag¢do por um vetor), Defini¢do 7.18 (Pullback de uma forma por um

operador), Defini¢do 7.10 (Produto exterior de funcionais), Proposicao 7.9 (Propriedades das formas alter-
nadas)

Veja também: Defini¢ado 4.2 (Formas n-lineares alternadas)
def-altk

Proposicao 7.9 (Propriedades das formas alternadas)

Requer: Definicao 7.8 (Formas k-lineares alternadas), Defini¢do 2.44 (Independéncia e dependéncia
linear)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 7.4 (Formas simétricas e alternadas), Coroldrio 2.81 (Em dimensao
n: n vetores LI, ou n geradores, formam base)

Seja w € Alt*(V).
(a) Trocar duas entradas de lugar muda o sinal de w.
(b) Seuy,...,uxsio LD, entdo w(uy,...,ux) =0.

(c) Sek > dim V, entdo Alt*(V) = {0}.
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u (Y

w(u,v) >0 w(v,u) = —w(u,v) LD: w(u,v) =0

A forma w = det em R? como drea orientada. O valor é a drea do paralelogramo, com sinal dado pelo sentido de
giro de u para v. Trocar a ordem inverte o sentido (e o sinal); vetores LD geram um paralelogramo achatado, de drea
nula.

Demonstracdo

(a) E a conta da Proposicdo 7.4 (Formas simétricas e alternadas), feita nas duas entradas
trocadas com as outras fixas. (b) Se, digamos, 11 = } ;> a;u;, a linearidade na primeira entrada
da uma soma de termos a; w(u;, uy, ..., ux), cada um com uma entrada repetida. (c) Mais de n
vetores sdo sempre LD (Corolario 2.81 (Em dimensao n: n vetores LI, ou n geradores, formam
base)).

Usado em: Teorema 7.12 (Base e dimenséao de Altk(V)) (dem.)

Veja também: Proposigdo 4.3 (Propriedades das formas n-lineares alternadas)

prop-alt

Definicao 7.10 (Produto exterior de funcionais)

Requer: Definicao 7.8 (Formas k-lineares alternadas), Defini¢do 5.2 (Funcional linear e espago dual),
Teorema 4.6 (Existéncia do determinante: a férmula de Leibniz)

Dados ¢y, ...,Cx € V*, o produto exterior deles é a forma

(G1 A+ AGk)(u, ..., ux) = det (é‘i(“j))i,]-~

Para k = 2: (§ A Q) (u,0) = ¢(u)Z(v) —&(0)C(u).
Usado em: Exemplo 7.15 (Uma forma de grau 2 que nado é produto de dois funcionais), Proposicao 7.11
(O produto exterior é alternado e detecta dependéncia linear), Teorema 7.12 (Base e dimensao de Altk(V))
def-wedge

Proposicdo 7.11 (O produto exterior é alternado e detecta dependéncia linear)
Requer: Definigdo 7.10 (Produto exterior de funcionais)

A demonstracdo exige: Coroldrio 4.14 (O que vale para colunas vale para linhas), Teorema 5.23 (V e
V** sdo isomorfos sem escolha), Teorema 2.79 (Teorema do completamento)

LN A& e Al (V). Ela é k-linear e alternada também como fungio dos &;, e é nula se e
somente se ¢y, . . ., Cx sdo LD.

Demonstracdo

Mudar #; muda s6 a coluna j da matriz (¢;(u;)), e linearmente; logo a forma é k-linear pelo
determinante ser linear em cada coluna. Se u; = u;, duas colunas sdo iguais e o determinante é
nulo. O mesmo argumento, com as linhas, vale para os ¢;. Se os ¢; sdo LD, as linhas da matriz
sdo LD para todos os u, e o determinante é nulo. Se sdo LI, complete-os a uma base de V*; ela
é a base dual de uma base (u1,...,u,) de V (pelo Teorema 5.23 (V e V** sdo isomorfos sem
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escolha), a base de V é a imagem por ev~! da base dual da base de V*). Entao (;‘i(uj) = Jjje
Gy N NG (U, ..., up) =detl = 1.
prop-wedge

Teorema 7.12 (Base e dimensao de Alt"(V))
Requer: Definicao 7.10 (Produto exterior de funcionais), Defini¢do 5.8 (Base dual)

A demonstracdo exige: Proposigdo 7.9 (Propriedades das formas alternadas)

Para ] = (i1 < --- < i) e umabase (vy,...,0,) de V, escrevemos v] = v; A--- A0}
e = (in' o .,Z)ik).
Seja B = (v1,...,v,) base de V. Toda w € Al (V) se escreve de modo 1inico como

w= Y w(v,...,v)0; A AT
<<y

Logo {UT}I crescente € base de Altk(V) e dim Altk(V) = (Z)

6
1 4 dim Alt*(R*) = ()
k=2: el Nej, ef Ne3, el Nej,
e5 A e’3*, e5 N\ le e§ A ez
|L| |L| k=4: s6ef Aej Ael Ae = det

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4

As dimensoes dos Alt*(R*): uma linha do triangulo de Pascal. Cada elemento da base corresponde a uma escolha
de k indices crescentes. Em grau mdximo hd uma s6 escolha, e o espago é uma reta gerada pelo determinante.

Demonstracdo

Um cdlculo: para I, ] crescentes, vj(vy) = det (v;; (v,))- Se I = ], a matriz ¢ a identidade. Se
I # ], algum i, ndo estd em |, e a linha a é nula. Logo v} (v)) = dy;.

Gera: sejay = Y_;w(vr)vj. Pelo céleulo, 17(v)) = w(vy) para toda | crescente. Uma k-upla
qualquer de vetores da base ou tem repeticdo (e as duas formas dao zero), ou se reordena numa
crescente trocando entradas (e as duas formas mudam de sinal do mesmo modo). Logo 1 e w
coincidem em todas as k-uplas de vetores da base, e por k-linearidade coincidem em tudo.

LI: se ) j cjvj = 0, avaliando em vj vem cj = 0.

Usado em: Coroldrio 7.13 (dim Alt" (V) = 1: toda forma de grau maximo é multiplo do determinante),
Exemplo 7.14 (Alt?(IR3) e o produto vetorial)

thm-base

Corolario 7.13 (dim Alt"(V) = 1: toda forma de grau maximo é miltiplo do determi-
nante)
Requer: Teorema 7.12 (Base e dimensdo de Altk(V))

dim Alt"(V) = 1. Em R", a forma ej A - - - A ¢, é det, e toda forma n-linear alternada
¢ um multiplo dela.
Este corolério é o Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada), demonstrado de
outra forma: 14, uma forma n-linear alternada com w(ey,...,e,) = 1 era tinica; aqui, o
espago dessas formas tem dimensdo 1. A demonstracdo do Teorema 7.12 (Base e dimen-
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sdo de Alt* (V)) é a do Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada) (“reordene e
use a linearidade”), feita para k qualquer.

Demonstracdo

(ef A Nep)(ug, ... uy) = det (ef (uj)) = det(uy --- un), porque e (u;) é a i-ésima coorde-
nada de u;.

Usado em: Teorema 7.20 (T age em Alt" (V) multiplicando por det T)

Veja também: Teorema 4.5 (Unicidade da forma n-linear alternada), Nota 4.17 (A unicidade do deter-
minante é uma ferramenta)

cor-det

Exemplo 7.14 (Alt*(R%) e o produto vetorial)

Requer: Teorema 7.12 (Base e dimensdo de Altk(V)), Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace),
Exemplo 6.3 (O produto escalar de R")

Alt*(IR3) e 0 produto vetorial. dim Alt*(R?) = 3 = dim R3. Um isomorfismo explicito:
a cada u € R® associe
wy(x,y) = det(u x y).

Na base, we, = €5 A e3, we, = €5 A e}, we, = e Aes (confira nos pares (e;,¢;)). E pela
expansdo de Laplace na primeira coluna,

wu(x,y) = (U, x xy),

onde x X y = (Xoy3 — X3Y2, X3y1 — X1Y3, X1Yy2 — X2y1) € o produto vetorial. Assim o
produto vetorial é uma forma alternada de grau 2 disfargada de vetor, pelo isomorfismo
u — wy e pelo produto interno. Esse disfarce s é possivel porque (g) = 3; em R,

() =6#4.

wy(x,y) = det(u xy)
=(u, xxXy)

volume = altura de u

vezes drea da base

O volume orientado do paralelepipedo de u, x,y é a drea da base (o paralelogramo de x,y) vezes a altura de u na
direcdo perpendicular. O produto vetorial x X y é o vetor perpendicular a base com comprimento iqual d drea; a altura
vezes a drea é o produto interno com ele.

Usado em: Proposicao 7.34 (O complexo da contragao em R3 é exato)

ex-vetorial

Exemplo 7.15 (Uma forma de grau 2 que nado é produto de dois funcionais)

Requer: Definicao 7.10 (Produto exterior de funcionais), Proposicao 7.3 (Matriz de uma forma bilin-
ear), Teorema 2.85 (Dimensao da soma de dois subespagos), Proposi¢do 5.7 (Dimensao do dual; o nticleo de
um funcional ndo nulo)

Em R*, seja w = e} Ae} + ¢ Ae}. Elanio é da forma ¢ A . Suponha que fosse. O
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subespaco N(¢) N N({) tem dimensdo > 2 (Teorema 2.85 (Dimensdo da soma de dois
subespagos) e Proposicdo 5.7 (Dimensdo do dual; o ntcleo de um funcional ndo nulo)),
e para v nele,

w(v,y) = ¢(0)0(y) —&(y){(v) =0  paratodoy.

Mas a matriz de w na base canénica é

0O 1 0 O
-1 0 0 O
0O 0 0 1}’
0 0 -1 0

que é invertivel; e w(v,y) = 0 para todo y diz v'M = 0, isto é, v = 0. Contradigdo.
Usado em: Exercicio 7.17 (Em dimensdo par, toda forma alternada tem v # 0 com w(v, -) = 0?) (dem.)

ex-naofat

Exercicio 7.16 (Em dimensdo impar, toda forma alternada tem v # 0 com w(v, ) = 0?)
Requer: Proposi¢do 7.4 (Formas simétricas e alternadas)

A demonstracdo exige: Proposigdo 7.3 (Matriz de uma forma bilinear), Teorema 4.13 (det A’ = det A),
Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel)

Verdadeiro ou falso? Se dim V é impar e w é uma forma bilinear alternada em V, entdo
existe v # 0 com w(v, ) = 0.

Resolucdo

Verdadeira. Seja M a matriz de w numa base (Proposicao 7.3 (Matriz de uma forma bilinear));
M é antissimétrica, n X n com n impar. Entdo

det M = det M' = det(—M) = (—1)"detM = — det M,

logo det M = 0, e existe x # 0 com M‘x = 0. O vetor v com [0] = x satisfaz w(v,u) = x!M[u] =
(M!'x)![u] = 0 para todo u.

exerc-forma-alternada-em-dimensao-impar

Exercicio 7.17 (Em dimensao par, toda forma alternada tem v # 0 com w(v,-) = 0?)
Requer: Proposigao 7.4 (Formas simétricas e alternadas)

A demonstracdo exige: Exemplo 7.6 (A forma alternada det(x y) em R?), Exemplo 7.15 (Uma forma
de grau 2 que ndo é produto de dois funcionais)

Verdadeiro ou falso? Se dim V é par e w é uma forma bilinear alternada em V, entdo existe
v # 0comw(v,-) =0.

Resolucdo
Falsa. Em R?, w(x,y) = det(x y) tem matriz ( °, }), invertivel: w(v,-) = 056 para v = 0.

(Em R*, a forma e} ANey +e3 Aej do Exemplo 7.15 (Uma forma de grau 2 que nao é produto de
dois funcionais).)

Veja também: Exercicio 7.16 (Em dimensdo impar, toda forma alternada tem v # 0 com w(v, -) = 0?)

exerc-forma-alternada-em-dimensao-par
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Definicao 7.18 (Pullback de uma forma por um operador)

Requer: Definigdo 7.8 (Formas k-lineares alternadas)

SejaT : V — V linear. Para w € Alt*(V), o pullback de w por T é
(T*w)(u1, ..., ux) = w(T(w1),..., T(ug)).

Usado em: Proposigdo 7.19 (O pullback é linear e inverte a composicdo), Teorema 7.20 (T age em
Alt" (V) multiplicando por det T)

def-pull

Proposicdo 7.19 (O pullback é linear e inverte a composi¢ao)

Requer: Defini¢do 7.18 (Pullback de uma forma por um operador)

T* é um operador linear em Alt*(V), e (So T)? = T# o St

Demonstracdo

T?w é k-linear (composi¢do com T em cada entrada) e alternada (entradas iguais continuam
iguais depois de T). Linearidade em w: as operagdes sdo ponto a ponto. Composigdo: ((S o
T)fw)(u) = w(STuy,...) = (Stw)(Tuy,...) = (THStw) (u).

Usado em: Teorema 7.20 (T age em Alt" (V) multiplicando por det T) (dem.)

prop-pull

Teorema 7.20 (T age em Alt" (V) multiplicando por det T)

Requer: Definigdo 7.18 (Pullback de uma forma por um operador), Coroldrio 7.13 (dim Alt" (V) = 1:
toda forma de grau méximo é multiplo do determinante), Defini¢do 4.23 (Determinante de um operador)

A demonstracdo exige: Proposigao 7.19 (O pullback é linear e inverte a composicao)

Seja dim V = n. Existe um mimero c(T) tal que T*w = c(T) w para toda w € Alt"(V), e
c(T) = det T. Em consequéncia, det(So T) = detS - det T.

. = (2 05
—_— To —\05 15

. detT =3—025=2.75

Te
e L

area 1 4rea orientada det T

O determinante como fator de volume. Tiw = (det T) w diz que T multiplica todo volume orientado pelo mesmo
niimero. Dai det(ST) = det S det T: aplicar T e depois S multiplica os volumes pelos dois fatores.

No Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), det(AB) = det A det B foi demonstrado com
matrizes; aqui ele é consequéncia de “operador linear numa reta é multiplicagdo por um
ntimero” e de (ST)* = T'S*. E o determinante de um operador é definido sem base
nenhuma: det T é o namero pelo qual T age em Alt"(V). A independéncia de base, que
antes exigiu det(P~'AP) = det A (Corolério 4.22 (Determinante da inversa e de uma
conjugada)), vem de graca.
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Demonstracdo

Alt"(V) tem dimensdo 1, e todo operador linear num espago de dimensdo 1 é a multipli-
cagdo por um numero: se wy # 0, Tﬁwo = cwy para algum c, e entdo Tﬁ()\wo) = cAwq. Para
calcular ¢, tome uma base B = (vy,...,v,) € wg = vj A--- A v}, que vale wp(uy, ..., uy) =
det([u1]p - - [un]B) (como no Corolério 7.13 (dim Alt"(V) = 1: toda forma de grau maximo é
multiplo do determinante)). Entao

o(T) = c(T)wp(vy,...,vn) = wp(Toy,...,Tv,) =det ([To1]p -+ [Toa)g) = det[T]p.
Finalmente, pela Proposigdo 7.19 (O pullback é linear e inverte a composigdo), c(So T)w =
T¢Stw = ¢(S)c(T) w.

Veja também: Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), Corolario 4.22 (Determinante da inversa e de
uma conjugada), Nota 4.15 (O determinante é volume com sinal)

thm-detop

Definicao 7.21 (Contra¢dao por um vetor)

Requer: Definicdo 7.8 (Formas k-lineares alternadas)

Dado v € V, a contragio por v é 1, : Alt‘(V) — Alt*"1(V),
(tow)(u, ... ugq) = w(v, U, ..., U 1),

com 1, = 0 em Alt°(V) = R.
Usado em: Proposicao 7.22 (1, © 1, = 0: a contra¢do forma um complexo)

def-contr

Proposicao 7.22 (1, o 1, = 0: a contragdo forma um complexo)

Requer: Definicao 7.21 (Contragdo por um vetor)

Iy € linear, e 1, o 1, = 0.
Assim a sequéncia

0— Alt"(V) & Al H(V) & .. B AN (V) & A(V) — 0

tem a propriedade de que a composta de duas setas consecutivas é nula: é um complexo.
Em RR3, identificando os Alt* com R? ou R como no Exemplo 7.14 (Altz(]R3) e o produto
vetorial), as setas sdo a — av, w — w X v e w — (v, W); € iy 0 1, = 0 diz, por exemplo,
(av) x v =0e (v,w x v) = 0.

Nesse complexo (Defini¢do 7.23 (Complexos e sequéncias exatas)), a imagem de cada
seta estd contida no ntcleo da seguinte. Se v # 0, sdo iguais: é a Proposicao 7.34 (O
complexo da contracdo em RR? é exato).

Demonstracdo

A linearidade é a de w nas entradas 2 a k. E, por w ser alternada,
(totpw) (U, ..., ug_o) = w(v,v,uq,...,u;_p) =0.

Usado em: Proposigio 7.34 (O complexo da contragio em RR3 é exato)
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Veja também: Exemplo 7.14 (Alt?(IR%) e o produto vetorial), Defini¢io 7.23 (Complexos e sequéncias
exatas), Proposicao 7.34 (O complexo da contracdo em R3 é exato)

prop-contr

Complexos e sequéncias exatas

Definicao 7.23 (Complexos e sequéncias exatas)
Requer: Definicao 1.58 (Ntcleo e imagem)

Uma sequéncia de transformagdes lineares

..._>]/Z._1f"_‘1_>‘/iﬁ>\/i+l_>...

é um complexo se f; o f;_1 = 0 para todo i (isto é, Im(f;_1) C N(f;)), e é exata em V; se
Im(fi—1) = N(f;). Uma sequéncia exata curta é uma sequéncia exata

osulvEwoo

Usado em: Definicdo 7.31 (Cohomologia de um complexo), Proposicdo 7.34 (O complexo da contracdo
em IR3 é exato), Proposicdo 7.24 (Sequéncias exatas curtas)

Veja também: Proposigdo 7.22 (1, © 1, = 0: a contragdo forma um complexo)

def-exata

Proposicao 7.24 (Sequéncias exatas curtas)
Requer: Defini¢do 7.23 (Complexos e sequéncias exatas), Defini¢do 2.75 (Dimens&o)

A demonstracdo exige: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Teorema 5.48 (Teorema do
isomorfismo: V/N(T) = Im(T)), Proposi¢do 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0})

0 UL v & W s 06exataseesomente se f éinjetora, g é sobrejetoraeIm(f) = N(g).

Nesse caso,
dimV =dimU +dimW e W=V/f(U).

Demonstracdo

Exatiddo em U: o nucleo de f é a imagem de 0 — U, que é {0}. Em W: a imagem de g é o
ntcleo de W — 0, que é W. Em V: Im(f) = N(g). Entdo dimV = dim N(g) + dimIm(g) =
dim f(U) + dim W = dim U + dim W; e o teorema do isomorfismo (Teorema 5.48 (Teorema do
isomorfismo: V/N(T) = Im(T)))da V/N(g) = W.

f injetora g sobrejetora
0 > U >V > W > 0
Im f = N(g)
| fu)y=u | oresto =2 V/f(U) =W |

dimV =dim U + dim W

Uma sequéncia exata curta é a régua do Teorema 2.92 (Teorema do niicleo e da imagem) com nomes novos: U
entra em V como o niicleo de g, e W é o que sobra. A escolha de um complementar de f(U) (ou de um produto interno)
dd V = U x W; sem escolha, sé se tem W = V / f(U).
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Umac : W — V com g oo = Id sempre existe (tome uma base de W e escolha pré-

imagens), e dd V = U x W. Isso é especial de espagos vetoriais: para grupos, 0 — Z EN
Z — 7Z./2 — 0 é exata e ndo cinde.

Usado em: Exemplo 7.25 (A sequéncia exata de um quociente), Exemplo 7.26 (A sequéncia exata
do ntcleo e da imagem), Exemplo 7.27 (A sequéncia exata de um produto cartesiano), Exemplo 7.28 (A
sequéncia exata das matrizes simétricas e antissimétricas), Exercicio 7.30 (Numa sequéncia exata curta,
V = U x W?), Nota 7.29 (O teorema do ntcleo e da imagem em seis roupas)

Veja também: Nota 2.80 (LI de um lado, geradores do outro, base no meio)

prop-curta

Exemplo 7.25 (A sequéncia exata de um quociente)

Requer: Proposigao 7.24 (Sequéncias exatas curtas), Proposi¢ao 5.41 (V /S é um espaco vetorial; a
projecao 1)

E uma sequéncia exata curta: 0 — S < V 55 V/S — 0, para todo subespaco S.

ex-curtas-a

Exemplo 7.26 (A sequéncia exata do ntcleo e da imagem)
Requer: Proposigdo 7.24 (Sequéncias exatas curtas)

E uma sequéncia exata curta: 0 — N(T) < V ER Im(T) — 0, paratoda T : V — W.

ex-curtas-b

Exemplo 7.27 (A sequéncia exata de um produto cartesiano)
Requer: Proposigao 7.24 (Sequéncias exatas curtas), Defini¢do 2.90 (Produto cartesiano de espacos ve-
toriais)

P 0 /
E uma sequéncia exata curta: 0 — U m uxw M W — 0, com o produto

cartesiano (Defini¢do 2.90 (Produto cartesiano de espagos vetoriais)).

ex-curtas-c

Exemplo 7.28 (A sequéncia exata das matrizes simétricas e antissimétricas)

Requer: Proposigao 7.24 (Sequéncias exatas curtas), Exemplo 2.35 (A projegao sobre as matrizes simétri-
cas)

' . A=l(A+AY

E uma sequéncia exata curta: 0 — A < M,x,(R) ——— Sim — 0 (Exem-
plo 2.35 (A projecdo sobre as matrizes simétricas)).

ex-curtas-d

Nota 7.29 (O teorema do niticleo e da imagem em seis roupas)

Requer: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Proposigdo 5.25 (Dimensao do anulador),
Teorema 5.33 (Os quatro subespacos de uma transformagdo linear), Teorema 5.48 (Teorema do isomor-
fismo: V/N(T) = Im(T)), Teorema 6.22 (V = S @ S*), Proposicio 6.37 (Ntcleo e imagem da adjunta),
Proposigao 7.24 (Sequéncias exatas curtas)
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V/N(T) 2 Im(T)

teorema do niticleo
e da imagem

no dual com produto interno

posto linhas = colunas

[dimlm T* = dimIm T] [V =N(T) @ Im(T*)]

0—-U—V —W — 0exata
= dimV =dimU + dim W

Seis enunciados que sdo o mesmo teorema (Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da im-
agem)). A esquerda, o teorema lido no dual (Proposicio 5.25 (Dimensdo do anulador),
Teorema 5.33 (Os quatro subespacos de uma transformagdo linear)); a direita, com pro-

duto interno (Teorema 6.22 (V = S @ S*), Proposicdo 6.37 (Ntcleo e imagem da ad-
junta)); em cima, sem escolha nenhuma, pelo quociente (Teorema 5.48 (Teorema do iso-
morfismo: V/ N(T) = Im(T))); embaixo, na linguagem das sequéncias exatas (Proposicao 7.24
(Sequéncias exatas curtas)).

Veja também: Nota 3.40 (O teorema do nticleo e da imagem em quatro roupas), Nota 6.42 (Diciondrio:
subespacos, dual e produto interno)

nota-seis-roupas

Exercicio 7.30 (Numa sequéncia exata curta, V = U x W?)

Requer: Proposigao 7.24 (Sequéncias exatas curtas), Defini¢ao 2.90 (Produto cartesiano de espacos ve-
toriais)

A demonstracdo exige: Proposicdo 2.91 (Dimensao do produto; soma direta interna e externa), Corolario 2.95
(Isomorfos se e somente se tém a mesma dimens&o)

Verdadeiro ou falso? Se0 - U — V — W — Qéexata, entdo V = U x W.

Resolucdo

Verdadeira. Pela Proposicao 7.24 (Sequéncias exatas curtas), dimV = dimU +dimW =
dim(U x W) (Proposicdo 2.91 (Dimensao do produto; soma direta interna e externa)); espagos de
mesma dimenséo finita sdo isomorfos.

exerc-exata-curta-e-produto

Definic¢ao 7.31 (Cohomologia de um complexo)

Requer: Definicdo 7.23 (Complexos e sequéncias exatas), Defini¢do 5.39 (Classes médulo um sube-
spaco; o conjunto V/S)

Num complexo, a cohomologia em V; é H' = N(f;)/Im(f;_1). O complexo é exato
em V; se e somente se H' = {0}.

Usado em: Teorema 7.32 (Caracteristica de Euler de um complexo)
def-coh
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Teorema 7.32 (Caracteristica de Euler de um complexo)
Requer: Definicao 7.31 (Cohomologia de um complexo), Definigao 2.75 (Dimensao)

A demonstracdo exige: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Proposigdo 5.42 (Dimensao
do quociente: dimV /S = dim V — dim S)

Seja 0 — Vy L Vi B, = Vi — 0 um complexo de espagos de dimensdo finita. Entdo
Y (-1)'dimV; = ) (—~1)'dim H'.
i=0 i=0

Em particular, se o complexo é exato, ¥_;(—1)' dim V; = 0.

o 1 r2

Y N NN
w ) e | e | [ ]

Vo Wi V) V3

verde: imagem da seta que chega cinza: H' azul: o que a seta seguinte leva injetivamente adiante

Cada V; se parte em trés pedagos de dimensoes r;_1, dim H' e r;. O pedago azul de V; tem a mesma dimensdo
que o verde de Vi 1; na soma alternada eles entram com sinais opostos e se cancelam, e s6 sobram os cinzas. Num
complexo exato ndo hd cinza.

Demonstracdo

Ponha r; = dimIm(f;), com r_; = r, = 0. Pelo Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da
imagem), dim V; = dim N(f;) + r;; e pela Proposicao 5.42 (Dimensao do quociente: dim V'/S =
dimV — dim S), dim N(f;) = r;_1 + dim H'. Logo

dim V; = rj_1 + dim H' + r;.

Na soma alternada, cada r; aparece duas vezes, com sinais (—1) e (—1)"*1, e se cancela.
O nome vem da férmula de Euler para poliedros, V — A + F = 2.

Usado em: Exercicio 7.33 (Soma alternada das dimensdes nula implica exatidao?)

thm-caracteristica-de-euler

Exercicio 7.33 (Soma alternada das dimensdes nula implica exatidao?)

Requer: Teorema 7.32 (Caracteristica de Euler de um complexo)

Verdadeiro ou falso? Se0 — Vo — - - - — Vj, — 0éum complexo com Y ;(—1)' dim V; =
0, entdo ele é exato.

Resolucdo

Falsa. O complexo 0 — R % R — 0tem1—1 = 0 e ndo é exato: a seta do meio nao ¢
injetora (H? = R) nem sobrejetora (H' = R). O Teorema 7.32 (Caracteristica de Euler de um

complexo) s6 diz que a soma alternada dos dim H' é zero,e 1 — 1 = 0.

exerc-soma-alternada-nula-e-exatidao
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Proposicdo 7.34 (O complexo da contra¢io em R3 é exato)
Requer: Proposi¢do 7.22 (1, 0 1y = 0: a contragdo forma um complexo), Exemplo 7.14 (Altz(IR3) eo
produto vetorial), Defini¢ao 7.23 (Complexos e sequéncias exatas)

A demonstracdo exige: Teorema 2.92 (Teorema do ntcleo e da imagem), Teorema 6.22 (V = S @ )

A contragdo por v forma um complexo (Proposi¢ao 7.22 (1, 0 1, = 0: a contragdo
forma um complexo)). Em R3, com as identificagdes do Exemplo 7.14 (Alt2(lR3) eo
produto vetorial), ele é

0 R a— av R3 w»—>w><v> R3 w'—>(v/w>\ R — 0.

Se v # 0, esse complexo é exato. Isto é: w x v =0 <= w € [v];e (v,w) =0 <= w =
u X v para algum u.
A caracteristica de Euler (Teorema 7.32 (Caracteristica de Euler de um complexo)) con-
fere: 1-3+3—1=0.Eocason =3de Yy (—1)k}) =0.

[o] = N(- x 0)

w

N\

w X

vt =Im(- x v) = N(v,-)

O complexo da contragio em R3. O niicleo de w — w x v é a reta [v], imagem da primeira seta; a imagem dela é
o plano v, niicleo da tiltima. A exatiddo sio dois fatos conhecidos de geometria.

Demonstracdo

Complexo: (av) x v = 0e (v,w X v) = det(v w v) = 0. Exatiddo nas pontas: a — av é injetora
e w — (v, w) é sobrejetora, porque v # 0. No meio: se w ¢ [v], entdo w X v # 0, porque ||w x v||
é a drea do paralelogramo de w e v, ndo nula quando eles sdo LI. Logo N(- x v) = [v], que é a
imagem da primeira seta. Pelo Teorema 2.92 (Teorema do nticleo e da imagem), a imagem de
w — w x v tem dimensao 2; ela estd contida em v (por ser um complexo), que tem dimensao 2
e é o nicleo da tltima seta. Logo sdo iguais.

Veja também: Teorema 7.32 (Caracteristica de Euler de um complexo)

prop-contrexata
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Capitulo 8

Autovalores e diagonalizacao

Autovalores, autovetores e autoespacos

Definicdo 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco)
Requer: Definicao 1.58 (Ntcleo e imagem)

Seja T : V — V linear. Um ntimero A € R é um autovalor de T se existe v # 0 com
Tv = Av; tal v é um autovetor associado a A. O autoespaco de A é

Vi=N(T-Al)={veV: To= Av}.

Dois pontos da definicdo. (i) O autovetor tem de ser ndo nulo — sendo todo A seria
autovalor, porque TO = AQ. (ii) O autoespago contém o zero, que ndo é autovetor: V) é
“0s autovetores e mais o zero”.

Usado em: Coroldrio 8.24 (n autovalores distintos bastam para diagonalizar), Definicao 8.26 (Multi-
plicidade algébrica e multiplicidade geométrica), Exemplo 8.7 (Cisalhamento: um s6 autoespago), Exem-
plo 8.34 (Fibonacci por diagonalizacdo), Exemplo 8.39 (Ntcleo, imagem e autoespagos sdo invariantes),
Exemplo 8.40 (Uma reta é invariante quando é gerada por um autovetor), Exemplo 8.5 (Projecdo: autoval-
ores 1 e 0), Exemplo 8.4 (Reflexdo: autovalores 1 e —1), Exemplo 8.6 (Rotagdo: nenhum autovalor real),
Lema 9.2 (Auto-adjunto: autovetores de autovalores distintos sdo ortogonais), Motivagao 8.3 (Onde a flecha
ndo gira), Proposigdo 8.2 (O autoespago é um subespago; Vy = N(T)), Proposi¢do 8.46 (Operadores que
comutam), Proposigdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0), Proposi¢do 8.17 (Polindmios em
T e autovalores), Teorema 8.23 (Critério de diagonalizagao), Teorema 9.5 (Teorema espectral), Teorema 8.15
(Autovetores de autovalores distintos sao LI), Teorema 9.16 (Redugao de uma forma quadrética a soma de
quadrados)

Veja também: Nota 3.18 (Quando a matriz de um operador é diagonal)

def-auto

Proposi¢io 8.2 (O autoespago é um subespago; Vp = N(T))

Requer: Definicdo 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco), Exemplo 2.6 (Ntcleo e imagem sdo sube-
spagos)

A demonstragéo exige: Proposigdo 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0})

V) é subespago, e A é autovalor se e somente se V) # {0}. O miimero 0 é autovalor se e
somente se T nio é injetor, e Vo = N(T).

Demonstracdo

V) é o nticleo de um operador linear. O resto é a definigdo.

prop-autoesp
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Motivacao 8.3 (Onde a flecha nao gira)

Requer: Defini¢ao 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago)

Seja A = (% %) (Exemplo 8.12 (Autovalores e autoespacgos de uma matriz 2 x 2)).

Vs

2 1
! / / / A= (1 2>
/ em cada v do circulo, a flecha

|t aponta na direciio de Av;
I s6 nas retas coloridas ela

e
“/// J S aponta na diregio de v

N

2

Em cada ponto v do circulo, a flecha azul é um madltiplo de Av desenhado a partir de
v. Em geral ela ndo aponta para fora do circulo na direcdo de v: Av girou. Na diagonal
(verde), Av = 30, e a flecha é radial e longa; na antidiagonal (laranja), Av = v, e a flecha
é radial e curta. Essas sdo as duas dire¢des proprias, e numa base formada por elas a
matriz fica diag(3,1).

Desenhando as flechas, acham-se as duas retas antes de qualquer conta; o polindmio
caracteristico (Defini¢do 8.10 (Polindmio caracteristico)) confirma.

Veja também: Exemplo 8.12 (Autovalores e autoespacos de uma matriz 2 x 2), Nota 3.18 (Quando a
matriz de um operador é diagonal), Definicao 8.10 (Polinémio caracteristico)

mot-direcoes-proprias

Exemplo 8.4 (Reflexdao: autovalores 1 e —1)

Requer: Definicdo 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco)

Reflexiio numa reta ¢ pela origem: £ é o autoespago de 1, e a perpendicular ¢+ é o de
—1.
Usado em: Nota 8.8 (Quatro operadores de IR? e 0s seus autoespagos)

Veja também: Nota 8.8 (Quatro operadores de R2 e os seus autoespacos)

ex-reflexao

Exemplo 8.5 (Projecao: autovalores 1 e 0)

Requer: Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago), Proposigdo 2.33 (As projegdes de uma
soma direta)

Projecio sobre ¢ ao longo de outra reta m (Proposigdo 2.33 (As proje¢des de uma soma
direta)): autovalores 1 (em /) e 0 (em m).
Usado em: Nota 8.8 (Quatro operadores de IR? e os seus autoespagos)

Veja também: Nota 8.8 (Quatro operadores de IR? e 0s seus autoespacos)

ex-projecao
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Exemplo 8.6 (Rotacdo: nenhum autovalor real)

Requer: Definicao 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago), Exemplo 1.44 (Rotagao e projegdo em R?)

Rotagdo de angulo 6 € (0, 77): nenhuma reta é levada nela mesma; nenhum autovalor
real.

Usado em: Exemplo 8.48 (Comutar ndo basta para ter um autovetor real comum), Motivacao 8.37
(Quando nao da para diagonalizar), Nota 8.8 (Quatro operadores de R? e 0s seus autoespacos)

Veja também: Nota 8.8 (Quatro operadores de IR? e os seus autoespagos)

ex-rotacao

Exemplo 8.7 (Cisalhamento: um sé autoespaco)

Requer: Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco)

Cisalhamento T (x,y) = (x +y,y): o eixo x é fixo (A = 1), e nenhuma outra direcéo é
preservada. Um s6 autoespago, de dimensao 1.

Usado em: Motivacdo 8.37 (Quando nao dé para diagonalizar), Nota 8.8 (Quatro operadores de R2 e
0s seus autoespacos)

Veja também: Nota 8.8 (Quatro operadores de R2 e os seus autoespacos)

ex-cisalhamento

Nota 8.8 (Quatro operadores de IR? e 0s seus autoespacos)

Requer: Exemplo 8.4 (Reflexdo: autovalores 1 e —1), Exemplo 8.5 (Projecdo: autovalores 1 e 0), Exem-
plo 8.6 (Rotacao: nenhum autovalor real), Exemplo 8.7 (Cisalhamento: um sé autoespago)

reflexdao: +1 projecdo: 1e 0 rotagdo: nenhum cisalhamento: s6 1

O quadrado unitdrio (cinza) e sua imagem (azul) por quatro operadores de R?, com os autoespagos em cor. A
reflexdo e a projeciio tém duas retas invariantes e sio diagonalizdveis; a rotacdo nio tem nenhuma; o cisalhamento tem
uma so.

Veja também: Definicdo 8.22 (Operador diagonalizavel)

nota-quatro-operadores-do-plano

Proposicdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0)

Requer: Definicdo 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago), Defini¢do 4.23 (Determinante de um oper-
ador)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 1.60 (T é injetora se e somente se N(T) = {0}), Corolério 2.93
(Em dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora), Proposicao 4.24 (T é isomorfismo se e somente se
detT # 0)

Seja dim V = n. Entdo A é autovalor de T se e somente se det(T — AI) = 0.

Demonstracdo

A é autovalor <= T — Al ndo é injetor <= T — Al ndo é invertivel (Corolario 2.93 (Em
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dimensdes iguais, injetora equivale a sobrejetora)) <= det(T — AI) = 0 (Proposicao 4.24 (T é
isomorfismo se e somente se det T # 0)).

Usado em: Exemplo 8.12 (Autovalores e autoespagos de uma matriz 2 x 2), Exemplo 8.13 (Autovalores
e autoespacos de uma matriz 3 x 3), Exemplo 8.20 (Dois operadores que derivam: D e x D), Teorema 9.5
(Teorema espectral) (dem.), Teorema 8.54 (Triangularizagdo) (dem.)

prop-det

Definicao 8.10 (Polindmio caracteristico)

Requer: Definicao 4.23 (Determinante de um operador)

O polindmio caracteristico de T é pr(A) = det(T — AI). Para uma matriz A, pa(A) =
det(A — AI).

Usado em: Corolario 8.51 (Todo operador real tem um invariante de dimensao 1 ou 2), Defini¢ao 8.26
(Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica), Exemplo 8.12 (Autovalores e autoespagos de uma
matriz 2 x 2), Exemplo 8.13 (Autovalores e autoespagos de uma matriz 3 x 3), Exemplo 8.49 (Rotagdo com
dilatacdo: a matriz de a + ib), Exemplo 8.56 (Cayley—-Hamilton para matrizes 2 x 2), Exemplo 8.20 (Dois
operadores que derivam: D e x D), Exemplo 8.21 (A rota¢do ndo tem autovalor real), Lema 9.1 (As raizes
de p 4 sdo reais quando A é simétrica), Nota 8.53 (Escalares complexos), Proposi¢do 8.43 (Subespaco invari-
ante: matriz em blocos e fatoracdo de pr), Proposicao 8.11 (O polindmio caracteristico: grau, trago e deter-
minante), Teorema 8.57 (Teorema de Cayley-Hamilton), Teorema 8.62 (Polindmio minimo), Teorema 8.54
(Triangularizagdo)

Veja também: Proposi¢do 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0)

def-pcar

Proposicao 8.11 (O polinémio caracteristico: grau, traco e determinante)

Requer: Defini¢do 8.10 (Polindmio caracteristico)

pt ndo depende da base usada para calculd-lo, e é um polindmio de grau n:
pr(A) = (—=1)"A" + (=1)" H(tr T)A" 1 + ... 4 detT.

Paran =2: ps(A) = A2 — (tr A)A + det A.

Demonstracdo

Se A’ = P~1AP, entdo A’ — Al = P~1(A — AI)P, e o determinante ¢ 0 mesmo (Corolario 4.22
(Determinante da inversa e de uma conjugada)). Pela férmula de Leibniz (Teorema 4.6 (Existéncia
do determinante: a férmula de Leibniz)), det(A — AI) é uma soma de produtos de n entradas,
uma de cada linha e coluna; cada entrada é constante ou da forma a;; — A. O tnico produto com
grau > n — 1 em A é o da diagonal, [];(a;; — A), porque um produto que use uma entrada fora da
diagonal deixa de usar pelo menos duas entradas diagonais. Expandindo, os coeficientes de A"
e A" 1sio (—1)" e (—1)""1 ¥ ;a;. O termo constante é pr(0) = det T.

Usado em: Exemplo 9.8 (Diagonalizagdo ortogonal com um autovalor duplo)

prop-pcar

Exemplo 8.12 (Autovalores e autoespacos de uma matriz 2 x 2)

Requer: Proposigdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0), Defini¢do 8.10 (Polindmio
caracteristico)

Para A= (21): pa(A) =A? =41 +3=(A—-1)(A - 3).
e A=3xA-3I= (1), vs=[(11)].
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s A=1A-1=(1}),v1=1[(@1-1)].
Sao as duas retas da figura da Motivagao 8.3 (Onde a flecha néo gira).

Usado em: Exemplo 8.33 (Poténcias, inversa e raizes quadradas por diagonaliza¢do), Nota 8.25 (Um
operador diagonalizavel estica cada eixo préprio), Nota 8.14 (Autovalores reais sdo as raizes reais de pr)

Veja também: Motivagdo 8.3 (Onde a flecha néo gira)

ex-2x2

Exemplo 8.13 (Autovalores e autoespacos de uma matriz 3 x 3)

Requer: Proposicdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0), Defini¢do 8.10 (Polindmio
caracteristico), Teorema 4.20 (Desenvolvimento de Laplace)

Para
1 2 0 1-1 5
A=10 3 0], det(A—AI) = (2—A) det =(1-21)2-2)(3-41),
5 4 D 0 3—A

desenvolvendo pela terceira coluna. Os autoespagos, resolvendo (A — AI)X = 0:
Vi =1[(1,0,-2)], V2 =[(0,0,1)], Vs =1[(1,1,-2)].

Confiraum: A(1,1,-2) = (3,3, —6).
O determinante sai com uma expansdo s6, porque a terceira coluna tem um tnico termo
ndo nulo; em geral, o trabalho de calcular p4 é achar a expansdo que fatora. Os trés
autovetores sdo LI (Teorema 8.15 (Autovetores de autovalores distintos sao LI)), logo
formam uma base, e nela a matriz é diag(1,2,3) (Defini¢do 8.22 (Operador diagonal-
izavel)).

Veja também: Teorema 8.15 (Autovetores de autovalores distintos sao LI), Definigao 8.22 (Operador
diagonalizavel)

ex-3x3

Nota 8.14 (Autovalores reais sio as raizes reais de pr)

Requer: Exemplo 8.12 (Autovalores e autoespacos de uma matriz 2 x 2)

—

~_"

A2 — 4A + 3: dois autovalores rotagao de 45°: nenhum

Os autovalores reais sdo as raizes reais de pr. A esquerda, o polindmio do Exem-
plo 8.12 (Autovalores e autoespacos de uma matriz 2 x 2). A direita, o da rotagdo de
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45°, \% — V2A + 1, que ndo corta o eixo: suas raizes sdo complexas (Teorema 8.50 (Uma
raiz complexa de p4 d4 um plano invariante)).

Veja também: Exemplo 8.21 (A rotagdo nado tem autovalor real), Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de
p4 déd um plano invariante)

nota-raizes-do-polinomio-caracteristico

Teorema 8.15 (Autovetores de autovalores distintos sdo LI)

Requer: Definicdo 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco), Defini¢do 2.44 (Independéncia e dependén-
cia linear)

Se v1,...,v, sdo autovetores de T associados a autovalores distintos Ay, ..., A, entdo
v1,...,0 sdo LL

Demonstracdo

Indugdo em k; para k = 1, v; # 0. Suponha o resultado para k — 1 e seja
a1 + - -+ au = 0. (*)
Aplique T — AgI: como (T — Agl)v; = (A — Ag)v;,
a1 (A1 = Aoy + -+ d1 (A1 — A)ok—1 = 0.

Pela hipétese de indugdo, a;(A; — Ag) = 0 parai < k, e como A; # Ay, a; = 0. Entdo () vira
a v =0,ea, =0.
A ideia: aplicar T — Axl mata o dltimo termo e multiplica os outros por ntiimeros nao
nulos. E um polindmio em T usado como ferramenta (Proposigao 8.17 (Polindmios em
T e autovalores)).

Usado em: Corolario 8.16 (No méximo 1 autovalores; a soma dos autoespacos é direta)

Veja também: Proposigao 8.17 (Polindmios em T e autovalores)

thm-1i

Corolario 8.16 (No maximo » autovalores; a soma dos autoespacos é direta)
Requer: Teorema 8.15 (Autovetores de autovalores distintos sdo LI), Defini¢do 2.75 (Dimens&o)

A demonstracdo exige: Lema 2.53 (Lema da troca), Nota 2.32 (Soma direta de trés ou mais subespacos)

Um operador em dimensédo 7 tem no médximo n autovalores distintos, e a soma V), +
-+ V), dos autoespagos é direta.

Demonstracdo

A primeira afirmacéo é o teorema com o lema da troca (Lema 2.53 (Lema da troca)). Para a
segunda, se wy + - - - + wy = 0 com w; € V), 0s w; ndo nulos seriam autovetores de autovalores
distintos com soma zero, contra o teorema; logo todos sdo nulos, que é a forma (c) da soma
direta (Proposigao 2.25 (Caracterizacdes da soma direta) e Nota 2.32 (Soma direta de trés ou mais
subespacos)).

Usado em: Teorema 8.23 (Critério de diagonalizacao) (dem.)

cor-n
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Proposicao 8.17 (Polinomios em T e autovalores)

Requer: Defini¢ao 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago)

Para p(t) = ap +ait + - - - + ayt™, escreva p(T) = apl + ;1T + - - - + a, T™.
Se Tv = Av, entdo p(T)v = p(A)v. Em particular, se p(T) = 0, todo autovalor de T é
raiz de p.

Demonstracdo

Tiv = Mo por indugéo, e soma-se. Se p(T) = 0 e v # 0 é autovetor de A, entdao 0 = p(A)v,
logo p(A) = 0.

Usado em: Corolério 8.18 (Autovalores de operadores nilpotentes, idempotentes e involugoes), Teo-
rema 8.57 (Teorema de Cayley-Hamilton), Teorema 8.62 (Polindmio minimo)

prop-poli

Corolario 8.18 (Autovalores de operadores nilpotentes, idempotentes e involucdes)

Requer: Proposigao 8.17 (Polindmios em T e autovalores)

(a) Nilpotente (T* = 0): o inico autovalor possivel é 0.
(b) Idempotente (T> = T): autovalores em {0, 1}.

(c) Involugdo (T? = 1): autovalores em {—1,1}.

O corolério restringe os autovalores possiveis; ndo garante que existam. A reciproca

de (a) vale em dimens&o finita e falha para a derivada em P(R); a demonstracdao em

dimensao finita usa Cayley—-Hamilton (Teorema 8.57 (Teorema de Cayley—Hamilton)).
Usado em: Exemplo 8.19 (Os autoespagos da transposicao)

Veja também: Teorema 8.57 (Teorema de Cayley—Hamilton), Proposicdo 2.36 (Operadores idempo-
tentes sdo projegdes)

cor-tipos

Exemplo 8.19 (Os autoespacos da transposi¢ao)

Requer: Corolario 8.18 (Autovalores de operadores nilpotentes, idempotentes e involugdes), Exem-
plo 2.28 (M % (R) = Sim @&.A), Exemplo 2.77 (Dimensao das matrizes simétricas e das antissimétricas)

Seja @ : Mysn(R) — Myuxn(R), ®(A) = AL. Como ®* = I, os autovalores es-
tdo em {1, —1} (Coroldrio 8.18 (Autovalores de operadores nilpotentes, idempotentes e
involucodes)). E os dois ocorrem:

Vi={A:A'=A}=Sim, V, ={A:A'=-A}=A

Como M x»(R) = Sim @A (Exemplo 2.28 (M, (R) = Sim ©.A)), existe uma base de
autovetores de ®: junte uma base de Sim e uma de A. Nela,

®| = diag(1,...,1,-1,...,-1),
(©] = diag(L,..., 1 )

-
n(n+1)/2  n(n-1)/2
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e dai, sem conta, tr® = n e det® = (—1)"("~1/2 _ ¢ valor obtido com esforco no
Exemplo 4.30 (O determinante da transposicao).

A decomposicdo em parte simétrica e antissimétrica ¢ a diagonalizacdo de ®. O mesmo
vale para fungdes pares e impares: sdo os autoespagos de f(x) — f(—x) (Nota 2.30
(Simétrica e antissimétrica, par e impar: a mesma conta)).

Veja também: Exemplo 4.30 (O determinante da transposi¢ao), Nota 2.30 (Simétrica e antissimétrica,
par e impar: a mesma conta)

ex-transposicao-autovalores

Exemplo 8.20 (Dois operadores que derivam: D e x D)

Requer: Proposicdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0), Defini¢do 8.10 (Polindmio
caracteristico), Exemplo 3.4 (A matriz da derivada em duas bases), Proposi¢ao 4.12 (Determinante de uma
matriz triangular)

Em P3(RR), na base (1, x, x%, x°):

e D(p) = p' tem matriz triangular com diagonal nula (Exemplo 3.4 (A matriz da
derivada em duas bases)), logo pp(A) = A%; 0 tnico autovalor é 0, com Vy = N(D) =
constantes, de dimensao 1. Nao ha base de autovetores. (Coerente: D* = 0.)

e M(p) = xp'(x) satisfaz M(x¥) = kx*: a propria base é de autovetores, com autoval-
ores 0,1,2,3, e [M] = diag(0,1,2,3).
Os dois operadores “derivam”; um tem uma base de autovetores e o outro, nenhuma.

ex-derivada-matriz-nilpotente

Exemplo 8.21 (A rotac¢do ndo tem autovalor real)
Requer: Definicdo 8.10 (Polindmio caracteristico), Exemplo 3.11 (Rotagdes e as férmulas de adi¢ao)

A rotagdo. p(A) = A% —2cosOA + 1, de discriminante 4cos?6 —4 < 0 para 6 ¢
nZ. Nenhum autovalor real: é o fendmeno da figura da Nota 8.14 (Autovalores reais
sdo as raizes reais de pr); veja o Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p4 dd um plano
invariante).

Veja também: Nota 8.14 (Autovalores reais sdo as raizes reais de pr), Teorema 8.50 (Uma raiz com-
plexa de p4 dad um plano invariante)

ex-rotacao-sem-autovalor-real

Diagonalizacao

Definicao 8.22 (Operador diagonalizavel)

Requer: Defini¢do 3.2 (Matriz de uma transformagao linear)

T : V — V é diagonalizavel se existe uma base B de V com [T|z diagonal. Uma
matriz A é diagonalizavel se existem P invertivel e D diagonal com A = PDP~! (isto
é, se T4 é diagonalizdvel; Corolério 3.16 (Matrizes semelhantes representam o mesmo
operador)).

Usado em: Coroldrio 8.24 (n autovalores distintos bastam para diagonalizar), Corolario 8.28 (Diago-
nalizével: raizes reais e mg = ma), Exemplo 8.44 (Os subespagos invariantes de quatro operadores de R?),
Exercicio 8.67 (Todo operador idempotente é diagonalizavel?), Exercicio 8.68 (Se T? é diagonalizavel, entdo
T é diagonalizével?), Proposigao 8.46 (Operadores que comutam), Proposicao 8.32 (Poténcias de uma matriz
diagonalizével), Teorema 8.23 (Critério de diagonalizagao), Teorema 8.65 (Diagonalizavel se e somente se
mr tem raizes reais simples)
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Veja também: Nota 3.18 (Quando a matriz de um operador é diagonal), Corolério 3.16 (Matrizes
semelhantes representam o mesmo operador)

def-diag

Teorema 8.23 (Critério de diagonalizacao)

Requer: Definicdo 8.22 (Operador diagonalizavel), Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago),
Defini¢ao 2.24 (Soma direta)

A demonstracdo exige: Nota 3.18 (Quando a matriz de um operador é diagonal), Corolério 8.16 (No
maximo 7 autovalores; a soma dos autoespagos é direta), Coroldrio 2.82 (Dimensdo de um subespaco),
Corolario 2.86 (A soma é direta quando as dimensdes se somam)

Sejam Ay, ..., Ak 0s autovalores distintos de T, com dim V' = n. Sdo equivalentes:
(a) T é diagonalizdvel;
(b) V tem uma base formada por autovetores de T;
Q@QV=V,& DV,
(d) dim V), +---+dimV, =n.

Demonstracdo

(@) <= (b): [T]p = diag(cy, ..., cn) significa T(v;) = c;v; para cada j (Nota 3.18 (Quando a
matriz de um operador € diagonal)), isto &, cada v; é autovetor.

(b)=(d): cada vetor da base estd em algum V) , e os que estdo em V). sdo LI; logo dim V). >
ntimero deles, e somando, }; dim V), > n. A soma dos autoespacos ¢é direta (Corolario 8.16 (No
méximo 1 autovalores; a soma dos autoespacos ¢ direta)), logo tem dimenséo } ; dim V), < n.

(d)=(c): asoma é direta, e sua dimens&o é n; um subespago de dimensédo n é V (Corolario 2.82
(Dimensao de um subespaco)).

(c)=-(b): junte bases dos V), ; numa soma direta, a juncdo de bases ¢ base (Corolario 2.86 (A
soma ¢é direta quando as dimensdes se somam)).

Usado em: Motivacado 8.37 (Quando ndo da para diagonalizar), Nota 8.25 (Um operador diagonal-
izavel estica cada eixo proprio), Corolario 8.24 (n autovalores distintos bastam para diagonalizar) (dem.),
Corolario 8.28 (Diagonalizavel: raizes reais e mg = ma) (dem.), Proposicdo 8.46 (Operadores que comu-
tam) (dem.), Teorema 8.65 (Diagonalizavel se e somente se m tem raizes reais simples) (dem.)

thm-crit

Corolario 8.24 (n autovalores distintos bastam para diagonalizar)
Requer: Definicao 8.22 (Operador diagonalizavel), Definigao 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco)

A demonstracdo exige: Teorema 8.23 (Critério de diagonalizacao)

Se T tem n autovalores distintos, T é diagonalizdvel. A reciproca é falsa.

Demonstracdo

Cada dim V), > 1, e hd n deles: a soma é > n, logo = n. Para a reciproca: a identidade ¢é
diagonal e tem um s6 autovalor.

cor-distintos
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Nota 8.25 (Um operador diagonalizavel estica cada eixo préprio)

Requer: Teorema 8.23 (Critério de diagonaliza¢do), Exemplo 8.12 (Autovalores e autoespagos de uma
matriz 2 x 2)

R? e o circulo W 5 4 5 2 q
“\4 5/ 71 2

Um operador diagonalizavel estica (ou encolhe) cada eixo préprio por um fator, inde-
pendentemente dos outros. O circulo vira uma elipse com o0s eixos nas dire¢des dos
autovetores. O desenho é o de B = (% %) (fatores 3 e 1, Exemplo 8.12 (Autovalores e
autoespacos de uma matriz 2 x 2)); A = B? tem 0s mesmos eixos e fatores 9 e 1 (Exem-
plo 8.33 (Poténcias, inversa e raizes quadradas por diagonaliza¢do)).

E o que da sentido a palavra “diagonal”: nas coordenadas dadas pelos dois eixos colori-
dos, A multiplica a primeira coordenada por 9 e a segunda por 1, sem misturar.

Veja também: Exemplo 8.33 (Poténcias, inversa e raizes quadradas por diagonalizagdo)

nota-eixos-proprios

Definicao 8.26 (Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica)

Requer: Definicdo 8.10 (Polindmio caracteristico), Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco)

Seja A autovalor de T. A multiplicidade algébrica ma(Ay) é a multiplicidade de A
como raiz de pr; a multiplicidade geométrica mg(Ag) é dim V).

Usado em: Corolario 8.28 (Diagonalizdvel: raizes reais e mg = ma), Exemplo 9.8 (Diagonalizacao
ortogonal com um autovalor duplo), Exercicio 8.36 (Autoespago de dimensao 1 implica multiplicidade al-
gébrica 1?), Exercicio 8.35 (Multiplicidade algébrica 1 implica autoespaco de dimenséao 1?), Proposicao 8.27
(1 <mg < ma)

def-mult

Proposic¢ao 8.27 (1 < mg < ma)
Requer: Definicao 8.26 (Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica)

A demonstracdo exige: Teorema 2.79 (Teorema do completamento), Proposicdo 5.56 (Operador in-
duzido no quociente e matriz em blocos), Proposi¢do 4.28 (Determinante de uma matriz triangular por
blocos)

1 <mg(Ag) < ma(Ap).

Demonstracdo

mg > 1 porque Ag é autovalor. Seja ¢ = dim V), e complete uma base de V), a uma base B de
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V. Como V), é invariante e T age nele como A¢I, a matriz é triangular por blocos (Proposicao 5.56
(Operador induzido no quociente e matriz em blocos)):

= ("8 &), pr) = o= pe(h),

pelo determinante de matriz triangular por blocos (Proposicao 4.28 (Determinante de uma matriz
triangular por blocos)). Logo (A — Ag)$ divide pr, e ma > g.

base de V),
- —
Aol *
pr(A) = (Ao = A)E pc(A)
Ao pode ainda ser raiz de pc:
0 c é af que ma passa de mg

Por que mg < ma. Numa base que comega pelo autoespago, o bloco verde contribui (Ag — A)8 ao polindémio
caracteristico. O bloco azul pode contribuir mais fatores (Ag — A) — no exemplo (1), C = (1) contribui um.

Usado em: Corolario 8.28 (Diagonalizavel: raizes reais e mg = ma) (dem.), Exercicio 8.35 (Multiplici-
dade algébrica 1 implica autoespago de dimensao 1?) (dem.)
prop-mult

Coroldrio 8.28 (Diagonalizavel: raizes reais e mg = ma)

Requer: Definicdo 8.22 (Operador diagonalizdvel), Defini¢do 8.26 (Multiplicidade algébrica e multi-
plicidade geométrica)

A demonstracdo exige: Teorema 8.23 (Critério de diagonalizagao), Proposi¢do 8.27 (1 < mg < ma)

T é diagonalizével se e somente se pr se fatora em fatores lineares reais e mg(A;) =
ma(A;) para todo autovalor.

Demonstracdo

Se pr = £[;{(A — A)™, entdo };m; = n, e y,;dimV, < },;m; = n com igualdade se e
somente se cada dim V), = m;. Se pr ndo se fatora sobre IR, }_; m; < n e o Teorema 8.23 (Critério
de diagonalizac¢do)(d) falha.

Usado em: Exemplo 8.29 (Uma matriz 2 x 2 que ndo é diagonalizdvel), Exemplo 8.30 (Uma matriz
3 x 3 diagonalizavel com autovalor duplo), Exemplo 8.31 (Raizes reais, mas ndo diagonalizavel)

cor-multdiag

Exemplo 8.29 (Uma matriz 2 x 2 que ndo é diagonalizavel)

Requer: Corolario 8.28 (Diagonalizavel: raizes reais e mg = ma)

J=({1):pp=010-2)% ma(l) =2,mas ] —I = (J}) tem nacleo [e;]: mg(1) = 1.
Néo é diagonalizivel. (Se fosse, seria PI P~! = [.)

Usado em: Exercicio 8.36 (Autoespago de dimensao 1 implica multiplicidade algébrica 1?) (dem.)

Veja também: Exemplo 8.7 (Cisalhamento: um s6 autoespago)

ex-mult-a
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Exemplo 8.30 (Uma matriz 3 x 3 diagonalizavel com autovalor duplo)

Requer: Coroldrio 8.28 (Diagonalizavel: raizes reais e mg = ma), Definicao 3.23 (Posto de uma matriz)

4 01
A= (2 3 2|:desenvolvendo pelasegunda coluna, py = (3—A)((4—A)*—1) =
1 0 4

(3—A)%(5—A). ParaA =3, A—3] =
com V3 =[(0,1,0),(—1,0,1)];e V5 = [(1,2,

ex-mult-b

S
_N =
—ocoo

%) tem posto 1, logo mg(3) = 2 = ma(3),
)]. Diagonalizdvel.

Exemplo 8.31 (Raizes reais, mas nao diagonalizavel)

Requer: Coroldrio 8.28 (Diagonalizavel: raizes reais e mg = ma), Definicao 3.23 (Posto de uma matriz)

3 -1 1 111
A'=1[2 0 1):par=2-2)?*(1-A), mas A’ —2] = (2—21> tem posto 2,
1 -1 2 1-10
logo mg(2) =1 < 2. Nio ¢ diagonalizivel, embora p 4/ tenha todas as raizes reais.
ex-mult-c

Proposicao 8.32 (Poténcias de uma matriz diagonalizavel)
Requer: Definicao 8.22 (Operador diagonalizavel)

Se A = PDP~! com D = diag(Ay,...,Ay), entio AF = PDFP~1 para todo k > 0, e
Df = diag(Ak, ..., )\ﬁ) Se todos 0s A; # 0, isso vale também para k < 0.

AF (dificil)
Ri’l > Ri’l
P~ coordenadas préprias P: de volta
Rn > Rn

D (ficil: A¥)

O desvio do Teorema 3.14 (Mudanca de base de um operador: [T|g g = P~'[T|ppP), agora com propésito: para
calcular AX, passe as coordenadas em que A é diagonal, eleve n niimeros a poténcia k, e volte.

Demonstracdo

Temos A2 = PDP~'PDP~! = PD?P~1, e o resto é indugdo. Para k = —1, basta ver que
(pDP~Y)(PD~ 1P~ =L

Usado em: Exemplo 8.33 (Poténcias, inversa e raizes quadradas por diagonalizacdo), Exemplo 8.34
(Fibonacci por diagonalizagao)

Veja também: Teorema 3.14 (Mudanca de base de um operador: [T]pp = P~![T]3pP)

prop-funcoes

Exemplo 8.33 (Poténcias, inversa e raizes quadradas por diagonalizacao)

Requer: Proposigao 8.32 (Poténcias de uma matriz diagonalizavel), Exemplo 8.12 (Autovalores e au-
toespacos de uma matriz 2 x 2)
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A=(5%):pa=(-1)2-16=(A-9)(A—1), Vs =[(1,1)], 1 = [(1,—1)]. Com

(1 1 (90 41/ 1.
P_<1 —1>' D_<o 1>’ P _2<1 —1)'

1 9100+1 9100 1
T2\910 1 910047
1
9

e ATl =pPD7 1Pl = < > _54> (confira: AA~! = I).
21 o
1 2)

Exemplo 8.12 (Autovalores e autoespacos de uma matriz 2 x 2).

¢ Uma raiz quadrada: B = Pdiag(3,1) P! = ( de fato B> = A. E a matriz do

Quantas raizes quadradas A tem? Se B> = A, entdo BA = B3 = AB, e B preserva os au-
toespagos de A (Proposicdo 8.46 (Operadores que comutam)); como eles tém dimensdo
1, B é diagonal na base P, com B = P diag(+3, +1) P~!. Sao exatamente quatro.
Na férmula de A%, o termo 9'%° domina: A é praticamente 2" (11), uma matriz de
posto 1 que projeta sobre Vy. E o fendmeno do autovalor dominante, que reaparece no
Exemplo 8.34 (Fibonacci por diagonalizagao).

Veja também: Proposigdo 8.46 (Operadores que comutam), Exemplo 8.34 (Fibonacci por diagonaliza-
30)
' ex-5445

Exemplo 8.34 (Fibonacci por diagonalizacao)

Requer: Proposigao 8.32 (Poténcias de uma matriz diagonalizavel), Definicdo 8.1 (Autovalor, autove-
tor e autoespago)

Fp=0,F =1,F, 1 =F,+ F,_1. Em forma matricial,

Fn—i—l _ Fy _ 11 Fn+l __ An 1
<Fn>_A(Pn1)' A—<1 O)’ logo <Fn =A K
pa = A?>— A —1, com raizes ¢ = 1+\[ ey = T‘[ Como A% = A + 1 para essas raizes,
os autovetores sdo (¢,1) e (1,1) (conf1ra A(A1) = (A+1,A) = A(A,1)). Escrevendo o

vetor inicial nessa base
1y 1 ) P
(0)=1(5)- ()]

porque ¢ — ¢ = /5. Aplicando A", cada autovetor se multiplica pela poténcia do seu
autovalor, e a segunda coordenada da

gDn—l/J”
F,=1—"-".
V5

Como 9| <1, 9" — 0, e F,41/F, — ¢: arazdo durea é o autovalor dominante.
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(13,8) Vory =x/9

(8,5)

()
x=Fi

(1,'0)

Os pares (F, 11, F) sio as poténcias A™(1,0). A componente na diregio de (1, 1) encolhe (fator || ~ 0,62) e a
na diregiio de (¢, 1) cresce (fator ¢ ~ 1,62): 0s pontos se alinham rapidamente com a reta Vy, cuja inclinacdo é 1/ ¢.

Por exemplo, Fjg = 55 pela férmula, com ¢'° ~ 122,99: a expressao com /5 d4 sempre
inteiros. Toda recorréncia linear de coeficientes constantes se resolve assim.
Usado em: Exemplo 8.61 (Poténcias da matriz de Fibonacci)

Veja também: Exemplo 1.24 (Sequéncias convergentes e sequéncias de Fibonacci)

ex-fib

Exercicio 8.35 (Multiplicidade algébrica 1 implica autoespaco de dimensao 1?)
Requer: Definicao 8.26 (Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica)
A demonstracdo exige: Proposi¢ao 8.27 (1 < mg < ma)

Verdadeiro ou falso? Se A é autovalor de T com multiplicidade algébrica 1, entdo dim V) =

Resolucdo
Verdadeira. Pela Proposicdo 8.27 (1 < mg < ma),1 <dimV, <1.

exerc-multiplicidade-algebrica-um

Exercicio 8.36 (Autoespacgo de dimensao 1 implica multiplicidade algébrica 1?)
Requer: Definicao 8.26 (Multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica)

A demonstracdo exige: Exemplo 8.29 (Uma matriz 2 X 2 que nao é diagonalizavel)

Verdadeiro ou falso? Se dim V), = 1, entdo A tem multiplicidade algébrica 1.

Resolucdo

Falsa. A matriz do Exemplo 8.29 (Uma matriz 2 x 2 que ndo ¢ diagonalizéavel), ] = ({1) tem
dimVy =1lep; = (1—1)2

exerc-autoespaco-de-dimensao-um

Subespacos invariantes e autovalores complexos

Motivacao 8.37 (Quando ndo da para diagonalizar)

Requer: Teorema 8.23 (Critério de diagonalizacdo), Exemplo 8.6 (Rotagdo: nenhum autovalor real),
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Exemplo 8.7 (Cisalhamento: um s6 autoespaco)

T é diagonalizavel se e somente se os autoespagos somam V (Teorema 8.23 (Critério
de diagonalizacao)). Ha dois obstaculos: a rotagdo (sem autovalores reais, Exemplo 8.6
(Rotacdao: nenhum autovalor real)) e o cisalhamento (autovalores reais, poucos autove-
tores, Exemplo 8.7 (Cisalhamento: um s6 autoespago)). Diagonalizar é o caso em que
V se parte em retas invariantes. Em geral, procura-se partir V em pedacos invariantes
(Definicao 8.38 (Subespaco invariante)) tdo pequenos quanto possivel.

Usado em: Nota 9.4 (Como a auto-adjuncado remove os dois obstaculos)

Veja também: Definicdo 8.38 (Subespaco invariante)

mot-invariantes

Definicao 8.38 (Subespaco invariante)

Requer: Definicdo 2.2 (Subespaco vetorial), Defini¢do 1.36 (Transformacao linear)

Um subespago S C V é invariante por T se T(S) C S. Nesse caso T|s : S — S é um
operador em S.

Usado em: Corolario 8.51 (Todo operador real tem um invariante de dimenséao 1 ou 2), Corolario 8.66
(Involugoes e proje¢des sdo diagonalizaveis), Exemplo 8.39 (Ntcleo, imagem e autoespagos sdo invariantes),
Exemplo 8.40 (Uma reta é invariante quando é gerada por um autovetor), Exemplo 8.41 (Intersecdo e soma
de invariantes sdo invariantes), Exemplo 8.42 (Para a derivada, cada P (R) ¢ invariante), Lema 9.3 (Auto-
adjunto: se S ¢é invariante, S+ também é), Proposigao 8.46 (Operadores que comutam), Proposicao 8.43
(Subespaco invariante: matriz em blocos e fatoracdo de pr), Proposi¢do 9.9 (Propriedades das matrizes
ortogonais), Proposicao 8.45 (Somas diretas invariantes e projegdes), Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de
p4 déd um plano invariante), Teorema 8.54 (Triangularizagao)

Veja também: Motivagao 8.37 (Quando ndo da para diagonalizar), Proposi¢do 5.56 (Operador in-
duzido no quociente e matriz em blocos)

def-inv

Exemplo 8.39 (Ntcleo, imagem e autoespacos sdo invariantes)
Requer: Defini¢do 8.38 (Subespaco invariante), Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago)

Sao invariantes por T: {0} e V; N(T) e Im(T); cada autoespago V) (se Tv = Av, entdo
T(Tv) = ATv).

ex-inv-a

Exemplo 8.40 (Uma reta é invariante quando é gerada por um autovetor)

Requer: Definicdo 8.38 (Subespaco invariante), Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago)

Uma reta [v] é invariante se e somente se v é autovetor.

Usado em: Exemplo 8.44 (Os subespacos invariantes de quatro operadores de IR?), Teorema 8.50 (Uma
raiz complexa de p4 da um plano invariante) (dem.)

ex-inv-b

Exemplo 8.41 (Intersecdo e soma de invariantes sdo invariantes)
Requer: Defini¢do 8.38 (Subespaco invariante), Defini¢do 2.19 (Soma de subespagos)

Se 51, S, sdo invariantes, S1 N Sy e S1 + S, também sdo.

ex-inv-c
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Exemplo 8.42 (Para a derivada, cada Py (IR) é invariante)
Requer: Definicao 8.38 (Subespaco invariante), Exemplo 1.39 (A derivada é linear)

Para a derivada em P, (R), cada Pr(R), k < n, é invariante.

ex-inv-d

Proposicao 8.43 (Subespaco invariante: matriz em blocos e fatoracao de pr)

Requer: Definicdo 8.38 (Subespago invariante), Defini¢ao 8.10 (Polindmio caracteristico), Proposi¢ao 5.56
(Operador induzido no quociente e matriz em blocos)

A demonstracdo exige: Proposigdo 4.28 (Determinante de uma matriz triangular por blocos)

Seja S invariante, Bg base de S completada a uma base B de V. Entdo

[T]p = <[T|S]BS [%> e  pr=prsPr

Para conhecer os autovalores de T basta conhecer os de T|s e os de T, que vivem em
espagos menores. E o motor das demonstracdes por indugdo na dimensdo: a triangu-
larizagdo (Teorema 8.54 (Triangularizagdo)) e o teorema espectral (Teorema 9.5 (Teorema
espectral)).

Demonstracdo

A forma da matriz é a Proposicao 5.56 (Operador induzido no quociente e matriz em blocos).
Para o polinémio, [T]g — Al é triangular por blocos com blocos diagonais [T|s] — Al e [T] — Al
e 0 determinante de uma matriz triangular por blocos é o produto dos determinantes dos blocos
(Proposicao 4.28 (Determinante de uma matriz triangular por blocos)).

Usado em: Teorema 8.54 (Triangularizagao) (dem.)
Veja também: Teorema 8.54 (Triangularizagao), Teorema 9.5 (Teorema espectral)

prop-matriz-em-blocos-de-invariante

Exemplo 8.44 (Os subespacos invariantes de quatro operadores de R?)

Requer: Exemplo 8.40 (Uma reta é invariante quando é gerada por um autovetor), Definicao 8.22
(Operador diagonalizavel)

Em R?, os subespagos invariantes triviais sdao {0} e R?; os outros sio retas, e uma
reta é invariante se e somente se é gerada por um autovetor. Entao:

(a) Rotagio de 6 € (0, 71): nenhum autovetor real; s6 os triviais.

(b) Cisalhamento T(x,y) = (x 4+ y,y): autovetores s6 no eixo x; os invariantes sdo {0}, o
eixo x e R2.

(c) T(x,y) = (2x,3y): dois autoespagos de dimensao 1; os invariantes sdo {0}, os dois
eixos e R2.

(d) T = I: toda reta é invariante.

S6 em (c) e (d) R? é soma direta de duas retas invariantes — e sdo exatamente os diago-
nalizaveis.
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AN S
o |

rotacdo cisalhamento diag(2,3) identidade
nenhuma reta uma reta duas retas todas as retas

As retas invariantes nos quatro casos tipicos de R%. Zero, uma, duas ou infinitas. Os dois 1iltimos sio diagonal-
izdveis; o primeiro falha por falta de autovalores reais, o sequndo por falta de autovetores.

Um operador de IR? ndo pode ter exatamente trés retas invariantes: se ha trés, ha dois
autovetores LI; se os autovalores fossem distintos, um terceiro autovetor teria de estar
num dos dois autoespacgos; logo os autovalores sdo iguaise T = Al

Veja também: Nota 8.8 (Quatro operadores de R2 e os seus autoespacos)
ex-qlb

Proposicdo 8.45 (Somas diretas invariantes e projecoes)
Requer: Definic¢do 8.38 (Subespaco invariante), Proposigdo 2.33 (As projecdes de uma soma direta)
Seja V = S1 @ Sy e 11, 112 as projeges (Proposigio 2.33 (As projecoes de uma soma direta)).
Entdo Sy e Sy sdo invariantes por T se e somente se ;T = Tt; parai = 1,2. Nesse caso, numa
base formada por uma base de Sy segquida de uma de S,,

T] = <[T(|)51] [T(I)sz]> .

Diagonalizar é o caso em que V se parte em retas invariantes. Em geral, procura-se partir
V em pedagos invariantes tdo pequenos quanto possivel.

Demonstracdo

Se os S; sdo invariantes e v = 51 + s, entdo Tv = Tsy + Tsp com Ts; € S;, logo m1Tv = Ts =
Tmv. Reciprocamente, se 1T = Ty es € Sp, entdo Ts = Trmys = mTs € Sq. A forma da
matriz: as colunas da primeira parte tém coordenadas sé em S, e as da segunda s6 em S,.

prop-somainv

Proposicao 8.46 (Operadores que comutam)

Requer: Defini¢do 8.38 (Subespago invariante), Definicdo 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago),
Definicao 8.22 (Operador diagonalizavel)

A demonstracdo exige: Teorema 8.23 (Critério de diagonalizacao)

Sejam S, T : V — V com ST = TS.

(a) Cada autoespago de T é invariante por S.

(b) Se S e T sdo diagonalizdveis, existe uma base de autovetores comuns.
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__________ V se parte nos autoespagos de T (verde);
___________ 12 2 cada um deles se parte nos de S (rosa);
__________ em cada caixinha, T = Aje S = ;

A diagonalizagdo simultdnea. Porque S preserva cada autoespago de T, a decomposigio de V sequndo S refina a
decomposigio sequndo T, e o resultado é um quadriculado de pedagos em que os dois operadores sdo escalares.

Demonstracdo

(a) Se Tv = Av, entdo T(Sv) = S(Tv) = ASwv.

(b) Sejam 1, ..., u; os autovalores de S, e V = D; VMJ(S). Fixe um autovalor Ade Tev €
VA(T); escreva v = ¥ ;w; com w; € V},(S). Por (a), com os papéis trocados, T preserva cada
Vi, (S); logo

0= (T—Al)v =) (T — Al)wj, (T = AD)w;j € Vi (S).
j
Como a soma ¢ direta, cada (T — AI)w; = 0: os w; estdo em V) (T) NV}, (S). Portanto V) (T) =
D, (VA(T) N Vi (S )). Juntando bases desses pedagos, para todos os A, obtém-se uma base de V
formada por vetores que sdo autovetores de T e de S a0 mesmo tempo.

Usado em: Exemplo 8.47 (Diagonalizdveis que ndo comutam, sem autovetor comum), Exemplo 8.48
(Comutar ndo basta para ter um autovetor real comum)

prop-comuta

Exemplo 8.47 (Diagonalizaveis que ndo comutam, sem autovetor comum)

Requer: Proposicdo 8.46 (Operadores que comutam)

S = diag(1,—-1) e T = (?}) sdo diagonalizéveis (autovetores ey, e; e (1,+1)), ndo
comutam (ST = —TS # TS), e ndo tém autovetor comum.

ex-naocomuta-a

Exemplo 8.48 (Comutar nao basta para ter um autovetor real comum)

Requer: Proposicdo 8.46 (Operadores que comutam), Exemplo 8.6 (Rotacdo: nenhum autovalor real)

Comutar nao basta para ter um autovetor real comum: duas rotagdes de R? comutam
e nenhuma tem autovetor real.

ex-naocomuta-b

Exemplo 8.49 (Rotacdo com dilatacdo: a matriz de a + ib)

Requer: Defini¢do 8.10 (Polinémio caracteristico), Exemplo 3.11 (Rotagdes e as férmulas de adi¢ao)

A= (g _ab ), b#0:ps=(a— /\)2 + b2, sem raizes reais, com raizes complexas a + ib.
Comr=+a?>+b%eftalquecos® =a/r,senf =b/r,

A—r cosf —senf)
" \senf cosf@ /-
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uma rotagdo de 0 seguida de uma dilatagio por . Identificando R? com C, é a multipli-
cagdo pelo complexo a + ib.

Usado em: Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p4 da um plano invariante)

ex-ab

Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p4 da um plano invariante)

Requer: Definicao 8.38 (Subespago invariante), Exemplo 8.49 (Rotagdo com dilatagdo: a matriz de
a +ib)

A demonstracdo exige: Teorema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel), Exemplo 8.40 (Uma reta é
invariante quando é gerada por um autovetor)

Seja A € Muxn(R)eA = a+ib, b # 0, uma raiz de ps. Seja z = u+iw € C"
(u,w € R") com Az = Az,z # 0. Entdo u e w sdo LI, 0 plano S = [u, w] é invariante, e na base

(w,1)
4= (5 )-

Um z assim existe: det(A — AI) = 0 sobre C, e o sistema (A — Al)z = 0 tem solugdo néo
nula em C" (a teoria de dimenséo, sistemas lineares e determinantes vale sobre C sem mudanga).
Separando partes real e imaginaria em A(u + iw) = (a + ib)(u + iw), e usando que A é real,

Demonstracdo

Au = au — bw, Aw = bu + aw.

Logo S = [u, w] é invariante, e na base (w, u) as colunas sdo [Aw]| = (a,b) e [Au] = (—b,a). Resta
ver que u, w sdo LL Se ndo fossem, S seria uma reta (ndo é {0}, porque z # 0) invariante, gerada
por um x com Ax = ux, u real; e z, sendo combinacdao complexa de u e w, seria um mdltiplo
complexo de x, donde Az = puze A = u € R, contra b # 0.

Usado em: Exemplo 8.52 (Autovalores 2 £ i: uma rotagdo numa base torta), Nota 9.11 (A forma geral
de uma matriz ortogonal), Corolario 8.51 (Todo operador real tem um invariante de dimenséo 1 ou 2) (dem.)

thm-complexo

Corolario 8.51 (Todo operador real tem um invariante de dimensao 1 ou 2)
Requer: Definicao 8.38 (Subespaco invariante), Defini¢ao 8.10 (Polindmio caracteristico)

A demonstracdo exige: Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p4 dd um plano invariante)

Todo operador em R" (1 > 1) tem um subespago invariante de dimensdo 1 ou 2. Se
n é impar, todo operador em R"” tem um autovetor real.

Demonstracdo

pr tem uma raiz complexa (teorema fundamental da 4lgebra). Se é real, ha um autovetor; se
ndo, o teorema dd um plano. Se n é impar, pr tem grau impar e coeficientes reais, logo tem uma
raiz real (valor intermedidrio: pr(A) tem sinais opostos para A — £c0).

cor-12

Exemplo 8.52 (Autovalores 2 £ i: uma rota¢do numa base torta)

Requer: Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p4 dd um plano invariante)

179



A= (] F):pa=A*—4)A+5,raizes2+i. ParaA = 2+i,asegundalinhade A — AI
diz;+(1—i)zp=0;comz; =1,z= (1414, 1) =u+iwcomu = (—1,1), w = (1,0).
Confira: Au = (—3,2) =2u—we Aw = (1,1) = u + 2w. Na base (w, u),

(2 -1\ _ cost) —senf 2
4] = <1 2> _\/g<sen9 cos 6 >’ COSG_%'
A é uma rota¢do com dilatagdo — nas coordenadas (w,u). Nas coordenadas usuais, as
orbitas de A/+/5 sdo elipses.

pontos: x; = (A/V/5)Fw
na base (w, u) cada passo é
\\ w uma rotagdo de 6 ~ 26,6°

A 6rbita de w pelas poténcias de A/~/5. Na base (w,u) ela percorre um circulo; desenhada nas coordenadas
usuais, o circulo vira a elipse {cos t w -+ sen t u}. Sem a divisdo por /5, 0s pontos se afastariam em espiral.

Uma matriz sem autovalores reais “gira” mesmo quando ndo parece uma rotacdo: ela é
uma rotacio com dilatacio numa base torta. E a versdo 2 x 2 do Teorema 8.50 (Uma raiz
complexa de p4 déd um plano invariante): cada par de raizes complexas conjugadas da
um plano onde T faz isso.

ex-espiral

Cayley-Hamilton e polindmio minimo

Nota 8.53 (Escalares complexos)

Requer: Definicdo 8.10 (Polindmio caracteristico)

O teorema fundamental da dlgebra dd raizes complexas de pr. E todas as defini¢des e
resultados sobre espagos vetoriais, transformacdes lineares, determinantes e autovalores
valem sobre C sem mudanga, trocando R por C como corpo de escalares.

Veja também: Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p4 d4 um plano invariante)

nota-escalares-complexos

Teorema 8.54 (Triangularizacao)
Requer: Definicdo 8.38 (Subespaco invariante), Defini¢ao 8.10 (Polindmio caracteristico)

A demonstracdo exige: Proposicdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0), Proposi¢ao 8.43
(Subespaco invariante: matriz em blocos e fatoracdo de pr), Proposi¢do 5.42 (Dimensdo do quociente:
dimV /S =dimV — dim S)

SejaT :V — V,com V complexo de dimensdo n — ou com V real e pr se fatorando
em fatores lineares reais. Existe uma base B = (v, ...,v,) com [T]p triangular superior.
Equivalentemente, os subespagos W; = [01,..., v]-] sdo todos invariantes.
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H1

H2
Wl Wz W3 W4 =V
"3

Ha

Forma triangular e bandeira invariante: a matriz é triangular superior na base (v, ..., vn) exatamente quando
cada Wj = [oy,... ,vj] é invariante. A diagonal traz os autovalores, com multiplicidade.

A estratégia da demonstracdo é a mesma do teorema espectral (Teorema 9.5 (Teorema
espectral)): ache um autovetor, passe ao quociente (ou ao complemento ortogonal), use
indugdo.

Demonstracdo

Indugdo em n; para n = 1 ndo hd o que fazer. Pela hip6tese, pr tem uma raiz p1, que é auto-
valor; seja v; um autovetor. A reta [v1] é invariante, e T induz T em V /[v1], de dimensédo n — 1
(Proposicao 5.56 (Operador induzido no quociente e matriz em blocos)). Como pr = (y1 — A) pr
(Proposigdo 8.43 (Subespago invariante: matriz em blocos e fatoragdo de pr)), py também se
fatora. Pela hip6tese de indugdo hd uma base (0y,...,7,) de V/[v1] em que [T] é triangular
superior; escolha representantes v, ..., v,. Entdo (vy,...,v,) é base de V (Proposicao 5.42 (Di-
mensdo do quociente: dimV /S = dim V — dim S)), e T(vj) = combinacéo de vy, .. 20 modulo
[01],isto &, T(v;) € [v1,...,v}]: a matriz é triangular superior.

Usado em: Coroldrio 8.55 (Traco e determinante: soma e produto das raizes de pr), Teorema 8.57
(Teorema de Cayley-Hamilton) (dem.)

Veja também: Nota 8.53 (Escalares complexos), Teorema 9.5 (Teorema espectral)

thm-triang

Corolario 8.55 (Traco e determinante: soma e produto das raizes de pr)
Requer: Teorema 8.54 (Triangularizagao)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 4.12 (Determinante de uma matriz triangular)

As entradas diagonais 1, ..., U, de uma forma triangular sio as raizes de pt com multi-
plicidade. Portanto trT = ) ; yu; e detT = [T; u; (somas e produtos das raizes complexas de
pr)-

Demonstracdo
pr(A) = det([T]p — AI) =T1;(p; — A), determinante de triangular.
Usado em: Proposicao 9.31 (O tipo da conica g = 1 pelo determinante e pelo trago) (dem.)

cor-trdet

Exemplo 8.56 (Cayley—-Hamilton para matrizes 2 x 2)

Requer: Definigao 8.10 (Polindmio caracteristico)

Para A = (%), pa(A) = A% — (a+d)A + (ad — bc), e uma conta direta dé

2 2 _
AZ—(u+d)A+(ad—bc)1=<a + bc ab+bd>_(a +ad ab—i—bd) (ad bc 0 ):0.

ac+cd be+d? ac+cd ad+ d> 0 ad — bc

Veja também: Teorema 8.57 (Teorema de Cayley—Hamilton)
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ex-ch2

Teorema 8.57 (Teorema de Cayley—Hamilton)
Requer: Definicdo 8.10 (Polindmio caracteristico), Proposigdo 8.17 (Polindmios em T e autovalores)

A demonstracdo exige: Teorema 8.54 (Triangularizacao)

Para todo operador T em dimensdo finita, pr(T) = 0.

Demonstracdo

Primeiro sobre C. Pelo Teorema 8.54 (Triangularizacdo), hd uma base com [T| triangular
superior, com diagonal p1, ..., un, e pr(A) = TLi(ui — A); logo pr(T) = £(T — purI) - - - (T — pnl).
Afirmamos que

(T —pal) - (T — p;I) anula W; (j=1,...,n).

Para j = 1: v1 é autovetor de y1. Suponha para j — 1. A coluna j da matriz diz que T(v;) = pjv; +
(algo em W;_y), isto &, (T — ujl)v; € Wj_1; e (T — u;I)W;_1 C W;_ porque W;_; é invariante.
Logo (T — u;I)W; C W;_;. Como polindmios em T comutam,

(T—pad)--- (T = wi)W; = (T — paI) - - - (T — pj 1 D) [(T — 1) W]
C(T-ml)--(T—pj 1)W1 =0.

Comj=n W, =Vepr(T) =0.
Caso real. Se A é uma matriz real, ela também é complexa, com o mesmo polindmio carac-
teristico; a identidade p4(A) = 0 entre matrizes vale sobre C, e as entradas sdo reais.

T — gl T —usl T —ul T—ml
Wy > W; > W, > W,

Y

cada fator desce um degrau da bandeira;
n fatores levam V.= W, a 0

A demonstragio de Cayley—Hamilton como uma escada (n = 4). O fator T — p;I leva W; para dentro de W;_4,
porque o iltimo vetor da base de W; é autovetor “mddulo W;_". Depois de todos os fatores, ndo sobra nada.

Usado em: Coroldrio 8.59 (Poténcias e inversa como polindmios em A), Nota 8.58 (Uma “demon-
stragao” falsa de Cayley-Hamilton), Teorema 8.62 (Polindmio minimo) (dem.)
thm-ch

Nota 8.58 (Uma “demonstracao” falsa de Cayley-Hamilton)
Requer: Teorema 8.57 (Teorema de Cayley—Hamilton)

Acontaps(A) = det(A— A-I) = det0 = 0ndo demonstra o Teorema 8.57 (Teorema
de Cayley—Hamilton). Onde estd o erro? p4(A) é uma matriz, obtida substituindo A por
A no polindmio det(A — AI) ja expandido; det(A — A) é um niimero. O lado esquerdo e
o direito nem sdo do mesmo tipo.

nota-falsa-demonstracao-de-cayley-hamilton

Coroldrio 8.59 (Poténcias e inversa como polindmios em A)
Requer: Teorema 8.57 (Teorema de Cayley—Hamilton)

Se A é n x n, toda poténcia A™ com m > n é combinagdo linearde [, 4, .. ., A" 1. Se
A éinvertivel, A~1 é um polindmio em A de grau <n — 1.
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Demonstracao
pa(A) = 0 exprime A" em termos de poténcias menores; multiplicando por A e repetindo,
o mesmo vale para A™. Se A é invertivel, o termo constante de p4 é det A # 0; escrevendo
— — -1_ 1
pa(A) = Aq(A) + (det A)l =0, vem A~ = — o= q(A).
Usado em: Exemplo 8.60 (A inversa de uma matriz 3 x 3 por Cayley—Hamilton), Exemplo 8.61 (Potén-
cias da matriz de Fibonacci)

cor-inversa-como-polinomio

Exemplo 8.60 (A inversa de uma matriz 3 x 3 por Cayley—-Hamilton)

Requer: Corolério 8.59 (Poténcias e inversa como polindmios em A)

110
A=(0 1 1|:pa=(1-21)22-A)=—(A>—4A2+51—2). Entdo A% —4A% +
00 2
5A =21, isto é, A (A2 —4A +5I) =2, e

1 -1 3

-1 1 2 1

AT =3(A*—4A+5)= |0 1 —3

0o 0

ex-ch-a

Exemplo 8.61 (Poténcias da matriz de Fibonacci)

Requer: Corolario 8.59 (Poténcias e inversa como polindmios em A), Exemplo 8.34 (Fibonacci por
diagonalizagao)

A = (% (1)) (a matriz do Exemplo 8.34 (Fibonacci por diagonalizagao)): A2 = A+
I. Por indugdo, A™ = F,A + F,_11; em particular A0 — 554 4 34] = (gg gi), sem
multiplicar matrizes.

ex-ch-b

Teorema 8.62 (Polindmio minimo)
Requer: Proposi¢do 8.17 (Polindmios em T e autovalores), Defini¢do 8.10 (Polindmio caracteristico)

A demonstracdo exige: Teorema 8.57 (Teorema de Cayley-Hamilton)

Existe um tinico polindmio ménico mr de grau minimo com mr(T) = 0. Ele divide
todo polinémio p com p(T) = 0 — em particular divide pr — e suas raizes sdo exata-
mente os autovalores de T.

Matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio minimo, porque g(PAP~!) = Pg(A)P~ L.

Demonstracdo

Existéncia: pelo Teorema 8.57 (Teorema de Cayley—Hamilton), algum polindémio ndo nulo
anula T; tome um de grau minimo e divida pelo coeficiente lider. Divide: se p(T) = 0, divida:
p = qmr +r com degr < degmr. Entdo r(T) = p(T) — q(T)m7(T) = 0, e pela minimalidade,
r = 0. Unicidade: dois monicos minimos se dividem um ao outro e tém o mesmo grau, logo sdo
iguais. Raizes: se A é autovalor, mp(A) = 0 (Proposi¢do 8.17 (Polindmios em T e autovalores)).
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Reciprocamente, se mr(A) = 0, escreva mr = (t — A)g; como degqg < degmr, q(T) # 0, e existe
vcomw = g(T)v # 0. Entdo (T — Al)w = mp(T)v = 0: A é autovalor, com autovetor w.

Usado em: Exemplo 8.63 (Polindmio minimo da identidade, de idempotentes e de nilpotentes), Exem-
plo 8.64 (Mesmo polindmio caracteristico, polindmios minimos diferentes), Teorema 8.65 (Diagonalizdvel
se e somente se mt tem raizes reais simples)

thm-min

Exemplo 8.63 (Polindmio minimo da identidade, de idempotentes e de nilpotentes)

Requer: Teorema 8.62 (Polindmio minimo)
T=1I1:m=t—1. Tidempotente, T # 0,I: m = t(t — 1). T nilpotente com Tk =0 #
Tk 1 m = ¢k,

ex-min-a

Exemplo 8.64 (Mesmo polindmio caracteristico, polindmios minimos diferentes)
Requer: Teorema 8.62 (Polindmio minimo)

A = diag(2,2,3) e B = (§ % §> tém o mesmo p = (2 — A)?2(3 — A). Os candidatos
a m sdo os divisores monicos com as duas raizes: (t —2)(t — 3) ou (t — 2)?(t — 3). Para
A, (A—2I)(A—3I) = diag(0,0,1) diag(—1,—1,0) = 0: my = (¢t —2)(t — 3). Para B,
(B —2I)(B —3I) tem entrada (1,2) iguala1- (—1) = —1 # 0: mp = (t — 2)%(t — 3).

2 00 2 MO0
A=10 2 0 B=10 2 0
0 0 3 0 0 3
p=02-A2B-1) p=02-12(3-1)
m= (t—2)(t—3) m= (t—2)%(t - 3)
diagonalizdvel ndo diagonalizdvel

O mesmo polindmio caracteristico, polindmios minimos diferentes. O 1 circulado em B é o que impede (B —
21)(B — 3I) de se anular, e é o que eleva o expoente de t — 2 no polindmio minimo. Também mostra que p 4 = pp nio
implica que A e B sejam semelhantes (Definicio 3.15 (Matrizes semelhantes)).

Veja também: Definigdo 3.15 (Matrizes semelhantes)

ex-min-b

Teorema 8.65 (Diagonalizavel se e somente se 7 tem raizes reais simples)
Requer: Teorema 8.62 (Polindmio minimo), Defini¢ao 8.22 (Operador diagonalizavel)

A demonstracdo exige: Proposi¢ao 5.13 (Polindmios de Lagrange: a base dual das avalia¢des), Teo-
rema 8.23 (Critério de diagonalizac¢do)

T é diagonalizdvel se e somente se mr tem todas as raizes reais e simples, isto é, my =
(t — A1) -+ (t — Ax) com A reais e distintos. Basta, para isso, que T seja anulado por algum
polinémio com raizes reais simples.
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3
- 1t+q+g3=1

Os polindmios de Lagrange nos autovalores 1,2,3. Cada g; vale 1 no seu autovalor e 0 nos outros, e os trés
somam 1. Aplicados a T, viram as projecdes sobre os autoespagos: q;(T) é a identidade em V), e zero nos outros, e
Y 9i(T) = I éadecomposicio V = @; V..

Demonstracdo

(=) Numa base de autovetores, [T;(T — A;I) anula cada vetor da base (o fator correspondente
ao seu autovalor o anula, e os fatores comutam).

(«=) Considere os polindmios de Lagrange nos nés Ay, ..., Ax (Proposigao 5.13 (Polinomios
de Lagrange: a base dual das avaliagoes)):

E—A;

s =T1r—F  a@l)=4;
jAET

O polinémio ), g; tem grau < k — 1 e vale 1 nos k nds, logo é a constante 1 (a diferenca teria k

raizes). Portanto }_; q;(T) = I. Além disso, (t — A;)g;(t) € um maultiplo de IT;(t — A;), que anula

T;logo (T — AiI)qi(T) = 0, isto é, Img;(T) C V,,. Entao todo v se escreve

U= Zqi(T)U E V)\l + -4 V)‘k’
i

e V é a soma dos autoespagos: T é diagonalizavel (Teorema 8.23 (Critério de diagonalizacdo)). A
altima frase do enunciado: se p(T) = 0 com raizes simples, my divide p e também tem raizes
simples.
A demonstracdo amarra trés coisas: os polindmios de Lagrange (Proposicao 5.13 (Polindmios
de Lagrange: a base dual das avaliacdes)), as somas diretas como familias de proje¢des
que somam a identidade (Proposicdo 2.33 (As projecdes de uma soma direta), Proposigao 8.45
(Somas diretas invariantes e projegdes)), e a diagonalizagdo (Teorema 8.23 (Critério de
diagonalizagdo)).

Usado em: Corolério 8.66 (Involugdes e projecdes sdo diagonalizaveis), Exercicio 8.67 (Todo oper-

ador idempotente é diagonalizdvel?) (dem.), Exercicio 8.68 (Se T? é diagonalizavel, entdo T é diagonal-
izavel?) (dem.)

Veja também: Proposicdo 2.33 (As projecdes de uma soma direta), Proposi¢do 8.45 (Somas diretas
invariantes e projegoes)

thm-critm

Corolario 8.66 (Involucoes e projecdes sdo diagonalizaveis)

Requer: Teorema 8.65 (Diagonalizdvel se e somente se mt tem raizes reais simples), Definicao 8.38
(Subespaco invariante)

(@) O(A) = A! é diagonalizdvel: @* = I, e t> —1 = (t — 1)(t + 1) tem raizes simples.
Compare com o Exemplo 8.19 (Os autoespagos da transposicao).

(b) Toda projecdo (T?> = T) e toda involugio (T? = I) sdo diagonalizdveis.
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(c) SeT édiagonalizdvel e S é invariante, T|s é diagonalizdvel: mp(T|s) = 0, e mr tem raizes
simples.

Veja também: Exemplo 8.19 (Os autoespacos da transposi¢ao), Proposicao 2.36 (Operadores idempo-
tentes sdo projegdes)

cor-aplic

Exercicio 8.67 (Todo operador idempotente é diagonalizavel?)

Requer: Definicdo 8.22 (Operador diagonalizavel)

A demonstracdo exige: Teorema 8.65 (Diagonalizdvel se e somente se my tem raizes reais simples),
Proposigao 2.36 (Operadores idempotentes sdao projecdes)

Verdadeiro ou falso? Se T> = T, entdo T ¢é diagonalizdvel.

Resolucdo

Verdadeira. T é anulado por t> — t = t(t — 1), de raizes reais simples; aplique o Teorema 8.65
(Diagonalizavel se e somente se m tem raizes reais simples). (Ou, sem o teorema: V = N(T) &
Im(T) pela Proposicao 2.36 (Operadores idempotentes sdo proje¢des), com T = 0 no primeiro e
T = I no segundo.)

exerc-idempotente-e-diagonalizavel

Exercicio 8.68 (Se T? é diagonalizavel, entdo T é diagonalizavel?)
Requer: Definicdo 8.22 (Operador diagonalizavel)

A demonstracdo exige: Teorema 8.65 (Diagonalizdvel se e somente se m tem raizes reais simples)

Verdadeiro ou falso? Se T? é diagonalizdvel, entdo T é diagonalizdvel.

Resolucdo
Falsa. T = (J}): T?> = 0 é diagonal, e T ndo ¢ diagonalizdvel (mr = ?). Outro contra-
exemplo, sem autovalores reais: a rotagdo de 90°, com T2 = —I.

exerc-quadrado-diagonalizavel

186



Capitulo 9

Teorema espectral e formas quadraticas

Operadores auto-adjuntos e o teorema espectral

Lema 9.1 (As raizes de p4 sdo reais quando A é simétrica)

Requer: Definigao 8.10 (Polindmio caracteristico)

Se A é uma matriz real simétrica, todas as raizes de p4 sdo reais.

Demonstracdo

Seja A € Cumaraizez € C", z # 0, com Az = Az. Ponha c = 7tAz € C. De um lado,
c=Azlz=AY;|zl? com ¥ |z;|* > 0. Do outro, c é real: seu conjugado é ¢ = z' Az (porque A é
real), e z! Az ¢ um ntimero, igual ao seu transposto, z' A’z = zf Az = c. Logo A = ¢/ }_ |z;|? é real.

Usado em: Nota 9.4 (Como a auto-adjungdo remove os dois obstaculos), Teorema 9.5 (Teorema espec-
tral) (dem.)

Veja também: Nota 8.53 (Escalares complexos), Proposi¢do 9.7 (Um autovetor real pelo méximo de
(Tov,v))

lem-reais

Lema 9.2 (Auto-adjunto: autovetores de autovalores distintos sdo ortogonais)

Requer: Definicao 6.38 (Operador auto-adjunto), Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco)

Se T é auto-adjunto, autovetores de autovalores distintos sdo ortogonais.

Demonstracdo
Se Tu = Au e Tv = pv, entdo A(u,v) = (Tu,v) = (u, Tv) = p(u,v); com A # yu, (u,v) = 0.
Usado em: Exemplo 9.8 (Diagonalizagao ortogonal com um autovalor duplo)

lem-ortog

Lema 9.3 (Auto-adjunto: se S é invariante, S também ¢)

Requer: Definicao 6.38 (Operador auto-adjunto), Defini¢do 8.38 (Subespaco invariante), Defini¢ao 6.21
(Complemento ortogonal)

Se T é auto-adjunto e S é invariante por T, entdo S* é invariante por T.
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Demonstracdo

Sejam v € St es € S. Entdo (Tv,s) = (v, Ts) = 0, porque Ts € S. Logo Tv € S+.

Usado em: Nota 9.4 (Como a auto-adjungdo remove os dois obstaculos), Teorema 9.5 (Teorema espec-
tral) (dem.)

lem-perp

Nota 9.4 (Como a auto-adjunc¢ao remove os dois obstaculos)

Requer: Lema 9.1 (As raizes de p4 sdo reais quando A é simétrica), Lema 9.3 (Auto-adjunto: se S é
invariante, S* também é), Motivacio 8.37 (Quando nao d4 para diagonalizar)

O Lema 9.3 (Auto-adjunto: se S é invariante, S também é) é onde a auto-adjuncdo
trabalha, e sem ela ¢é falso: para o cisalhamento (}1), o eixo x é invariante e o eixo y
(seu ortogonal) ndo é — é exatamente por isso que o cisalhamento ndo se diagonaliza.
O Lema 9.1 (As raizes de p4 sdo reais quando A é simétrica) impede o outro obstdculo
(Motivagdo 8.37 (Quando ndo da para diagonalizar)), a rotagdo: uma rotagdo de R? por
0 ¢ mZ nao é simétrica.

Veja também: Exemplo 8.7 (Cisalhamento: um s6 autoespaco), Exemplo 8.6 (Rotagdo: nenhum auto-
valor real)

nota-auto-adjuncao-remove-os-obstaculos

Teorema 9.5 (Teorema espectral)
Requer: Definicdo 6.38 (Operador auto-adjunto), Defini¢do 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespaco)

A demonstracdo exige: Lema 9.1 (As raizes de p, sdo reais quando A é simétrica), Lema 9.3 (Auto-
adjunto: se S é invariante, St também é), Proposigdo 8.9 (A é autovalor se e somente se det(T — AI) = 0),
Teorema 6.22 (V = S @ S+)

Seja V de dimensio finita com produto internoe T : V — V auto-adjunto. Existe uma base
ortonormal de V formada por autovetores de T. Em matrizes: toda matriz real simétrica se escreve

A =QDQ", Q ortogonal, D diagonal.

Reciprocamente, se T tem uma base ortonormal de autovetores, T é auto-adjunto.

Compare com a triangularizacdo (Teorema 8.54 (Triangularizagdo)): 14 passava-se ao
quociente V/[v1] e a matriz ficava triangular; aqui passa-se ao complemento ortogonal,
que é invariante, e o bloco acima da diagonal também se anula. O teorema é “triangu-
larizacdo + simetria = diagonaliza¢do”.

Demonstracdo

Indugdo em n = dim V; para n = 1, qualquer vetor unitario serve. Numa base ortonormal,
[T] é simétrica, e pelo Lema 9.1 (As raizes de p 4 sdo reais quando A é simétrica) pr tem uma raiz
real A, que é autovalor. Seja u; um autovetor unitario. A reta S = [u;] é invariante, logo S+ ¢
invariante (Lema 9.3 (Auto-adjunto: se S é invariante, S+ também ¢)), de dimensdo n — 1 (Teo-
rema 6.22 (V = S @ S1)). A restricio T)| g1 € auto-adjunta (com o produto interno restrito), e pela
hipétese de indugdo S* tem uma base ortonormal (1, ..., u,) de autovetores. Entao (uy, . .., uy)
é ortonormal (0s u i j > 2,estaioem S L) e formada por autovetores.

Em matrizes: se Q tem por colunas essa base, Q é ortogonal, e Q1AQ = D (Teorema 3.14
(Mudanca de base de um operador: [T]p g = P~![T]ppP)), com Q1 = Q. Reciproca: (QDQ!)! =
QD'Q' = QDQ".
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S = [u]

Uy

1. um autovetor uy;

2. o plano ui- é invariante;
e 3. repita dentro do plano.

/ us

Up

S+t invariante

A demonstragio do teorema espectral em R®. Achado um autovetor, o plano perpendicular a ele é invariante,
e T restrito a ele ainda é auto-adjunto; o problema cai uma dimensio. Os autovetores achados em cada passo sio
automaticamente ortogonais aos anteriores.

Usado em: Construcdo 9.30 (Redugdo de uma conica ou quddrica: rotagdo e translagdo), Exemplo 9.8
(Diagonalizagdo ortogonal com um autovalor duplo), Proposicdo 9.6 (Quociente de Rayleigh: o maior e o
menor autovalor), Exercicio 9.28 (Mesmos autovalores implicam mesma assinatura?) (dem.), Proposicao 9.26
(Diagonalizagdo simultdnea de duas formas quadraticas) (dem.), Teorema 9.16 (Reducdo de uma forma
quadratica a soma de quadrados) (dem.)

Veja também: Teorema 8.54 (Triangularizacdo), Coroldrio 6.16 (Mudanca entre bases ortonormais:
matrizes ortogonais)

thm-espectral

Proposicao 9.6 (Quociente de Rayleigh: o maior e o menor autovalor)
Requer: Teorema 9.5 (Teorema espectral)

A demonstracdo exige: Proposi¢do 6.15 (Coordenadas numa base ortonormal)

Seja T auto-adjunto com autovalores Ay > --- > A,. Entdo

A = max (Tv,v), Ay = min (To,v),
[oll=1 [oll=1

e 0s pontos de mdximo (minimo) sdo exatamente os autovetores unitdrios de A1 (Ay).

A= (3 3) a) = tav0)

curvas de nivel de q: elipses;
no circulo, q é mdxima e minima
nas dire¢des dos autovetores

As curvas de nivel ¢ = ¢ de q(v) = (Av,v) sdo elipses com eixos nos autovetores. A maior que ainda toca o
circulo unitdrio o toca na diregiio de V3, onde q = 3; a menor que o toca, na diregdo de Vy. Nos pontos de contato, o
circulo e a elipse sdo tangentes — e isso é a equagio Av = Av.

Demonstracdo

Numa base ortonormal de autovetores, v = }; x;u; com ) ; xl-2 =1,e

<TU/ 'U) = EAixiz < )\1 lez = )\1,
i i
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com igualdade se e somente se };(A1 — A;)x? = 0, isto é, x; = 0 sempre que A; < A;: v € V. O
minimo é igual.

Usado em: Nota 9.43 (Onde a élgebra linear reaparece), Proposigao 9.23 (Formas positivas definidas:
cinco caracterizac¢oes) (dem.)

Veja também: Proposicdo 9.7 (Um autovetor real pelo maximo de (T, v))

prop-rayleigh

Proposi¢do 9.7 (Um autovetor real pelo méximo de (Tv, v))
Requer: Definicdo 6.38 (Operador auto-adjunto)
A demonstracdo exige: Teorema 6.22 (V = S @ S1)

Seja T auto-adjunto e g(v) = (Tv,v). Entdo q atinge um mdximo na esfera {||v|| = 1}, e
todo ponto de mdximo vy é autovetor de T, de autovalor real q(vy).
Esta proposi¢do pode substituir o Lema 9.1 (As raizes de p 4 sdo reais quando A é simétrica)
na demonstragdo do Teorema 9.5 (Teorema espectral): ela ndo usa niimeros complexos, e
produz diretamente o autovetor de que o teorema precisa. Com ela, a Proposicao 9.6
(Quociente de Rayleigh: o maior e o menor autovalor) vira parte da construcdo: o
primeiro autovetor achado é o do maior autovalor.

Demonstracdo

A esfera {||v|| = 1} é fechada e limitada, e q é continua; logo g atinge um méximo num ponto
v1.Sejaw L vy e

vy + tw ) . (T(vq + tw), v, + tw)
o1 + tw|| 1+ #2[w|?

&) =aq(

f tem méaximo em t = 0, logo f/(0) = 0. Derivando o numerador em ¢ = 0 (0 denominador tem
derivada nula af) e usando a auto-adjungéo:

(0) = (Tw,v1) + (Toy, w) = 2(Toy, w).

Portanto Tv; L w para todo w L vy, isto &, Tvy € (v1 )L = [01]: v é autovetor, de autovalor real

q(v1).
Veja também: Lema 9.1 (As raizes de p4 sdo reais quando A é simétrica), Teorema 9.5 (Teorema es-
pectral), Proposi¢ao 9.6 (Quociente de Rayleigh: o maior e o menor autovalor)

prop-autovetor-pelo-maximo

Exemplo 9.8 (Diagonalizac¢do ortogonal com um autovalor duplo)

Requer: Teorema 9.5 (Teorema espectral), Lema 9.2 (Auto-adjunto: autovetores de autovalores distin-
tos sdo ortogonais), Teorema 6.17 (Gram-Schmidt), Defini¢do 8.26 (Multiplicidade algébrica e multiplici-
dade geométrica), Proposicao 8.11 (O polindmio caracteristico: grau, trago e determinante)

Diagonalizar ortogonalmente

5 -1 1
S=1-1 5 1
1 1 5

-1-11
Autovalores. Observe que S — 61 = (—11 =1 11> tem posto 1: dim Vi = 2. Pelo teorema

espectral, ma(6) = mg(6) = 2, e o terceiro autovalor sai do trago: 15—-6 — 6 = 3.
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(Confira: ps = (6 — A)?(3 —A).)

Autoespacos. Vs: —x —y+z = 0, oplano x +y —z = 0. V3: pelo Lema 9.2 (Auto-
adjunto: autovetores de autovalores distintos sdo ortogonais), é ortogonal a Vg, logo é a
reta normal ao plano: V3 = [(1,1, —1)]. (Confira: S(1,1,-1) = (3,3,-3).)

Base ortonormal. Em Vi tome uma base qualquer, (—1,1,0) e (1,0,1), e aplique Gram-
Schmidt dentro de V:

1,0,1
w; = (—1,1,0), wy, = (1,0,1) — (( ,Hoz;) l)’,2w1>wl =(1,0,1) + 1(-1,1,0) = (3, 1,1).
1
Normalizando e juntando o de Vz:
1 1 1
7YY 600
Q=% % = |- D=|(0 6 0], S = QDQ".
2 1
0 % -5 0 03

As colunas sdo unitédrias e duas a duas ortogonais (por exemplo, \/1?(1 +1-2) =0),
isto é, Q'Q = I.

Dois pontos. (i) Dentro de um autoespago de dimensdao > 2 a base de autovetores nao
vem ortogonal de graca — (—1,1,0) e (1,0,1) ndo sdo ortogonais —, e Gram-Schmidt
resolve, porque qualquer combinagdo de autovetores de A ainda é autovetor de A. (ii)
Entre autoespacos diferentes a ortogonalidade é automaética (Lema 9.2 (Auto-adjunto:
autovetores de autovalores distintos sdo ortogonais)), e é ela que permitiu achar V3 sem
resolver sistema. O truque do posto de S — 61 e do trago evita calcular um determinante
3 x 3.

ex-s

Proposicao 9.9 (Propriedades das matrizes ortogonais)

Requer: Coroldrio 6.16 (Mudanga entre bases ortonormais: matrizes ortogonais), Exemplo 6.3 (O pro-
duto escalar de R"), Defini¢do 8.38 (Subespago invariante)

A demonstracédo exige: Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), Teorema 4.13 (det A = det A)

Seja A ortogonal (A'A = I). Entdo (Au, Av) = (u,v); det A = +1; todo autovalor
real é £1; e se S é invariante por A, St também é.

Demonstracdo

(Au, Av) = utA'Av = u'v. det(A')det A = 1 e det A’ = detA. Se Av = Av, v # 0, entdo
|o|| = ||Av|| = |A|||v]|. Se A(S) C S, entdo A(S) = S (A é injetora), e parav € St es = As’ € S:
(Av,s) = (Av, As') = (v,s') = 0.

Usado em: Teorema 9.10 (Toda rotacio de IR? tem um eixo)

Veja também: Exemplo 6.41 (Operadores ortogonais)

prop-ortog

Teorema 9.10 (Toda rotacdo de R tem um eixo)
Requer: Proposicdo 9.9 (Propriedades das matrizes ortogonais)

A demonstracdo exige: Teorema 4.21 (det(AB) = det A - det B), Teorema 4.13 (det A’ = det A), Teo-
rema 4.11 (det A # 0 equivale a A invertivel), Exemplo 3.11 (Rotagdes e as férmulas de adigdo)

191



Se A é 3 x 3 ortogonal com det A = 1, existe u # 0 com Au = u, e A é uma rotacado

do plano u'.

Demonstracdo

det(A—1I) = det(A— AA") = det A det(I — A?) =det ((I—A)") =det(I—A) = (—1)3det(A —
I), logo det(A — I) = 0: existe u # 0 com Au = u. O plano u* é invariante (Proposicao 9.9
(Propriedades das matrizes ortogonais)), e numa base ortonormal (1, u) dele, completada por
u/||ul|, a matrizde A é (X9) com R ortogonal 2 x 2 e det R = 1. As matrizes ortogonais 2 x 2 de
determinante 1 sdo as rotagdes: as colunas sdo (cos 6, sen ) e o vetor unitario perpendicular que
da det =1, (—sen#,cosb).

Usado em: Nota 9.11 (A forma geral de uma matriz ortogonal), Nota 9.43 (Onde a élgebra linear
reaparece)

thm-rotacao-de-r3-tem-eixo

Nota 9.11 (A forma geral de uma matriz ortogonal)

Requer: Teorema 9.10 (Toda rotacio de IR? tem um eixo), Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p da
um plano invariante)

Toda matriz ortogonal n x n é, numa base ortonormal, diagonal por blocos com blo-
cos £1 e blocos de rotagdo 2 x 2. A demonstragdo é a do Teorema 9.5 (Teorema espectral)
com o Teorema 8.50 (Uma raiz complexa de p4 dd um plano invariante) (plano invari-
ante de uma raiz complexa) no lugar do Lema 9.1 (As raizes de p4 sdo reais quando A
é simétrica). Em RR3 isso é o teorema de Euler (Teorema 9.10 (Toda rotacido de R? tem
um eixo)): todo movimento rigido que fixa a origem e preserva orienta¢do é uma ro-
tagdo em torno de um eixo. Em IR%, dois blocos de rotagdo ddo uma matriz ortogonal de
determinante 1 sem vetor fixo.

Veja também: Teorema 9.5 (Teorema espectral), Exemplo 8.52 (Autovalores 2 + i: uma rotacdo numa
base torta)

nota-forma-geral-das-matrizes-ortogonais

Formas quadraticas e a lei de inércia de Sylvester

Definicao 9.12 (Forma quadratica)

Requer: Proposi¢do 7.4 (Formas simétricas e alternadas)

Uma forma quadrética em R” é uma funcdo q(x) = x'Ax com A simétrica; em V
qualquer, é g(v) = B(v,v) com B bilinear simétrica.

Usado em: Definigao 9.15 (Matrizes congruentes), Defini¢do 9.29 (Cénicas e quédricas), Exemplo 9.14
(A matriz de uma forma quadratica), Proposicdo 9.13 (A forma quadratica determina a forma bilinear),
Teorema 9.16 (Reducdo de uma forma quadrética a soma de quadrados), Teorema 9.20 (Lei de inércia de
Sylvester)

def-fq

Proposicdo 9.13 (A forma quadratica determina a forma bilinear)
Requer: Defini¢do 9.12 (Forma quadratica)

A forma q determina B (e A): B(u,v) = 3 (q(u+0) —q(u) —q(v)).
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Demonstracdo

Expanda q(u 4+ v) = B(u +v,u +v) = q(u) +2p(u,v) + g(v), usando a simetria.
prop-polar

Exemplo 9.14 (A matriz de uma forma quadratica)
Requer: Definicao 9.12 (Forma quadrética)

q(x,y,z) = x* + 4xy — 2yz + 3z2. Os quadrados vao na diagonal; cada termo cruzado
se divide ao meio entre as duas posi¢des simétricas:

1 2 0
A=12 0
0

ex-matq

Definicao 9.15 (Matrizes congruentes)
Requer: Definicao 9.12 (Forma quadratica)

Mudando de coordenadas, x = Py com P invertivel,

q(Py) = y'(P'AP) y.

Duas simétricas A, B sdo congruentes se B = P' AP para alguma P invertivel.
Compare:

operador: A — P~1AP (semelhanca, Definicio 3.15 (Matrizes semelhantes)) forma: A — P'AP (

As duas coincidem quando P é ortogonal. A semelhanga preserva autovalores; a con-
gruéncia ndo: com P = 21, PPAP = 4A tem autovalores quatro vezes maiores. O que a
congruéncia preserva é a assinatura (Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)).

Usado em: Coroldrio 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia), Proposigdo 9.26 (Diagonalizacdo
simultdnea de duas formas quadraticas)

Veja também: Proposicdo 7.3 (Matriz de uma forma bilinear), Defini¢ao 3.15 (Matrizes semelhantes),
Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester), Coroldrio 6.16 (Mudanga entre bases ortonormais: matrizes or-
togonais)

def-congr

Teorema 9.16 (Reducdo de uma forma quadratica a soma de quadrados)
Requer: Definicao 9.12 (Forma quadratica), Defini¢ao 8.1 (Autovalor, autovetor e autoespago)

A demonstracdo exige: Teorema 9.5 (Teorema espectral)
Seja q(x) = x' Ax em R", com autovalores My, ..., A, de A.
(a) (Redugdo ortogonal.) Existe Q ortogonal com q(Qy) = Ay3 + - - - + Apy>.

(b) (Redugio de Sylvester.) Existe P invertivel com q(Pz) = z2 + -+ + z%, - ZIZDJrl — =
z%, 1 m, onde p e m sdo os niimeros de autovalores positivos e negativos.
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Demonstracdo
(a) Pelo Teorema 9.5 (Teorema espectral), A = QDQ!; entdo q(Qy) = y'Q*AQy = y'Dy. (b)
Ordene os autovalores com os positivos primeiro, depois os negativos, depois os nulos, e ponha

vi = zi/+/|Ai] quando A; # 0 e y; = z; quando A; = 0. Isto é, P = Qdiag(c;) com ¢; = 1/+/|Aj]
ou 1.

Usado em: Exemplo 9.17 (Redugdo de 5x2 — dxy + 8y2), Nota 9.19 (As trés formas reduzidas de R?),
Corolério 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia) (dem.), Proposicdo 9.31 (O tipo da conica ¢ = 1 pelo
determinante e pelo traco) (dem.)

Veja também: Construgdo 9.18 (Reducao de Sylvester por completamento de quadrados)

thm-reducao

Exemplo 9.17 (Reducdo de 5x> — 4xy + 8?)
Requer: Teorema 9.16 (Redugdo de uma forma quadratica a soma de quadrados)

q(x,y) = 5x* —4xy +8y%, A = (>, &): trA = 13, det A = 36, autovalores 4 e 9,

com autovetores (2,1) e (1, —2) (ortogonais, como deviam). Com Q = \/Lg (% _12 ),

g=47+% =21+25 (21 =2y1, 22 =3y2).

A curva g = 36 é aelipse yé + yzﬁ = 1, com semi-eixos 3 e 2 nas dire¢des de (2,1) e (1, —2)
— é a conica do Exemplo 9.32 (Uma elipse: 5x> — 4xy + 8y? = 36).

Usado em: Construcdo 9.18 (Redugdo de Sylvester por completamento de quadrados), Exemplo 9.32
(Uma elipse: 5x2 — 4xy + 8y = 36)

Veja também: Exemplo 9.32 (Uma elipse: 5x% — 4xy + 8y = 36)
ex-548

Construcdo 9.18 (Reducdo de Sylvester por completamento de quadrados)
Requer: Exemplo 9.17 (Redugéo de 5x2 — 4xy + 8y?)

Esta reducéo chega ao item (b) do Teorema 9.16 (Reducdo de uma forma quadratica
a soma de quadrados) sem usar autovalores. Para g = 5x> — 4xy + 8y?, junte os termos
em x e complete o quadrado:

q= S(x2 = %xy) +8y2 = 5<x— %y)z — §y2+8y2 — 5<x— %y>2 + 35_6y2.

Com w; = x — %y, wy = y (uma mudanga de coordenadas invertivel, triangular), g =
Sw% + %w%, e reescalando, g = z% + Z%. Em geral: se algum coeficiente de xi2 é ndo nulo,
completa-se o quadrado nessa varidvel e repete-se com as restantes; se todos sdo nulos e
h& um termo x;x;, a substituicdo x; = u + v, x; = u — v cria quadrados (x;xj = u? — v?).
Note que os coeficientes obtidos (5 e 35—6) ndo sdo os autovalores (4 e 9). O que coincide
sdo os sinais. E a lei de inércia (Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)).

Veja também: Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)

con-completamento-de-quadrados

Nota 9.19 (As trés formas reduzidas de IR?)

Requer: Teorema 9.16 (Redugdo de uma forma quadratica a soma de quadrados)
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As curvas de nivel das trés formas reduzidas de R? ndo nulas (a menos de sinal). Azul:
g > 0; rosa: g < 0; tracejado ou cinza: g = 0. Toda forma em R? é uma dessas trés, ou a
sua negativa, depois de uma mudanga de coordenadas — e a lei de inércia (Teorema 9.20
(Lei de inércia de Sylvester)) diz que ela ndo pode ser duas delas ao mesmo tempo.

Veja também: Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)

nota-tres-formas-reduzidas-do-plano

Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)
Requer: Definicao 9.12 (Forma quadrética), Defini¢ao 2.75 (Dimensao)

A demonstracdo exige: Teorema 2.85 (Dimensao da soma de dois subespagos)

Seja q uma forma quadritica em V, dimV = n, e suponha que numa base (e, ..., e) se

tenha
— 2 2 2
(Zze) z1 -+zp—zp+1—---—zp+m.

Entdo p é a maior dimensio de um subespago W C 'V em que q ¢ positiva definida (q(w) > 0
paraw € W, w # 0). Em particular, p ndo depende da base; nem m (aplique o mesmo a —q).

N:g <0

C? g=2tty? =22

um plano onde q > 0 ndo pode
ter dimensio 3:
cortaria o eixo N

A lei de inércia em R3 para g = x> +y? — z%. O cone é q = 0; fora dele, ¢ > 0 é a regido “do lado” e g < 0
a regido “de dentro” do cone. Qualquer subespago de dimensdo 3 encontra o eixo z, onde g < 0; logo 2 é a maior
dimensdo em que q € positiva definida, qualquer que seja a redugio escolhida.

A demonstragao é uma contagem de dimensodes, a mesma do Exemplo 2.87 (Dois planos
distintos pela origem em RR® se cortam numa reta). Na figura: ha planos inclinados onde
g > 0 (qualquer plano que ndo entre no cone), mas nenhum subespaco de dimensao 3.

Demonstracdo

EmPy =[e},...,ep], 9= 24+ z%, > 0 fora da origem: existe um subespaco de dimensao
p onde g é positiva definida. Seja agora W qualquer subespaco onde g é positiva definida, e
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N=[e,, ..., ondeq =~z ; —--- —z5,, <0.SedimW > p, entdo

dimW +dimN > p+ (n—p) =n,

e pela férmula da dimensdo da soma (Teorema 2.85 (Dimensdo da soma de dois subespacos)),
WNN # {0}. Um v # 0em W N N teria g(v) > 0eq(v) <0. LogodimW < p.

Usado em: Defini¢do 9.21 (Assinatura de uma forma quadrética), Nota 9.43 (Onde a algebra linear
reaparece)

Veja também: Exemplo 2.87 (Dois planos distintos pela origem em R se cortam numa reta)
thm-sylvester

Definicido 9.21 (Assinatura de uma forma quadratica)

Requer: Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)

A assinatura de g (ou de A) é o par (p, m).

Usado em: Coroldrio 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia), Exercicio 9.27 (Mesma assinatura
implica mesmos autovalores?), Exercicio 9.28 (Mesmos autovalores implicam mesma assinatura?), Proposi¢ao 9.31
(O tipo da conica g = 1 pelo determinante e pelo trago), Proposi¢do 9.23 (Formas positivas definidas: cinco
caracterizagoes)

def-assin

Coroldrio 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia)

Requer: Defini¢do 9.21 (Assinatura de uma forma quadratica), Defini¢ao 9.15 (Matrizes congruentes),
Definigdo 3.23 (Posto de uma matriz)

A demonstracdo exige: Teorema 9.16 (Redugdo de uma forma quadratica a soma de quadrados)

(@) p e m sdo os mimeros de autovalores positivos e negativos de A (contados com multiplici-
dade), e p + m = posto A.

(b) Duas simétricas sdo congruentes se e somente se tém a mesma assinatura (e a mesma ordem).

Demonstracdo

(a) A redugdo de Sylvester do Teorema 9.16 (Redugdo de uma forma quadratica a soma de
quadrados) tem p e m iguais a esses nimeros, e pelo teorema qualquer outra tem os mesmos. O

posto ndo muda por A — PtAP (multiplicar por invertiveis), e o posto de diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...

é p+ m. (b) Se tétm a mesma assinatura, as duas sdo congruentes & mesma matriz diagonal de
+1 e 0; reciprocamente, B = PtAP significa que B é a matriz de g noutra base, e a assinatura ndo
depende da base.

Usado em: Exemplo 9.24 (A assinatura de 2xy + 2yz + 2zx), Nota 9.37 (Quédricas pela assinatura),
Exercicio 9.27 (Mesma assinatura implica mesmos autovalores?) (dem.), Exercicio 9.28 (Mesmos autoval-
ores implicam mesma assinatura?) (dem.), Proposicdo 9.23 (Formas positivas definidas: cinco caracteriza-
¢oes) (dem.)

cor-assin

Proposicao 9.23 (Formas positivas definidas: cinco caracterizagdes)

Requer: Defini¢do 9.21 (Assinatura de uma forma quadrética), Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma
e ortogonalidade)

A demonstracdo exige: Proposicdo 9.6 (Quociente de Rayleigh: o maior e o menor autovalor), Corolario 9.22
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(Assinatura, autovalores e congruéncia)

Para A simétrica, sdo equivalentes: (a) g é positiva definida; (b) todos os autovalores
de A sdo positivos; (c) a assinatura é (1,0); (d) A = B'B com B invertivel; (e) (u,0)4 =
u' Av é um produto interno.

Pelo item (e), todo produto interno em R" é ut Av com A positiva definida, e Gram—
Schmidt (Teorema 6.17 (Gram-Schmidt)) é, nessa linguagem, uma redugdo de Sylvester
de A aidentidade por uma P triangular.

Demonstracao

(a) <= (b): Proposicao 9.6 (Quociente de Rayleigh: o maior e 0 menor autovalor): min -1 4(x) =
Amin- (b) <= (c): Corolério 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia)(a). (c)=-(d): PPAP = [
da A = (P71)!P~L. (d)=(a): x'B'Bx = ||Bx|[|> > 0sex # 0. (a) = (e): é a definicdo de
produto interno (Defini¢do 6.2 (Produto interno, norma e ortogonalidade)), dada a bilinearidade
e a simetria.

Usado em: Exemplo 9.25 (Diagonal e determinante positivos nao bastam), Proposi¢ao 9.26 (Diagonal-
izagdo simultanea de duas formas quadréticas)

Veja também: Exemplo 6.6 (Um produto interno em R? que ndo é o usual), Teorema 6.17 (Gram—
Schmidt)

prop-posdef

Exemplo 9.24 (A assinatura de 2xy + 2yz + 2zx)
Requer: Corolério 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia)

g =2xy+2yz+2zx, A = (? (1) (%)) = ] — I, com | a matriz de 1’s. Os autovalores de

J sdo 3,0,0 (posto 1, trago 3), logo os de A sdo 2, —1, —1: assinatura (1,2). Conferéncia
por substituicdo: comx = u+0v,y = u — v, q = 2u® — 20* +4uz = 2(u + z)? — 20> — 2z*:
um sinal + e dois —.

Usado em: Exemplo 9.39 (Um hiperboloide de duas folhas: xy + yz + zx = 1)

ex-assin-a

Exemplo 9.25 (Diagonal e determinante positivos nao bastam)
Requer: Proposi¢do 9.23 (Formas positivas definidas: cinco caracterizac¢des)

Aarmadilha. A = (% i %) = 2] — I tem diagonal positivaedet A =5-(—1)2 =5 > 0,
mas autovalores 5, —1, —1: nio é positiva definida; q(1,—-1,0) = 1—-4+1 = —2. Em

2 x 2 a armadilha ndo existe (¢ > 0 e det > 0 bastam, porque det é o produto dos
dois autovalores e @ > 0 exclui os dois negativos); em 3 x 3 o determinante positivo é
compativel com dois autovalores negativos.

ex-diagonal-e-determinante-positivos-nao-bastam

Proposicao 9.26 (Diagonalizagdo simultinea de duas formas quadraticas)

Requer: Proposigao 9.23 (Formas positivas definidas: cinco caracterizagdes), Defini¢ao 9.15 (Matrizes
congruentes)

A demonstracdo exige: Teorema 9.5 (Teorema espectral)

Sejam A, B simétricas com B positiva definida. Existe P invertivel com P'BP = [ ¢ P'AP
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diagonal; os elementos diagonais sdo as raizes de det(A — AB) = 0.

Em mecanica, com B a energia cinética e A a potencial de um sistema de massas e molas,
as raizes de det(A — AB) = 0 sdo os quadrados das frequéncias dos modos normais. E
um produto interno (B) e uma forma (A) diagonalizados juntos.

Demonstracdo

Pela Proposicdo 9.23 (Formas positivas definidas: cinco caracterizagdes), PIBP; = I para
alguma P;. A matriz P!AP; é simétrica: PIAP; = QDQ' (Teorema 9.5 (Teorema espectral)).
Com P = PiQ: P'BP = Q'Q = I e P'AP = D. E det(A — AB) = det ((P!)"}(D —AI)P™!) =
det(D — AI)/(det P)2.

prop-simult

Exercicio 9.27 (Mesma assinatura implica mesmos autovalores?)
Requer: Definicao 9.21 (Assinatura de uma forma quadrética)

A demonstracdo exige: Corolario 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia), Defini¢do 3.15 (Ma-
trizes semelhantes)

Verdadeiro ou falso? Duas matrizes simétricas reais com a mesma assinatura tém os mes-
mos autovalores.

Resolucdo

Falsa. [ e 2] (2 X 2) tém assinatura (2,0) e autovalores diferentes. Sio congruentes (2] = P!IP
com P = v/2I) e ndo sdo semelhantes.

exerc-mesma-assinatura-mesmos-autovalores

Exercicio 9.28 (Mesmos autovalores implicam mesma assinatura?)
Requer: Defini¢do 9.21 (Assinatura de uma forma quadratica)

A demonstracdo exige: Coroldrio 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia), Teorema 9.5 (Teorema
espectral)

Verdadeiro ou falso? Duas matrizes simétricas reais com o0s mesmos autovalores tém a
mesma assinatura.

Resolucdo

Verdadeira. A assinatura é o niimero de autovalores positivos e negativos (Corolario 9.22
(Assinatura, autovalores e congruéncia)(a)). (Mais: pelo teorema espectral, as duas sdo ortogo-
nalmente semelhantes & mesma diagonal, logo semelhantes e congruentes.)

Com o exercicio Exercicio 9.27 (Mesma assinatura implica mesmos autovalores?): a con-
gruéncia vé s6 os sinais, a semelhanga vé os valores.

exerc-mesmos-autovalores-mesma-assinatura

Conicas e quadricas

Definicao 9.29 (Conicas e quadricas)
Requer: Definicao 9.12 (Forma quadrética)
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Uma cénica (em R?) ou quadrica (em IR®) é o conjunto dos x com
xtAx+blx+c=0, A simétrica ndonula, b € R”, c € R.

Usado em: Construcdo 9.30 (Reducdo de uma conica ou quédrica: rotacdo e translagdo), Nota 9.37
(Quédricas pela assinatura)

def-conicas-e-quadricas

Construcdo 9.30 (Reducdo de uma coénica ou quddrica: rotacdo e translacao)

Requer: Defini¢do 9.29 (Conicas e quddricas), Teorema 9.5 (Teorema espectral)

1. Rotagdo. Diagonalize A = QDQ' com Q ortogonal, detQ = 1. Nas coordenadas
y = Q'x (isto é, x = Qy), a equacdo fica

Myi+ AR+ 'y +c=0, b =Q'b.

Os termos cruzados desapareceram. Os novos eixos sdo as dire¢des dos autovetores.

2. Translagdo. Para cada A; # 0, complete o quadrado: /\iyiz +blyi = A (yi + 2%)2

Os termos lineares restantes sdo os das varidveis com A; = 0.

b2
— i
4A;°

3. Leitura. A forma reduzida diz o tipo; os semi-eixos sdo v/k/A; quando a equagdo
reduzida é Z)\iziz =kcomk/A; > 0.

No passo 1 pode-se tomar det Q = 1 (trocando o sinal de uma coluna), de modo que Q
¢ uma rotagdo. A ordem importa: primeiro girar, depois transladar. Completar quadrados
antes de girar ndo funciona quando ha termo xy, e a rotacdo ndo mexe na constante nem
cria termos cruzados. A translagdo muda o centro; a rotacdo muda os eixos. Os dois
juntos sdo um movimento rigido: a curva ndo se deforma, e os semi-eixos lidos na forma
reduzida sdo os verdadeiros.

Usado em: Exemplo 9.32 (Uma elipse: 5x? — 4xy + 8y> = 36), Exemplo 9.33 (Uma parébola: x* +
2xy + y* — 2x + 2y — 3 = 0), Exemplo 9.34 (Uma hipérbole: x> — y? + 2x + 4y — 4 = 0), Exemplo 9.35 (Um
par de retas paralelas: x2 + 4xy + 4y> — 6x — 12y + 8 = 0)

Veja também: Construcdo 9.18 (Reducdo de Sylvester por completamento de quadrados)

con-alg

Proposicao 9.31 (O tipo da conica g = 1 pelo determinante e pelo traco)
Requer: Defini¢do 9.21 (Assinatura de uma forma quadratica)

A demonstracdo exige: Teorema 9.16 (Reducdo de uma forma quadrdtica a soma de quadrados),
Corolario 8.55 (Trago e determinante: soma e produto das raizes de pr)

Seja q(x,y) = ax®> +2bxy +cy*, A= (4%). Acurvag=1¢
* umaelipsesedet A > 0etr A > 0, vazinsedet A > Oetr A <0;
* uma hipérbole se det A < 0;

* um par de retas paralelas ou o vazio se det A = 0 (segundo o sinal de tr A).

Os eixos sido as diregdes dos autovetores, e 0s semi-eixos, 1/~/A; para A; > 0.
Esta proposigdo é a lei de inércia em dimensao 2: det e tr bastam para conhecer a assi-
natura, sem calcular autovetores (a curva é elipse se e somente se ac — b?> > 0ea > 0;
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sem a segunda condicao, isso € falso).

Demonstracdo
Em coordenadas préprias, g = Aly% + /\zy%, comdetA = MAr,etrA = A1 + Ay, det > O:
mesmos sinais, e o traco diz qual. det < 0: sinais opostos. det = 0: um autovalor nulo, Ay? = 1.
Usado em: Exemplo 9.42 (Um elipsoide: x> + 2y? + 3z% — 2xz = 1)
Veja também: Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)
prop-dettr

Exemplo 9.32 (Uma elipse: 5x* — 4xy + 8y> = 36)
Requer: Construcdo 9.30 (Reducdo de uma conica ou quddrica: rotacdo e translagdo), Exemplo 9.17
(Reducao de 5x2 — 4xy + 8y?)
5x2 — 4xy + 8y? = 36. Pelo Exemplo 9.17 (Redugao de 5x> — 4xy + 8y?), autovalores
4,9 com autovetores (2,1) e (1, —2); nas coordenadas y1, y2 ao longo deles, 4]/% + 9y% =
36, isto é,
iR,
9 4 ’
elipse de centro na origem, semi-eixo 3 na dire¢do de (2,1) e 2nna de (1, —2).
Usado em: Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)
Veja também: Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)

ex-conicas-a

Exemplo 9.33 (Uma parabola: x? + 2xy + y?> — 2x + 2y — 3 = 0)

Requer: Construcgdo 9.30 (Redugdo de uma conica ou quadrica: rotagdo e translacdo)

X2+ 2xy+y* —2x+2y—3=0. A= (11), autovalores 2 (diregdo (1,1)) e 0 (diregdo

(1,-1)). Com x = “—\E’,y = ”—\E’: > +2xy+y* = (x+y)? =2l e 2x+2y =

—2(x —y) = —2+/20. A equacdo fica

2
3
252 —22v—-3=0, wv=-—2__>_.
\/E 2\/§

pardbola, com eixo na dire¢do (1, —1) e vérticceem u = 0, v = —2%, isto é, no ponto
(x,y) = (—2,2). O autovalor nulo nio permite completar quadrado em v: é o que faz a

parabola.
Usado em: Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)

Veja também: Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)

ex-conicas-b

Exemplo 9.34 (Uma hipérbole: x> — y? + 2x +4y — 4 = 0)

Requer: Construgao 9.30 (Redugdo de uma conica ou quédrica: rotagao e translagao)

x? — y* 4+ 2x + 4y — 4 = 0. Sem termo cruzado: s6 transladar.

(x4+1)2—-1—(y—22+4—-4=0, (x+1)*—(y—2)>=1:
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hipérbole de centro (—1,2), semi-eixo 1 na diregdo x, assintotas de inclinagdo +1.
Usado em: Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)

Veja também: Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)

ex-conicas-c

Exemplo 9.35 (Um par de retas paralelas: x* + 4xy + 4y*> — 6x — 12y + 8 = 0)

Requer: Construgao 9.30 (Redugdo de uma conica ou quédrica: rotagao e translagao)

x? +4xy +4y*> —6x — 12y +8 =0. Coms = x +2y: s> — 65 +8 = (s —2)(s — 4) = 0.
Par de retas paralelas x + 2y = 2 e x 4+ 2y = 4 (caso degenerado: det A = 0).
Sabe-se antes de fazer contas que a conica é degenerada: o polinomio se fatora, porque
a parte linear é multiplo de x 4 2y, a diregdo do autovalor ndo nulo.

Usado em: Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)

Veja também: Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)

ex-conicas-d

Nota 9.36 (Quatro conicas lado a lado)

Requer: Exemplo 9.32 (Uma elipse: 5x% — 4xy + 8y* = 36), Exemplo 9.33 (Uma parabola: x> + 2xy +
y? — 2x + 2y — 3 = 0), Exemplo 9.34 (Uma hipérbole: x> — y? + 2x + 4y — 4 = 0), Exemplo 9.35 (Um par de
retas paralelas: x2 + 4xy + 4y> — 6x — 12y + 8 = 0)

N

)
(o S

(a) elipse (b) parabola (c) hipérbole (d) duas retas

Quatro conicas, na mesma escala. Tracejados: os eixos proprios (a, b) e as assintotas (c). Em (a) e (b) a rotagio era
necessdria; em (c) s6 a translagdo; (d) é o caso degenerado de uma forma de posto 1 que se fatora.

nota-quatro-conicas

Nota 9.37 (Quddricas pela assinatura)

Requer: Definicao 9.29 (Conicas e quddricas), Coroldrio 9.22 (Assinatura, autovalores e congruéncia)

Para x!Ax = 1 em R® com A invertivel, a forma reduzida é :I:z% + z% + z% = 1 apos
reescalar, e o tipo depende s6 da assinatura:

assinatura forma reduzida superficie

(3,0) zi + 23+ z§ =1 elipsoide

(2,1) i +z5—z5=1 hiperboloide de uma folha
(1,2) z% —z3— z% =1 hiperboloide de duas folhas
(0,3) —22-22-22=1 vazio
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Com um autovalor nulo aparecem os cilindros (eliptico, hiperbélico); com o nivel 0 no

——— <—
7

(3,0) (2,1) (1,2)
elipsoide uma folha duas folhas

As trés quddricas nio degeneradas e nio vazias. O niimero de sinais — decide a topologia: nenhum dd uma
superficie fechada; um dd uma superficie conexa com um “buraco” (um circulo na cintura); dois dido duas pegas.
Pode-se mostrar que {x* Ax = 1} é, a menos de deformagdo, SP~1 x R™.

Usado em: Exemplo 9.38 (Um cilindro eliptico: x* + y? + z2 + 2xy = 1), Exemplo 9.39 (Um hiper-
boloide de duas folhas: xy + yz + zx = 1), Exemplo 9.40 (Um hiperboloide de uma folha: x? + y? — z2 = 1),
Exemplo 9.41 (Um cone: x> + y? — z2 = 0), Exemplo 9.42 (Um elipsoide: x? + 2y? + 3z — 2xz = 1)

Veja também: Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)

nota-quadricas-pela-assinatura

Exemplo 9.38 (Um cilindro eliptico: x? + y? + z? + 2xy = 1)

Requer: Nota 9.37 (Quédricas pela assinatura)

x2 + y2 Ny 2xy=1: A = ( i (%) § ), autovalores 2,0, 1. Forma reduzida 2u? + w? = 1
(sem v): cilindro eliptico com eixo na dire¢do (1, —1,0), do autovalor 0.

ex-quadricas-a

Exemplo 9.39 (Um hiperboloide de duas folhas: xy + yz +zx = 1)
Requer: Nota 9.37 (Quddricas pela assinatura), Exemplo 9.24 (A assinatura de 2xy + 2yz + 2zx)

xy+yz+zx =1 A= %(] — I), autovalores 1, —%, —% (Exemplo 9.24 (A assinatura
de 2xy + 2yz + 2zx)), assinatura (1,2): hiperboloide de duas folhas, com eixo na direcdo
(1,1,1).
Uma equagdo sem nenhum quadrado da um hiperboloide de duas folhas; ndo ha como
adivinhar sem a assinatura.

ex-quadricas-b

Exemplo 9.40 (Um hiperboloide de uma folha: x> + > — z> = 1)

Requer: Nota 9.37 (Quédricas pela assinatura)

x? + y* — z% = 1: assinatura (2, 1), hiperboloide de uma folha.

ex-quadricas-c
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Exemplo 9.41 (Um cone: x? + % — z2 = )

Requer: Nota 9.37 (Quadricas pela assinatura)

x% 4+ y? — z2 = 0: nivel 0, cone (a figura do Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)).
Veja também: Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester)

ex-quadricas-d

Exemplo 9.42 (Um elipsoide: x> + 2y? + 32> — 2xz = 1)
Requer: Nota 9.37 (Quadricas pela assinatura), Proposicdo 9.31 (O tipo da conica g = 1 pelo determi-
nante e pelo trago)

X242y +322 - 2xz=1: A = ( él % 31) O autovalor 2 vem de y; o bloco ( !, 3')
tem tr = 4 e det = 2, logo autovalores 2 + v/2 > 0. Assinatura (3,0): elipsoide, com

1
semi-eixos )
f " V212 27\/5

O atalho: quando a matriz se parte em blocos, os autovalores se calculam bloco a bloco
(Proposigdo 8.45 (Somas diretas invariantes e proje¢des)), e para decidir a assinatura de
um bloco 2 x 2 bastam det e tr (Proposicdo 9.31 (O tipo da conica g = 1 pelo determinante
e pelo trago)).

Veja também: Proposigao 8.45 (Somas diretas invariantes e projecdes)

ex-quadricas-e

Nota 9.43 (Onde a dlgebra linear reaparece)

Requer: Teorema 9.10 (Toda rotacio de IR? tem um eixo), Teorema 9.20 (Lei de inércia de Sylvester),
Proposicdo 9.6 (Quociente de Rayleigh: o maior e o menor autovalor)

Seis lugares em que o que se fez aqui é a primeira linha de um teorema de outra &rea.

1. Toda rotacio de R3 tem um eixo (Teorema 9.10 (Toda rotacdo de R3 tem um eixo)).
O célculo det(A —I) = (—1)3det(A — I) é toda a demonstracdo, e ele falha em
dimensao par: em IR* h4 rotacdes sem vetor fixo. E o teorema de Euler da mecanica
do corpo rigido.

2. Nao se penteia uma bola sem redemoinho. Um campo linear x — Ax é tangente a
esfera se e somente se A é antissimétrica; em dimensdo impar, det A = det Al =
(—1)"det A forca det A = 0, e 0 campo se anula num ponto da esfera. E o caso
linear do teorema da bola cabeluda.

3. A exponencial de uma matriz. e’PP "' = PePP resolve x' = Ax como a diagonaliza-
cdo resolveu Fibonacci (Exemplo 8.34 (Fibonacci por diagonalizacao)); dete? = er4
sai da triangularizacdo (Coroldrio 8.55 (Traco e determinante: soma e produto das
raizes de pr)); e e é uma rotagdo quando A é antissimétrica. Ea porta de entrada
dos grupos de Lie.

4. Pontos criticos na esfera. A funcdo (Ax,x) na esfera tem 2n pontos criticos, £u; (os
autovetores, Proposicdo 9.6 (Quociente de Rayleigh: o maior e o menor autovalor));
perto de cada um ela é uma forma quadratica cuja assinatura conta os autovalores
menores (Defini¢do 9.21 (Assinatura de uma forma quadratica)). A soma alternada
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Y.(—1)™dice 44 2 ou 0 conforme a paridade, qualquer que seja A: é a caracteristica de
Euler da esfera, e é o comecgo da teoria de Morse.

5. Aassinatura decide a forma da superficie (Nota 9.37 (Quddricas pela assinatura)). {x!Ax =
1} é SP~1 x R™: a lei de inércia é o que garante que “hiperboloide de uma folha” é
um conceito bem definido.

6. Um grafo é um complexo (Defini¢do 7.23 (Complexos e sequéncias exatas)). Com d a
diferenga ao longo das arestas, dim N(d) conta as componentes conexas e dim H!
os ciclos independentes; a caracteristica de Euler (Teorema 7.32 (Caracteristica de
Euler de um complexo)) d4 V — A = componentes — ciclos. E o laplaciano L =
d'd é simétrico, positivo semidefinido, com nticleo contando componentes: contar
buracos virou diagonalizar uma matriz simétrica.

Veja também: Exemplo 8.34 (Fibonacci por diagonaliza¢do), Coroldrio 8.55 (Trago e determinante:
soma e produto das raizes de pr), Defini¢do 7.23 (Complexos e sequéncias exatas), Teorema 7.32 (Carac-
teristica de Euler de um complexo), Nota 9.37 (Quéadricas pela assinatura)

nota-onde-a-algebra-linear-reaparece
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