10.

11.
12.
13.

MATO0164 - Nimeros Inteiros: Uma Introducdo a Matematica - 2019
Terceira Lista de Exercicios

Seja a um inteiro. Demonstre as afirmagdes abaixo.
(@) a?! =a (mod 15) e 4’ = a (mod 42)
(b) Se mdc(a,35) = 1 entdo a'?2 =1 (mod 35)
(c) Semdc(a,42) = 1entdo (3-7-8) | (a® —1)
(a) Sejam a, b inteiros e seja p um primo positivo tal que mdc(a, p) = 1. Mostre que x = aP~2b é
solucdo da congruéncia ax = b (mod p).
(b) Resolva as congruéncias 6x =5 (mod 11) e 3x = 17 (mod 29).
(a) Sejam p um inteiro primo e sejam 4, b inteiros arbitrarios. Mostre que se a? = bP (mod p)
entdoa = b (mod p).
(b) Seja p > 2 um primo. Mostre que

P4+2P+.--+(p—1) =0 (mod p).

. Mostre que 28 = 1 (mod 17) e que 2! = 1 (mod 17). Sejam, agora, p um primo e 4 um inteiro tal

que p 1 a. Prove que
(a) sep>2, o' =1 (mod p) ou a7 =1 (mod p);
(b) o menor inteiro positivo e tal que a° = 1 (mod p) é divisor de p — 1;
(c) se e é o inteiro acima e x é um inteiro tal que 4* =1 (mod p) entdoe | x.
(a) Sejam p,q primos positivos distintos e seja a um inteiro tal que a? = a (mod g) e a? = a
(mod p). Mostre que a?1 = a (mod pgq).
(b) Mostre que 234! =2 (mod 341).

. Sejam a, m inteiros com m > 1. Prove que existe b € Z tal que ab = 1 (mod m) se, e somente se,

mdc(a, m) = 1. Mostre que, neste caso, o inteiro b é inico, médulo m.

(a) Sejam p,q primos positivos distintos e impares tais que (p — 1) | (¢ —1). Mostre que se
mdc(a, pq) = 1 entdo a’~! =1 (mod pgq).

(b) Seja a um inteiro. Prove que a* = a (mod 1729); a” = a (mod 158).

. Sejam a um inteiro e n um inteiro positivo tais que mdc(a,n) = mdc(a — 1,n) = 1. Prove que

14+a+---4a?™1=0 (mod n).

. Sejam m, n inteiros positivos relativamente primos. Prove que

m?™ 4 M =1 (mod mn).
Determine o resto da divisdo de a por b nos casos
(@) a=15!'e b=17;
b) a=2-(26)! e b=29.
Retina os inteiros 2,3, . ..,21 em pares (4, b) tais que ab =1 (mod 23).
Mostre que 18! = —1 (mod 437).
Calcule ¢(n) paran =1,2,...,12.
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Para que valores de n, ¢(n) é impar?

Mostre que existem inteiros n para os quais ¢(n) = 2,4,6,8,10,12, mas ndo existe n tal que ¢(n) =
14.

Encontre o menor inteiro positivo n tal que ¢(n) = 6.

Mostre que se m e n sdo inteiros positivos tais que m divide 1, entdo ¢(m) divide ¢(n).

Mostre que se f é uma fun¢do multiplicativa, entdo f(1) = 1.

Seja f uma fungdo multiplicativa e sejam m e n inteiros tais que m \ ne mdc(m, n/m) = 1. Mostre
que f(n/m) = F(n)/f(m).

Mostre que se f e g sdo func¢des multiplicativas tais que g(n) # 0 para todo inteiro positivo n,
entdo F(n) = f(n)g(n) e G(n) = f(n)/g(n) sdao multiplicativas.

Sejam f e ¢ funcdes multiplicativas tais que f(p*) = g(p¥) para todos os primos p e inteiros
positivos k. Mostre que f(n) = g(n), para todos os inteiros positivos n.

Dado um inteiro positivo 1, considere as fun¢des

T(n) = numero de divisores positivos de n

o(n) = soma dos divisores positivos de n

(a) Calcule T(n) eo(n) paran =1,2,...,12.

(b) Mostre que se n = 2, entdo o(n) = 2n — 1.

(c) Encontre o menor inteiro n para o qual t(n) = 6.

(d) Encontre o menor inteiro m para o qual ndo existe n satisfazendo o(n) = m.

(e) Mostre que um inteiro positivo p é primo se, e somente se, T(p) = 2.

(f) Mostre que um inteiro positivo p é primo se, e somente se, o(p) = p + 1.

(g) Dado um inteiro M > 1, mostre que existem infinitos inteiros positivos n para os quais (1) =
M.

(h) Dado um inteiro M, mostre que existe apenas uma quantidade finita de inteiros positivos n
tais que o(n) = M.

Dado um inteiro positivo 7, considere a fungéo

0 senépar
x(n) =<1 sen=1(mod 4)
—1 sen =3 (mod 4)

Mostre que x é uma fungdo multiplicativa.
Construa as tabelas de adi¢do e de multiplicagdo de Zs e Z.
Em Z,o, determine

(a) os menores representantes positivos de —10 e —6;

(b) todos os divisores de zero;

(c) todos os elementos inversiveis com seus inversos;

(d) repita os itens (b) e (c) para Zs.
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Mostre que o namero de elementos inversiveis de Z,, é ¢(m).

Sejaa € Z,, ndo nulo. Prove que 2 é um divisor de zero ou 7 é um elemento inversivel.

Sejam @, b, ¢ € Z,, com mdc(c,m) = 1. Prove quesea-c = b-Centdoa = b.
Sejam p um primo positivo e a,b € Z. Prove que
(a) a? =g

(b) (@+b)P =a" +1b".
Resolva em Z,, as equagdes abaixo.

@ 3x+2=6x+7 m=S8§;

(b) 2x+3)°+ Bx+2)°+5x =0, m=15;

(c) 4x — 7 +6x +2 =3x +5x, m = 12;

(d) ¥*' —x=0, m=5;

(e) x2—-1=0, m=5;

f) ¥ —x=0, m=4.

Resolva em Zs5 o sistema abaixo.

dx+y=1
x—2y=4

Resolva em Z4, o sistema abaixo.
x+y+z=0

2x+3y+3z=3
x+y+3z=0



